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INTRODUCTION. 

Les  .theoremes  bien  connus  de  MM.  Briot  et  Bouquet  permettent 
d'etudier,  dans  le  voisinage  d*un  point  j7o*  l^s  integrales  d*une  equa- 
tion differenlielle  du  premier  ordre 

qui  deviennent  egales  a  jo  pour  x  =  Xq.  Si  /(^»  j)  est  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  x^,  jo»  il  existe  une  seule  integrale  satisfaisant  a 
la  condition  7(^0)  =  Yo*  ^t  on  sait  la  developper  en  serie  de  Taylor. 
Quand  les  valeurs  (^o>Jo)  forment  un  couple  de  valeurs  singulieres 
de/(a:, /),  on  sait  encore  discuter,  dans  le  voisinage  de  x^,  la  forme 
des  integrales,  qui  peuvent  etre  alors  en  nombre  infmi.  MM.  E.  Picard 
et  H.  Poincare  ont  meme  indique  des  developpements  en  series  de  ces 
integrales  dans  le  voisinage  de  x^. 

(1)  M^moire  couronn6  par  rAcad6mie  des  Sciences  (grand  prix  des  Sciences  math6ma- 
tiques,  1890). 
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lO  p.    PAINLEVE. 

Mais  qu'arrive-t-il  lorsqu'on  fait  varier  x  d'une  fagon  quelconque 
dans  le  plan  des  x  et  qu'on  suit  les  variations  correspondantes  d'une 
integrale  particuliere  y?  La  fonction  j  est-elle  indeterminee  en  cer- 
tains points  a?©?  acquiert-elle  un  nombre  limite  ou  illimite  devaleurs? 
C*est  la  une  question  a  laquelie  ne  repondent  pas  les  theoremes  que 
nous  venons  de  rappeier. 

Dans  le  cas  particulier  oil  x  ne  figure  pas  explicitementdans  I'equa- 

(ion 

F(7,/)  =  o, 

supposee  algebrique  en  j,y,  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  resolu  le  pro- 
bleme  suivant : 

Reconnakre  si  r integrale  generate  de  ['equation  est  une  /onction  de  x 
qui  nadmet  dans  le  plan  quun  nombre  donne  n  de  determinaxions. 

Ce  probleme,  devenu  classique,  a  ete  le  point  de  depart  d'un  tres 
grand  nombre  de  travaux. 
Mais,  quand  x  figure  expiicitement  dans  Tequation 

algebrique  en  y,  y\  ia  question  analogue  apparait  comme  beaucoup 
plus  compliquee,  et  elle  etait  demeuree  intacte  jusque  dans  ces  der- 
nieres  annees. 

C'est  M.  Fuchs  (*)  qui,  le  premier,  a  cherche  les  conditions  pour 
que  I'integrale  d'une  equation  (i)  soil  uniforme.  II  s*est  meme  place  a 
un  point  de  vue  plus  general  que  je  vais  indiquer. 

Quand  on  considere  les  integrales  d'une  equation  differentielle 
d'ordre  quelconque,  parmi  les  points  critiques  Xi  de  ces  integrales 
(j'entends  les  points  oil  plusieurs  valeurs  de  j  se  permutent),  il  en 
est  qui  varient  avec  les  constantes  d'integration  et  que  j'appelle/?ot/2/^ 
critiques  mobiles;  d*autres,  au  contraire,  qui  restenty£re^.  Ces  deux  es- 
peces  de  points  jouent  un  role  tres  different,  comme  la  suite  de  ce  Me- 
moire  le  montrcra. 

M.  Fuchs  a  indique  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour 
que  I'integrale  de  (i)  n'ait  que  des  points  critiques  fixes  a?/.  Ces  con- 

(*)  Fuchs,  Sitzungsherichte  der  Academic  der  IVissenschaften  zu  Berlin,  juin  1884. 
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flitions  une  fois  remplies,  si  Ton  veut  que  Tintegrale  generate  soil  uni- 
formed il  reste  a  exprimer  que  ces  points  Xi,  qui  sont  connus,  ne  sont 
pas  des  points  critiques  des  integrates. 

M.  H.  Poincare.(*),  reprenant  la  question,  est  arrive  a  ces  conclu- 
sions inattendues  : 

Quand  les  points  critiques  de  l' equation  ( i )  sont  fires,  cette  equation 
s'integre  algebriquement,  ou  par  une  quadrature,  ou  se  ramene  a  une 
equation  de  Riccati. 

Les  trois  cas  se  distinguent  de  la  maniere  suivante.  Donnons  a  x 
une  valeur  quelconque  dans  I'equation  (i).  Cette  equation,  algebrique 

et  irreductible  en  j,y, 

F[7,y,(^)]  =  o, 

a  un  certain  genre  p  qui  ne  varie  pasaveca?.  C'estce  nombre/?que 
nous  appelons,  par  definition,  genre  de  Vequazion  differ entieUe.  Si  p  est 
plus  grand  que  i,  les  equations  de  M.  Fuchs  s'integrent  algebrique- 
ment; si  />  =  I ,  elles  s'integrent  par  quadrature;  si  p  est  nul,  elles  se 
ramenent  a  une  equation  de  Riccati. 

La  raison  de  ce  fait  est  qu'il  existe  alors,  entre  les  valeurs  (y,y)  et 
{y^^y^  de  Tintegrale  et  de  sa  derivee  aux  points  x  et  x^,  une  corres- 
pondance  birationnelle  qui  transforme  Tune  dans  I'autre  des  deux 
courbes  algebriques 

Plus  recemment,  M.  Picard  (*)  s'est  servi  d'un  theoreme  analogue 
pour  integrer  des  classes  tres  etendues  d'equations  d'ordre  supe- 
rieur. 

Je  me  propose  de  generaliser  dans  ce  travail,  a  la  fois  la  question 
resolue  par  M.  Poincare  et  la  methode  qui  Ta  conduit  a  cette  solu- 
tion. 

Joignons  dans  le  plan  des  x  par  des  coupures  L  tons  les  points  cri- 
tiques fixes  Xi  des  integrales  de  (i),  en  choisissant  ces  coupures  de 


(*)  H.  Poincare,  Sur  un  theoreme  de  M,  Fuchs  (Acta  mathematica,  t.  VII). 
(*)  E.  PfCARD,  Th^orie  des  fonctions  algebriques  de  deux  variables  {Journal  de  Mathi- 
matiques,  1889). 
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telle  fagon  que  le  point  x^  assujetti  a  ne  pas  les  franchir,  puisse 
atteindre  un  point  quelconque  du  plan,  mais  ne  decrive  jamais  un 
contour  ferme  aulour  d'un  ou  plusieurs  points  a?,-. 

Soit  alors  Jo  la  valeur  en  x^  d'une  integrale  particulierey(ar);  fai- 
sons  varier  a;  (sans  franchir  les  coupures  L)  et  suivons  les  variations 
correspondantes  de  y,  en  partant  de  x^  avec  la  valeur  y©  d©  y. 

II  pent  arriver,  dans  ces  conditions,  que  y  acquiere  un  nombre 
limite  ou  illimite  de  valeurs  en  un  meme  point  a;.  Si  c'est  le  premier 
cas  qui  se  trouve  realise  (quel  que  soit  jo)»  nous  convenons  de  dire 
que  V integrale  generale  de  (i)  ne  prend  que  n  valeurs  autour  des  points 
critiques  mobiles. 

Deux  problemes  se  posent  maintenant  d'eux-memes  : 

1°  Etudier  les  proprietes  de  V integrale  de  (i)  quand  elle  est  supposee 
de  cette  nature; 

2°  Reconnaitre  si  l' integrale  d*une  equation  donnee (i)ne prend quun 
nomhre  limite  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Ce  sont  ces  deux  problemes  dont  nous  nous  occupons  ici.  II  est  in- 
dispensable, pour  les  traiter,  de  s'appuyer  sur  certaines  proprietes 
caracteristiques  des  equations  du  premier  ordre,  qui  demandent  a  etre 
demontrees  rigoureusement.  Ces  proprietes  se  resument  ainsi  : 

I.  Une  integrale  y{x)  d'une  Equation  (i)  ne  saurait  dei^enir  indeter- 
minee  quen  certains  points  particuliers  $,  du  plan  des  x,  faciles  a  deter- 
miner sur  r equation  differentielle. 

II.  Ces  points  5/  mis  a  party  une  integrale  qui  ne  prend  dans  le  voisi- 
nage  de  la  ligne  X  (d'un  cdte  de  cette  ligne)  que  n  v^aleurs  ne  peut 
admettre  cette  ligne  X  pour  ligne  singuliere. 

III.  Quand  l' integrale  gdnerale  d'une  equation  (i)  ne  prend  que  n  va- 
leurs autour  des  points  critiques  mobiles,  il  existe  entre  y(x)  et  j'o(^o) 
une  relation  algebrique 

<^[r»7of(^),(^o)]  =  o. 

Cette  relation  est  de  degre  mn  par  rapport  a  y  et  a  y^  respectivement,  si 
m  designe  le  degrd  eny'  de  V equation  (i). 

Ces  propositions  restent  vraies  quand  on  admet  seulement  que  r' est 
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une  fonction  analytique  de  j  a  m  determinations,  y  =if(^x,y),  qui, 
pour  touts  valeur  de  a?,  n'admet  pas  dans  le  plan  des  j  de  ligne  singu- 
liere.  La  proposition  III  nous  montre  alors  que,  si  Tintegraie  de  i'equa- 
tion  est  de  Tespece  etudiee,  y  est  necessairement  une  fonction  alge- 
brique  de  j.  Nous  nous  bornerons  done  a  considerer  dans  ce  Memoire 
des  equations  de  la  forme 

F[7,/,(^)]  =  o, 

algebriques  et  irreductibles  en  y,  y,  dont  les  coefficients  dependent 
de  X  d^une  fa^on  quelconque. 

Le  theoreroe  III,  qui  est  fondamental,  est  evident  quand  oil  suppose 
que  I'integrale  y  est  une  fonction  algebrique  de  x\  si,  en  effet,  I'inte- 
grale  de  (i)  se  laisse  definir  par  une  relation  algebrique 

G(j»'^)  =  o, 

d*un  certain  degre  en  j  et  or,  en  exprimant  qu^il  en  est  ainsi,  on  forme 
un  certain  nombre  de  relations  algebriques  entre  les  coefficients  de  G. 
Ces  coefficients  dependent  done  algebriquement  d*un  d'entre  eux,  par 
suite  de  Jo*  Cette  remarque  s'applique  aussi  bien  aux  equations  diffe- 
rentielles d'ordre  superieur. 

Mais,  ce  cas  particulier  excepte,  les  proprietes  que  nous  venons 
d'enum6rer  exigent  une  demonstration,  en  depil  de  leur  apparente 
evidence  qui  les  a  fait  parfois  etendre  aux  equations  d'ordre  superieur 
pour  lesquelles  elles  ne  subsistent  a  aucun  titre.  L'integrale  generale 
des  equations  du  second  ordre  ou  du  troisieme  ordre  les  plus  simples, 
quand  elle  est  uniforme  ou  a  n  valours,  pent  presenter  des  points  sin- 
guliers  essentiels  ou  des  lignes  singulieres,  variables  avec  la  constante 
d'integration,  et  qu'aucune  particularite  de  I'equation  differentielle  ne 
met  en  evidence.  Cette  integrate  n'est  pas  necessairement  une  fonction 
algebrique  des  constantes  jo»  Jo'  Jo'  '-'5  ces  constantes  y  peuvent 
figurer  d'une  faQon  transcendante  (*). 

Une  fois  admises  pour  les  equations  du  premier  ordre 

(0  F[/,7,(^)]  =  o 


(* )  Voir  &  ce  sujet  le  M6moire  d^jA  cit6  de  M.  E.  Picard. 
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ces  propositions  generales,  il  est  aise  de  donnera  Tintegrale  de  (i) 
plusieurs  formes  interessantes.  Tout  d'abord,  on  pent  Tecrire 

(2)  ^"4-R„-,[7o»/o»  i^o)y  (^)]/""-'  -H.  .  .H-  Ro[7o,7'o,  (^o)»  (^)]  =0, 

les  R  designant  des  fonctions  rationnelles  de  jo*  y'o*  qui  dependent 
de  X  d'une  faQon  quelconque.  II  est  clair  qu'on  a  aussi 

(3)  7?4-  R„-,[7,/,  (^),  (^o)]7r*  -H. . .  +  Ro[7.7'»  (^)»  (^^o)]  =  o, 

et  ceci  nous  montre  que  I'integrale  de  (i)  se  laisse  definir  p^r  I'equa- 
tion 

R/[7>7'>  ('^).  («2?o)]  =  R/[7o»7'o.  (-^o).  (^0)]  =  C/, 

c'est-a-dire  par  une  equation  telle  que 

(4)  p[yyy\  i^)]  =  const.  =  y, 

p  designant  une  fonction  rationnelle  dej.y,  ety  la  fonction  de  (r,  x) 
que  determine  Tequation  (i). 

Plus  generalement»  I'integrale  verifie  une  infinite  de  relations  de  la 
forme 

(5)  R[7,/»(^)]  =  A(^,C),      • 

oil  A  est  une  fonction  de  x  dont  les  points  critiques  sont  independants 
de  la  constante  G.  Nous  donnons  aux  constantes  y  le  nom  de  constantes 
integrales,  aux  fonctions  A  le  nom  de  fonctions  integrales.  Deux  con- 
stantes integrales  y,  y,  sont  liees  par  une  relation  algebrique 

^(y»yi)  =  o. 
Deux  fonctions  integrales  A,  A|  sont  liees  par  une  relation 

H[A,A,,(aT)]=:o, 

algebrique  en  A,  A,.  Nous  montrons  qu'on  pent  toujours  choisir  deux 
fonctions  (ou,  si  Ton  veut,  deux  constantes)  integrales 

r—a,         f\z=au 

liees  par  Tequation 

A[r,  r„(j:)]=o, 
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de  telle  fa^on  que  toute  autre  fonction  integrate  R  =  A  s'exprime 
rationnellement  a  Taide  de  r,  r,, 

R  =  (p  [r,  Ti,  (a:)],         A  r=  9  [a,  a„  (x)]. 

Cette  relation  A  =  o,  dont  les  modules  sont  independants  de  x,  n'est 
determinee  qu'a  une  transformation  birationnelle  pres;  nous  Tappe- 
Ions  relation  entre  ks  fonctions  (ou  constantes)  intdgrales. 

Par  exemple,  il  suiBt  de  prendre  pour  r  et  r^  les  deux  constantes 
integral  es 

p  =  Xo(a?o)Ro[y,y,(^),  (^o)]  ■+-. .  .-*-X«-,(xo)  R«-,[7,/,  (^),  (j?o)] 

et 

liees  par  la  relation 


^P'^o^^'^^^]"'''' 


ou  oTo  est  une  constante  queiconque,  soit  zero. 

On  pent  aussi  bien  prendre  pour  r  et  r,  les  deux  fonctions  inte- 
grates 

r[y.y.  (^)]  =  r«(^,  C),         r'[y,y\  (x)]  =  r'«(^,  C), 

definies  par  les  egalites 

1=1 
1  =  11-1 

la  fonction  r®(ar),  ou  la  fonction  r  (quand  on  y  remplace  y  par  une 
integrate  de  (i),  verifie  I'equation 

^'  ['"'  £'  (^>]  =  o         ou         A  [r,  ^,  (a:)]  =  o, 

equation  difTerentieile  en  rdont  les  points  critiques  sont  fixes.  (Dans 
ces  egalites,  les  X,-  sont  des  fonctions  de  x^^  ou  de  x  qu'on  laisse  quel- 
conques.) 
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De  ce  qui  precede  resulte  encore  ce  theoreme  que  Tintegrale  de 
Tequation  (i)  verifie  une  relation 

(6)  G[7,y,(^)]  =  o 

de  degre  m  en  y  :  dans  cette  egalite,  y  designe  une  constante  ou,  si 
Ton  veut,  une  fonction  de  x  et  d'une  constante  dent  les  points  cri- 
tiques sent  fixes  dans  le  plan  des  x. 

Quand  le  genre  tzr  de  la  relation  A  =  o  est  nul,  les  fonctions  et  con- 
stantes  integrales  s*expriment  rationnellement  a  Taide  d'une  d'entre 
elles;  il  existe  alors  des  relations 

(6)  G[^-,y,(a?)]  =  o, 

de  degre  m  en  y,  et  de  degre  /i  en  j;  y  est  une  constante,  ou,  si  Ton 
veut,  une  fonction  de  x  qui  satisfait  a  une  equation  de  Riccati  arbi- 
tral re 

/=My«-hNy  +  P. 

Autrement  dit,  I'integrale  jpeut  s'ecrire 

(7)  7'^H-R(»-i)[C,(^)]r-*^---  +  Ro[C,(^)]=o, 

C  designant  une  constante,  et  les  R|  des  fractions  rationnelles  en  C  de 
degre  m. 
Quand  tzr  =  i,  Tintegrale  est  de  la  forme 

7»H-  /-n-iCC,  (^)]  j"-»  +  . .  .4-  ro[C,  (X)] 


(8)      ,  , , 

I       +v/(i-C«)(i-^'C«)ip,-,[C,(^)]r-»-t-...  +  po[C,(^)]|=:o 

(k  designant  un  certain  nombre),  et  il  existe  des  relations 

de  degre  m  en  y,  de  degre  2/i  eny,  ou  y  represente  une  fonction  de  x 
qui  verifie  la  relation 

^z=:N(^)s/(i-y«)(i-A:V); 

dans  cette  derniere  egalite,  N(a;)  pent  etre  choisi  arbitrairement.  Si 
Ton  fait  N  =  o,  y  =  C. 

Ges  theoremes  sont  connus  depuis  longtemps  dans  bien  des  cas 
particuliers.  M.  Fuchs,  par  exemple,  a  montre  par  une  autre  methode 
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I  que  rintegrale  de  (i),  quand  eUe  est  cUgibriquey  peut  se  mettre  sous 

I  la  forme 

De  meme,  quand  la  variable  x  ne  figure  pas  explicitement  dans  (i), 
la  forme  de  Tintegraie 

y«  +  R(«_,,[7o,7'o,(^)]r-'+...  +  Ro[7o,7'o,(^)]=o 

\  correspond  au  theoreme  d*addition  des  fonctions  simplement  ou  dou- 

blement  periodiques. 

Quand  I'equation  a  ses  points  critiques  fixes,  Tequation  (2)  se 
reduit  a 

jK  =  R[/o,  7'o>(^o),(^)]. 

ot  la  relation  A  =  o,  oil  Ton  fait  r  =  R,  r'  =  -j-y  a  I'equation  (i).  On 

retrouve  ainsi  le  resultat  qui  est  le  point  de  depart  de  la  methode  de 
M.  Poincare,  a  savoir  que  les  equations 

/=  5^  [Jo,  /o*  (^0),  (^)],  J  =  R[  Jo  y\y  (-2^0),  (^)] 

definissent  une  correspondance  birationnelle  entre  les  deux  courbes 
F[  J,  /,  (^)]  =  o,        F[/o,  Jo,  (^0)]  =  o. 
Dans  le  cas  le  plus  general,  les  egalites 

y  =  p[yf  /.  (^)l      /i  =  Pi  [  J'  y^  (^)] 

definissent  une  correspondance  rationnelle  entre  la  courbe 

F[j,/,(a:)]  =  o 

et  la  courbe 

que  represente  la  relation  entre  les  constantes  integrales. 

Remarquons  de  meme  que,  si  Gy  =  o,  il  existe  une  correspondance 
birationnelle  entre  la  courbe 

(I)  F[/,/,(aT)]  =  o 

et  les  courbes 

(6)  G[/,y,(a:)]z=o, 

Jnn.  de  fAc.  Normale.  3-  Serie.  Tome  VIU.  —  Janvier  1891.  3 
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correspondance  que  definissent  les  egalites 

7  =p[7./»(^)]. 


avec  la  relation 


P. 


Dans  tons  les  autres  cas,  il  existe  entre  (i)  et  (6)  une  correspon- 
dance rationnelle,  qui  est  seulement  birationnelle  quand  y  est  une 
constante. 

On  voit  comment  les  transformations  rationnelles  des  courbes  alge- 
briques  s'introduisent  d'elles-memes  dans  I'etude  qui  nous  occupe. 
Leurs  proprietes  doivent  jouer  dans  ce  qui  va  suivre  un  role  essentiel, 
et  c'est  au  developpement  de  ces  proprietes  qu'est  consacre  le  second 
Chapitre  de  ce  Memoire. 

Les  resultats  que  nous  obtenons  peuvent  se  resumer  ainsi  : 

Soient 

(«)  /(/,-)  — o, 

((3)  F(.r„4J,)  =  o 

les  equations  de  deux  courbes  de  degre  m  et  m,  respectiveraent,  et 

deux  fonctions  rationnelles  dc(y,,  3,)qui  permeUentde  passer  de  (a) 

a(p). 

Si  le  genre  p  de  (ol)  est  nul,  on  peut  toujours passer  ((e  (ol)  a  {^)  par 
une  infinite  de  substitutions  (y)  qui  dependent  d'une  fonction  ration- 
nelle  arhitraire  du point  analytique  (y^ ,  5, )  cfe  (  ^  ). 

Quand  p  =^\^  on  ne  peut  en  general  parser  rationnellement  de  {ol) 
a  (P).  Pour  quil  en  soit  ainsi,  il  faut  quune  integrate  abelienne  de 
premiere  espece  de  la  courbe  (J^)  se  ramene  aux  integrates  elliptiques  de 
module  egal  au  module  de  (ol).  Une  telle  transformation ,  quand  elle 
existe,  depend  toujours  d'une  constante  et  au  moins  d'un  entier  arbi- 
traires,  mais  ne  depend  jamais  d'un  second  parametre  continu. 
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Quand  p  est  plus  grand  que  i ,  ilnexiste  quun  nombre  fini  de  substi- 
tutions (y)  transformant  (tx)  en  (^)j  et  toutes  ces  substitutions  se  cat- 
culent  algebriquement. 

Ces  theoremes  se  laissent  demontrer  par  des  precedes  analogues  a 
ceux  qu'emploient  MM.  E.  Picard  et  H.  Poincare  dans  Tetude  des 
transformations  birationnelles  des  courbes  et  des  surfaces.  Le  point 
fondamental  de  ces  raisonnements,  c*est  que  la  transformation  (y)  fait 
correspondre  aux  courbes  adjointes  de  degre  {m  —  3)  de  (a)  certaines 
des  courbes  adjointes  de  degre  (m,  —  3)  de  (P). 

II  resulte  de  ce  simple  fait  que  le  genre  p  de  (a)  est  au  plus  egal  au 
genre  p^  de  (P).  Quand  la  substitution  (y)  est  birationnelle,  on  sait 
que  p  z=z  p^;  nous  montrons  que  la  reciproque  est  v^raie  quand  p  est  plus 
grand  que  i.  Ce  theoreme  a  deja  ete  etabli  par  H.  Weber  a  I'aide  d'au- 
tres  considerations  ( * ). 

Plus  generalementt  si  (x  designe  Vordre  de  la  transformation,  c'est- 
a-dire  le  nombre  des  points  de  (^)  qui  correspondent  a  un  point  de 
(a),  on  a 


Enfin,  si  la  courbe  (P)  est  d'espece  hyperelliptique,  il  en  est  de 
meme  de  la  courbe  (a). 

Ces  propositions  supposent  les  deux  courbes  (a)  et(P)donnees.  Mais 
la  question  qui  nous  interesse  surtout  consiste  a  determiner  toutes  les 
courbes  (a)  distinctes  qui  correspondent  rationnellement  a  une  courbe  (p) 
donnee,  J'entends  par  courbes  distinctes  deux  courbes  qui  n'ont  pas  les 
memes  modules,  et  par  suite  ne  se  correspondent  pas  birationnellement. 
En  nous  servant  de  I'equation  de  degre  (/>-m)  a  laquelle  Clebsch 
ramene  toute  courbe  de  genre/?,  nous  montrons  qnon  peut  calculer 
algebriquement  un  type  de  toutes  les  classes  de  courbes  {de  genre  py>i) 
qui  se  transforment  rationnellement ,  d'apres  les  for  mules  (y),  en  la 
courbe  (P)  donnee.  Ces  types  (ou  ces  classes)  sont  en  nombre  limite,  Les 
courbes  (a),  qui  correspondent  a  la  courbe  (P)  donnee,  ne  sauraient 
dependre  de  modules  arbitraires. 

( * )  H.  WBBERf  Zur  Transformation  der  algebraischen  Functionen  {Journal  de  Crelle, 
t.  76). 
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La  question  de  reconnaitre  si  la  courbe  (P)  est  la  transformee  ration- 
nelle  d*une  courbe  de  genre  i  revient  a  determiner  si  une  integrale  abe- 
lienne  de  premiere  espece  attachee  a  la  courbe  {^)  n'a  que  deux periodes . 

L'application  de  ces  theoremes  a  Tetude  des  equations  differen- 
tieiles  est  immediate.  Soit 

(I)  F[7,/,(^)]  =  o 

une  equation  dont  Tintegrale  prend  n  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles. 

II  existe  alors,  avons-nous  dit,  une  correspondance  rationnelle  entre 
la  courbe  Ci)  et  une  certaine  courbe 

H(C,C,)=:0 

que  definit  la  relation  entre  ies  constantes  integrales,  et  cette  corres- 
pondance 

determine  Tintegrale  generale  de  (i). 

Nous  sommes  en  etat  de  decider  s'il  existe  une  telle  courbe  H  de 
genre  xs  superieur  a  i.  De  la  ce  theoreme  : 

On  sail  reconnaitre  algebriquement  si  V integrale  de  V equation  (i) 
donnee  ne  prend  qu'ur}  nombrefini  de  valeurs  autour  des  points  critiques 
mobiles y  la  valeur  correspondante  de  xs  etant  supposee  plus  grande  que  i . 
f^il  en  est  ainsi,  V integrale  s'obtient  elle-mSme  algebriquement. 

On  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

ts  —  I 

s\  p  est  le  genre  de  I'equation  (i).  Ceci  nous  montre  que,  pour  une 

equation  (i)  de  degre  donne  en  y  ety,  le  nombre  n  ne  peut  depasser 

une  certaine  limite  quand  xs  est  superieur  a  i . 
Traitons  maintenant  la  meme  question  en  supposant  t3=  i, 
11  existe  alors  une  integrale  abelienne  de  premiere  espece  de  la 

courbe  (i) 
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qui  satisfait,  si  y(x)  est  une  integrale  quelconque  de  (i),  a  I'egalite 
(C  est  une  constante),  ou  encore  a  I'egalite 

Si  Ton  exprime  que  cette  derniere  relation  est  equivalente  a  I'equa- 
tion  (i),  on  forme  un  certain  nombre  de  relations  lineaires  et  homo- 
genes  par  rapport  aux  X,-,  -j^-  Quand  ces  relations  sont  compatibles, 

tons  les  X,-  sont  donnes  le  plus  souvent  par  une  quadrature  logarith- 
mique.  U  pent  arriver  toutefois  que  leur  determination  depende  d'une 
equation  differentieUe  lineaire  et  homo  gene  d'ordre  p — j  au  plus.  I^s  X, 
une  fois  calcules,  I' equation  s'integre par  une  quadrature 

iz=ifk{x)dx-^C. 

Un  cas  important,  oil  les  X^  se  determinent  algebriquement,  estcelui 
oil  les  modules  de  I'equation  (i)  ne  dependent  pas  de  x. 

Ajoutons  que,  les  conditions  precedentes  se  trouvant  realisees.  Tin- 
tegrale  de  (i)  n'est  pas  necessairement  de  la  forme  voulue.  II  faut,  de 
plus,  que  Tune  des  integrales  J  ainsi  trouvees  n'ait  que  deux  pe- 
riodes.  Quand  tar  =  i ,  le  nombre  n  pent  depasser  toute  limite,  pour  un 
degre  donne  de  I'equation  (i)  en  j,  j'. 

Le  nombre  ts  ne  saurait  etre  superieur  a/?.  II  convient  de  remarquer 
que,  sip  =  GT  (p  >  i),  V  integrale  a  ses  points  critiques  fixes,  car  la  cor- 
respondance  entre  F  et  H  est  birationnelle.  Ce  theoreme  subsiste  pour 
p  =  i. 

Seul  le  cas  oil  xs  est  nul  echappe  completement  a  la  methode.  Elle 
ne  saurait  done  rien  nous  apprendre  sur  les  equations  (i)  resolues 
par  rapport  a  y  ou  de  genre  o.  Mais,  quel  que  soit  le  nombre  ts,  nous 
pouvons  resoudre  la  question  suivante  : 

Determiner  si  r integrale  generale  de  I'equation  (i)  est  une  fonction 
qui  ne  prend  dans  le  plan  des  x  quun  nombre  donne  n  de  valeurs  autour 
des  points  critiques  mobiles. 
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Nous  montrons  d'abord  qu'on  salt  trouver  une  limile  superieure  N 
du  degre  auquel  figure  jo  dans  la  fonction 

supposee  entiere  et  de  degre  (m  — i)  en  v'^.  Pour  cela,  nous  identi- 
fions  le  premier  membre  de  I'equation 

de  degre  mn  en  y  et  en  y©  respectiveraent  avec  le  produit 
en  posant 

zj  designe  Tune  des  m  valeurs  de  yj,  pour  jo,  Xo-  Une  fois  N  calcule, 
on  connait  une  limite  superieure  du  degre  en  R/,  r,  y-  des  relations 

(  +/[Ri,  r,  (j7)]  =0, 
(A) 


4''£'^^^''- 


Exprimons  que  les  fonctions  R„  r,  determinees  par  les  equa- 
tions (A),  n'ont  que  des  points  critiques  fixes  et  definissent  Tintegralc 
de  (1)  quand  on  les  porte  dans  I'equation 

Le  systeme  de  conditions  ainsi  forme,  entre  les  coefficients  des  A,  ^,, 
est  ou  incompatible  ou  determinee;  car  si  n  est  le  nombre  des  valeurs  de 
y  qui  se  permutent  effectivement  autour  des  points  critiques  mobiles, 
il  ne  saurait  exister  deux  systemes  distincts  de  relations  (A). 

Une  fois  les  relations  A  calculees  (par  des  operations  purement 
algebriques),  I'integration  de  (1)  estramenee  a  celle  de 

h[r,  r',  (a:)]  =  o. 

Quant  aux  R,,  ils  s'expriment  rationnellement  a  I'aide  de  r  et  de  r .  Si 
nous  appliquons  a  I'equation  A  =  o,  dont  les  points  critiques  sont 
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fixes,  les  resultats  obtenus  par  M.  Poincare,  nous  voyons  que  Vequa- 
lion  donnee s'intigre algebriquement  quand gt  est  superieur  a  i ;  elle sin- 
tegre  par  une  quadrature  si  &  =  \\  enfin  elle se  ramine  a  une  equation 
de  Riccati,  si  gt  =  o. 

La  methode  preeedente  fournit  une  demonstration  directe  du  theo- 
reme  que  nous  avions  en  vue.  Mais  les  calculs  auxquels  elle  donne 
lieu  sont  en  general  impralicables.  La  marche  a  suivre  la  plus  com- 
mode consiste  a  distinguer  les  trois  cas 

Le  premier  se  traite  aisementa  Taide  de  la  theorie  des  transforma- 
tions rationnelles. 

Le  second  nous  conduit  a  chercher  si  une  integrale  abelienne  de 
premiere  espece  de  (i),  J,  ne  se  ramene  pas  aux  integrales  elliptiques 
par  une  transformation  d'ordre  n  :  probleme  classique  qu'on  sait 
Iraiter  de  bien  des  fagons.  Une  fois  J  calcule,  Tintegration  s'acheve  par 
une  quadrature. 

Pour  le  troisieme  cas  enfin  (cy  =  o),  on  se  sert  de  la  forme  (6)  de 
I'integrale 

(6)  G[7,y,  (^)]  =  o, 

oil  G  est  de  degre  m  en  y,  de  degre  n  en  y,  et  oil  y  verifie  Tequation 

(6')  /=M/-hNy4-P. 

On  assujettit  les  coefficients  de  (6)  a  trois  relations  choisies,  de  fagon 
qu'une  seule  equation  (6)  corresponde  a  Tequation  (i).  II  suffit  alors 
d'exprimer  que  les  equations  (6)  et  (6')  definissent  I'integrale  de 
Tequation  donnee,  pour  former  un  systeme  de  conditions  qui  est  ou 
incompatible  ou  determine.  S'il  est  determine,  requation(i)se  trouve 
ramenee  par  des  operations  purement  algebriques  a  une  equation  de 
Riccati. 

Quand  le  genre  p  de  (i)  n'est  pas  nul,  on  pent  abreger  les  calculs  en 
tenant  compte  de  ce  fait  que  les  courbes  (6)  et  (i)  se  correspondent 
birationnellement.  Quand />  =  o,  on  ramene  Tequation  (i)  a  la  forme 
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qui  est  la  plus  commode  pour  nos  recherches.  II  s'agit  alors  de  recon- 
naitre  si  Tequation  (i')  se  laisse  deduire  d'une  equation  de  Riccali 

par  une  transformation  telle  que 

—  r"*  -+-  g/T-1  J"  -'  +  ...+  a<.r 

Quand  la  chose  est  possible,  elle  n'est  possible  que  d'une  seule  ma- 
niere,  etM,  N,  P,  a^,.,,  ...,«!,  i„-|,  ...  sont  determines  par  des  opera- 
tions lineaires. 

On  simplifie  considerablement  ces  operations  en  introduisant  la 
transformation 

k^  A,,  k,  kt  etant  des  fonctions  de  a?,.  Cette  transformation  (a)  est  la 
plus  generale,  qui  conserve  a  la  fois  la  forme  de  I'equation  (T)  et  le 
nombre  des  valeurs  de  v  qui  se  permutent  autour  des  points  critiques 
mobiles. 

Nous  faisons  de  cette  transformation  une  etude  detaillee,  analogue 
a  celle  qu'a  faite  M.  Appell  (*)  de  la  transformation 

V=:A/,4-A„  X  — 9(0-,). 

Nous  disons,  par  definition,  que  deux  equations  (T)  sont  de  la  mime 
classe,  quand  elles  se  laissent  deduire  Tune  de  I'autre  par  une  substi- 
tution (a).  Si  X  designe  le  degre  de  P  en  j,  [jl  le  degre  Q,  v  le  plus 
grand  des  nombres  X  et  [jl  -h  2,  nous  appelons  ce  nombre  v  le  degre  du 
coefficient  differentiel  de  {\').  Ce  nombre  v  n'est  pas  altere  par  une  trans- 
formation (a),  et,  si  I'equation  (i')  est  la  plus  generale  de  sa  classc, 
X  =  v,  [jL  =  v  — 2.  Pour  que  deux  equations  (i')  soient  de  la  meme 
classe,  il  faut  d'abord  que  les  degres  v  et  v,  de  leurs  coefficients  difTe- 


(*)   Appell,   Invariants  de  quelqucs  Equations  differentielles  {Journal  de  Mathima- 
tiques;  1889). 
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rentiels  soient  egaux;  ensuite,  que  les  (2v  —  i)  coefficients  des  deux 
equations  satisfassent  a  (2v  --  5)  relations.  Ces  relations  expriment 
qu*il  existe  une  fonction  x  =  (f(a^^)  qui  transforme  Tun  dans  Tautre 
les  (2v  —  4)  invariants  J(x),  J,(a?,)  des  deux  equations,  invariants 
relatifs  au  groupe  des  substitutions  (a). 

Pour  mettre  en  evidence  ces  invariants,  nous  indiquons  deux  pro- 
cedes  generaux  de  reduction  dUine  equation  (i')  a  des  formes  canoni- 
ques  :  le  premier,  identique  a  celui  qu'emploie  M.  Appell  dans  le  Me- 
moire  deja  cite,  consiste  a  faire  disparaitre  de  Tequation  (i')  le  plus 
grand  nombre  possible  de  termes.  II  conduit,  par  des  quadratures,  a 
des  invariants  qui  dependent  de  constantes  arbitraires.  Le  second  ra- 
mene  algebriquement  I'equation  (i)  a  une  forme  telle  qu'un  nombre 
fmi  seulement  d'equations  reduites  appartiennent  a  la  meme  classe. 
Les  nouveaux  invariants  ainsi  introduits  dependent  algebriquement 
des  coefficients  de  (i')  et  de  leurs  derivees.  lis  ont  I'avantage  de  ne 
pas  entrainer  avec  eux  de  quadratures  et  de  constantes  parasites.  Les 
proprietes  d'une  equation  (i'),  invariantes  dans  la  transformation  (a), 
se  traduisent  par  des  relations  differenticlles  dont  Tordre  est  moins 
eleve  avec  les  seconds  invariants  qu'avec  les  premiers. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  I'equation 

se  laisse  ramener  a  une  des  formes  canoniques 

^  =  Y.  +  J(X). 
equation  canonique  de  premiere  espece,  et 

^=K(X)(Y«^.3XY4-i), 

equation  canonique  de  seconde  espece.  Les  fonctions  J(X)  et  X(a7) 
d'une  part,  K(X)  et  X(;r)  d'autre  part  sont  des  invariants. 

II  existe  toutefois  des  equations  (i')  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de 
se  laisser  ramener  aux  formes  canoniques  de  seconde  espece.  Ce  sont 

Ann.  de  VEc,  NormnU.  3*  Serie.  Tome  VIII.  —  Ja?ivier  1891.  4 
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les  equations  qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformations  (a). 
Nous  etablissons,  au  sujet  de  ces  equations,  ce  theoreme  general  : 

Soil  une  equation  du  premier  ordre  quelconque 

ouf  est  une  fonction  analytique  de  (a?,  y).  Quand  une  telle  equation  ad- 
met  un  groupe  continu  de  substitutions  (tt),  elle  se  rojnine  sans  quadra- 
ture a  Vune  des  formes 

{k  est  un  nombre  constant  quelconque)  ou 

/=<p(x)R(j.), 

e/,  par  suite,  elle  sintegre  a  Vaide  de  deux  quadratures.  Seule  l' equation 
de  Riccatifait  exception  a  ce  theoreme. 

Ces  equations  mises  a  part,  les  formes  reduites  de  seconde  espece 
se  pretent,  aussi  bien  que  les  premieres,  a  mettre  en  evidence  des  cas 
d'integration  des  equations  (i').  Ce  sont  elles  surtoutqui  nous  servent 
a  simplifier  les  calculs  qu'exige  le  probleme  que  nous  nous  sommes 
pose.  Le  principal  avantage  de  ces  formes  canoniques  reside  dans 
cette  remarque  bien  simple  :  quand  la  valeur  j  =  o  est  racine  mul- 
tiple de  Q  d'ordre  a,  les  coefficients  B,,  B^,  ...,  Ba  sont  nuls  dans 
I'equation 

qui  definit  I'integrale  de  (i')  avec  la  condition 

De  meme,  si  Q  admet  une  racine  y  infinie  d'ordre  p  (c'est-Ji-dire  si 
[jL  =  V  —  2  —  P),les  coefficients  A;i_,,  A„_2,  . . .,  A(„^a_,,  sont  nuls.  Par 
exemple,  quand  y  =  o  est  racine  de  P  =  o  d'ordre  {n  —  i),  I'equa- 
tion  (P)  se  reduita 

v«H-B„_,7«-»-+-...4-B,7-hyi=o. 
Si  y  a  deux  infinis  d'ordre  {n  —  i),  soil  y  =  o,  y  =  oo,  il  vient 
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Tequation  est  de  la  classe  de  celles  qui  se  deduisent  d*une  equation 
de  Riccati  en  y  par  le  changement  de  y  en  y. 

Nous  appliquons  ces  remarques  en  particulier  aux  exemples  /i  =  2, 
/I  =  3.  Pour  /I  =  2,  on  a 

V  =  4        ou        y  =  3 ; 

pour  /I  =  3,  on  a 

v=z6,  5,  4  ou  3. 

Nos  calculs  mettent  en  evidence  ce  fait  remarquable  qu*on  peut  de- 
montrer  d'une  facon  generale  :  Quand  n  nest  pas  egal precisement  a 

-inne  saurait  itre  infirieur  a-\  on  connatt  toujours  cm  moins  une  so- 

lution  de  V equation  de  Riccati  en  y.  Le  probleme  se  resout  done  a  I'aide 
de  deux  quadratures  au  plus.  Quand  n  est  superieur  a  v  —  1,  o/i  con- 
natt toujours  au  moins  deux  solutions  de  la  m^me  equation.  Le  plus  fre- 
quemment,  on  obtient  y  sans  quadrature  :  nous  apprenons  d'ailleurs  a 
distinguer  les  differents  cas  ou  Ton  connait  une,  deux  ou  trois  inte- 
grates particulieres  distinctes. 

Ces  propositions  sont  susceptibles  d'etre  etendues  aux  equations  (i) 
de  genre  p  quelconque,  tn  etant  toujours  suppose  nul.  L'equation  (6) 
dont  nous  nous  servons  se  simplifie  la  encore,  quand  j  =  o  ou  j  =  3c 
sont  des  valeurs  de  jrendanty  infinie.  De  meme,  si  l'equation  don- 
nee,  de  degre  m  eny,  n'est  pas  de  I'espece  la  plus  generale  qui  corres- 
ponde  a  la  valeur  de  n  (ce  qui  arrivera  toujours  pour  n  suffisamment 
grand),  des  integrates  particulieres  de  (i)  so  mettront  en  evidence. 
Toutefois,  les  choses  se  presentent  alors  d'une  faQon  plus  compliquee, 
a  cause  de  la  double  espece  des  points  critiques  de  Tequation,  et  je 
me  borne  pour  le  moment  a  ces  indications  sur  ce  sujet. 

Dans  toutce  qui  precede,  nous  n'avons  rien  suppose  sur  la  nature  des 
points  critiques  fixes.  Quelles  simplifications  entraine  I'liypothesp  que 
Vintegraley(x)  est  algebrique  dans  tout  le  plan?  Si  Ton  a  reconnu  que 
I'integrale  prend  un  nombre  fini  n  de  valeurs  autour  des  points  criti- 
ques mobiles,  il  faut,  de  plus,  que  I'integrale  de  Tequation  a  points 
critiques  fixes 
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ait  son  integrate  algebrique.  Si  vs  est  superieur  a  i,  il  suflit  que  les 
coefficients  de  h  soient  algebriques  en  x.  Quand  tzr  =  i,  le  probleme 
revient  a  reconnaitre  si  Tintegrale  d'une  equation 

est  algebriqne.  Quand  gj  =  o,  le  probleme  se  resout  algebriquement 
ou  Tequation  se  ramene  a  la  quadrature 

7-H(.), 

ainsi  qu'il  ressort  des  proprietes  de  I'equation  de  Riccati. 

Si  Ton  se  donne  le  nombre  N  des  determinations  de  I'integrale  alge- 
brique y(x)  dans  le  plan,  la  question,  quand  gt  =  o,  se  resout  alge- 
briquement; quand  tiy  =  i,  elle  revient  encore  a  reconnaitre  si  une 
integrate  abelienne  de  premiere  espece  est  la  transformee  rationnelle 
d'une  integrate  elliptique. 

En  particulier,  on  reconnait  algebriquement  si  ^integrate  v(^) 
d'une  equation  (»),  de  genre  />  =  o,  est  une  fonction  algebrique  a 
N  valeurs  :  I'integrale  s'obtient  elle-meme  algebriquement. 

Posons-nous  maintenant  la  meme  question  sans  nous  donner  ni  n 
ni  N;  autrement  dit,  cherchons  a  determ'mer  si Tintegrale  d* une  equa- 
tion (i)  est  algebrique.  En  nous  servant  de  la  premiere  metliode  d'inte- 
gration  (apres  avoir  effectue  sur  x,  y  une  transformation  homogra- 
phique),  nous  montrons  qu'on  reconnait  algebriquement  s'il  en  est 
ainsi,  dans  I'hypothese  ct>i;  dans  I'hypothese  gt=i,  on  ramene 
I'equation  a  une  equation  de  la  forme 

dont  I'integrale  doit  etre  algebrique.  Mais  la  methode  ne  fournit  au- 
cun  renseignement  sur  le  cas  de  gj  =  o.  Par  consequent,  les  equations 
ontieres  eny,j,  x 

et  de  genre  o  en  (y,y),  tui  echappent  toujours. 

Nous  traitons  toutefois,  au  sujet  de  ces  dernieres  equations,  cer- 
taines   questions   particutieres.    Nous    les   ramenons    d'abord    a    la 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES    EQUATIONS   DIFFERENTIELLES    DU    PREMIER    ORDRE.  29 

forme 

oil  P  et  Q  sont  deux  polynomes  en  j,  x.  Dans  I'etude  qui  nous  occupe 
maintenant,  y  etx  jouent  un  role  symetrique ;  on  peut  leur  faire  subir 
une  transformation  rationnelle  quelconque,  par  exemple  une  trans- 
formation de  Cremona.  Les  points  singuliers  intrinseques  de  Tequa- 
tion  sont  alors  les  points  communs  aux  courbes  P  =  o,  Q  =  o.  Cer- 
taines  proprietes  de  ces  points  suffisent  parfois  a  decider  si  Tintegrale 
del'equation  est  ou  non  algebrique;  mais  le  genre  de  cette  integrate 
est  alors  necessairement  nul.  Des  procedes  analogues  permettent, 
dans  bien  des  cas,  de  calculer  les  integrates  algebriques  de  genre 
donne  et,  dans  tous  les  cas,  les  integrates  rationnelles  particulieres. 
Mais  le  probleme  qui  consisterait  a  calculer  les  integrates  algebriques 
sans  aucune  donnee  a  priori  ne  semble  pas  pres  d'etre  resolu. 

La  conclusion  generate  a  taquelle  nous  arrivons  est  identique  a 
celle  de  M.  Poincare  dans  son  etude  des  equations  de  M.  Fuchs.  Les 
integrates  generates  a/z  vateurs  des  equations  du  premier  ordre  sont 
des  transcendantes  qui  ne  different  pas  de  celtes  que  definissent  les 
quadratures  ou  les  equations  lineaires.  C'est  la  une  distinction  essen- 
tielle  entre  les  equations  du  premier  ordre  et  celtes  du  second.  Pour 
trouver  quelque  analogic  entre  les  deux  especes  d'equations,  it  faut  se 
borner  a  considerer  les  equations  d'ordre  supericur  dont  Tintegrale  v 
depend  algebriquement  des  constantes  jo^Jo*  —  Encore  ne  peut-on 
fixer  (comme  dans  le  cas  du  premier  ordre)  une  limite  superieure  du 
degre  auquel  figurent  ces  constantes  dans  la  relation 

qui  definit  t'integrale  generate.  Toutcfois,  la  theorie  des  transforma- 
tions rationnelles  des  surfaces  permet  d'etendre  nofre  premiere  me- 
thode  d'integration  a  cette  ctasse  d'equations  d'ordre  superieur;  les 
resultats  que  nous  obtenons  ainsi  et  que  nous  enongons  succincte- 
ment  au  cours  de  ce  Memoire,  et  la  methode  meme  qui  nous  y  con- 
duit, constituent  une  extension  des  travaux  deja  cites  de  M.  Picard 
relatifs  aux  equations  du  second  ordre. 
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CHAPITRE  I. 

G6n£RALIT£S  SUR  LES  fiQUATIONS  DIFFfiRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


1.    Soil 

(I)  F[7,/,(^)]  =  o 

une  equation  differentielle  du  premier  ordre,  algebrique  et  irreduc- 
tible  eny,  y,  dont  les  coefficients  A(x)  dependent  de  x  d'une  fagon 
quelconque,  et 

une  des  valeurs  de  j' qui  satisfont  a  Tequation  (i).  L'integrale  j(a7) 
d'une  telle  equation  possede  certaines  proprietes  fondamentales  que 
nous  allons  rappeler  : 

Si  une  integrate  j(a?)  tend  versjo  quando?  tend  vers  a:o,/(^o»7o) 
etanl  holomorphe,  cette  integrate  est  elle-meme  holomorpbe  dans  le 
voisinage  de  Xo  et  developpable  par  suite  en  serie  de  Taylor  dont  on 
connait  les  coefficients.  II  n'existe  pas  d'autre  integrate  prenant  au 
point  iTo  la  valeurjot  quand  x  tendvers.ro  surun  chemin  de  longueur 
finie. 

Quand/(a;,  j)  n'est  pas  holomorpbe  en  x^^.y^^  eette  fonction  pent 
etre,  ou  non,  uniforme  dans  le  voisinage  de  x^^,  jo-  PlaQons-nous 
d'abord  dans  le  premier  cas. 

Nous  admettons  que  x^  n'est  pas  un  point  singulier  X,  des  coeffi- 
cients A  de  (i). 

Si  la  valeur  de/(a;o,  Jo)  est  infinie,  il  existe  toujours  une  derivee 

deipar  rapport  a  y  d'un  certain  ordre,      .^-^    par  exemple,  qui  ne 

s'annule  pas  pour  (a?o»  Jo)  et  le  point  x  est  un  point  critique  alge- 
brique de  j(ir)  autour  duquel  se  permutent  (/?  -h  i)  valeurs. 

Quand  x  tendant  vers  ojo,  y  tend  vers  I'infini,  on  pose  j  =  —,  et  la 
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fonction  y  verifie  I'equation 


^=.-^J/(a:.J-)=/.(x,^.). 


81/4(37,  o)  est  holomorphe,  x^  est  un  pole  de  j(a:) ;  si  /,  (a?,  o)  est 
intinie,  x^  est  un  point  critique  algebrique  de  y(^). 
Ce  qui  precede  s'etend  au  cas  oil  le  point  x^  est  le  point  x>  du  plan 

de  la  variable  complexe  x.  On  pose  alors  ic=  -i-;  Tintegrale  y  (---) 
verifie  I'equation 


et  on  etudie  cette  equation  dans  le  voisinage  de^,  =  o. 

Enfin,/(iro,j'o)peut  etre  indeterminee,  c'est-a-dire  qu'au  voisinage 
de  J7o»  Jo  Is  ibnction/se  presente  sous  la  forme 

P  et  Q  etant  deux  fonctions  entieres  de  j?,  j  qui  s'annulent  pour  a?  =  x^^ 
y  =y^.  Ceci  ne  pent  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulieres  X) 
de  X  et  Y).  dey.  Le  point  x  =  X,  pent  etre  un  point  transcendant  sin- 
gulier  de  7(0?)-  Les  travaux  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  E.  Picard, 
H.  Poincare  permettent  d'etudier  j(ir)  dans  le  voisinage  du  point  X,. 
Passons  au  cas  o\x/(x^y)  n'est  pas  uniforme  dans  le  voisinage  de 

^  =  ^0.  J  =  Jo- 
Nous  supposons  encore  que  x^  n'est  pas  un  des  points  singuliers  X/ 
des  coefficients  de  Tequation  (i).  Dans  ces  conditions,  un  nombre  fini 
d'integrales  J  deviennent  egales  ay©  en  x^  et  admettent  ce  point  x^ 
comme  point  critique  algebrique.  II   n*y  a  d*exception  que   si   la 

quantite 

dF      dF   , 
dx  "^  dy^ 

est  nulle  pour  x  =  x^,  y=y^^  y'  —  fi^o^yo)'  En  general,  les  trois 

relations 

dF  OF       dF  -, 
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ne  sont  compatibles  que  pour  des  valeurs  exceptionnelles  X"  de  x. 
Mais  au  cas  meme  oil  ces  trois  relations  sontverifiees,  quel  que  soit  a?, 
quand  x  ety  satisfont  a  une  certaine  relation 

['equation  admetune  integrale  singuliere,  et  le  point  x  est  un  point 
algebrique  de  j(ir),  sauf  pour  certaines  valeurs  particulieres  XJ  de  or, 
qui  satisfont  a  une  troisieme  condition  distincto  des  relations 

Je  renvoie  pour  la  demonstration  de  ces  proprietes  au  Memoire  de 
MM.  Briot  et  Bouquet  {Journal  de  Vtcole  Poly  technique,  annee  i856). 

Nous  voyons,  en  resume,  que  si  j  tend  vers  yo  quand  a?  tend  vers^o, 
le  point  Xf^  est  un  point  algebrique  de  y{x),  et  il  n'existe  qu'un 
nombre  limite  d'integrales  y  prenant  en  x^  la  valeur  j©- 

II  n'y  a  d'exception  que  si  x^  coincide  avec  certains  points  singu- 
liers  5,  (ou  X,,  X].,  X])  du  plan  des  x,  points  qu'on  pent  determiner, 
a  priori,  quand  on  connait  I'equation  (i).  Ces  points  peuvent  etre  des 
points  singuliers  transcendants  de  Tintegrale  y{x),  et  une  infinite 
d'integrales  y  peuvent  prendre  la  valeur  jo- 

Mais,  dans  cette  discussion,  nous  avons  admis  que,  x  tendant  vers 
x„,  y  tendait  vers  jo-  Peut-il  arriver  que  y  ne  tend©  vers  aucune 
limite?  Pour  les  valeurs  singulieres  $,  de  x^,  le  cas  se  presente  fre- 
quemment,  comme  le  montrent  les  exemples  les  plus  simples.  Ainsi 

rintegrale  generaley  =  Ce'  de  Tequation 

admet  le  point  x  =  o  comme  point  singulier  essentiel.  Quand  x^  est 
un  pole  ^  dey  =/quel  que  soit  j,  on  sait  meme  que  jest  necessai- 
rement  indeterminee  ou  tend  vers  une  des  valeurs  y^  qui  donnent  a 

/(«^'o»  Vo)  la  forme  -•  Si  done  toutes  les  integrales  ne  prennenl  pas 

la  meme  valeur  pour  ^r  =  ^,  elles  admettent  necessairement  ce  point 
comme  point  singulier  transcendant  (point  essentiel  qui  pent  etre 
aussi  critique). 
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La  meme  chose  peut-elle  avoir  lieu  pour  une  valeur  j?^  quelconque 
«le  xJ  Avant  de  repondre  a  cette  question,  voyons  un  peu  ce  qui  se 
passe  pour  les  Equations  d'ordre  superieur 

Les  propositions  que  nous  venous  d'enoncer  out  leurs  analogues 
dans  la  theorie  de  ces  equations,  et  permettent  d'etudier,  dans  le  voi- 
sinage  de  ar^,  Tintegrale  ^(a?)  qui,  pour  x  =  Xfi,  satisfait  aux  condi- 
tions 

Mais  il  est  facile  de  former  des  exemples  de  telles  equations  dont 
I'integrale  y(x)  devient  indeterminee  pour  des  valeurs  a?p  quel- 
conques.  Soit  I'equation 

son  integrate  generate  est 

y  =  be^% 

b  et  a  designant  des  constantes.  On  voit  que,  pour  une  valeur  quel- 
conque a?  =  a,  une  infinite  d'integrales  deviennent  indeterminees. 
Considerons  de  meme  la  fonction  modulaire 

Cette  fonction  satisfait  a  une  equation  difPerentielle  du  troisieme  ordre 
algebrique,  formee  pour  la  premiere  fois  par  Jacobi;  I'integrale  de 
cette  equation  est  une  fonction  uniforme  qui  admet  un  cercle  entier 
de  points  singuliers,  et  ce  cercle  varie  avec  les  constantes  d'integra- 
tion. 

Le  meme  fait  se  produit  quand  on  remplace  la  fonction  modulaire 
par  une  fonction  fuchsienne  quelconque  definie  seulement  a  Tinte- 
rieur  du  cercle  fondamental.  Bien  plus,  parmi  les  fonctions  fuch- 
siennes,  il  en  est  qui  admettent  des  lignes  singulieres  non  analy- 
tiques.  Ces  lignes  ont  une  tangente  en  chaque  point,  mais  n'ont  pas 
de  cercle  osculateur.  L'integrale  de  Tequation  du  troisieme  ordre  cor- 
respondante  admet  done  de  telles  lignes  singulieres,  variables  avec  les 
constantes  d'integration. 

^nn.  ile  I'fsC.  Normale.  3"  Serie.  Tome  Vll.  —  Jantier  1891.  5 
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Ces  difficultes,  mises  en  lumiere  par  les  travaux  recents  de  M.  Pi- 
card  (*)  sur  les  equations  d'ordre  superieur,  se  peuvent-elles  rencon- 
trer  dans  les  equations  du  premier  ordre?  II  n'est  pas  evident  que  la 
reponse  doive  etre  negative,  et  il  convient  de  le  demontrer.  Je  renvoie 
pour  cette  demonstration  a  un  Memoire  (*)  Surleslignes  singulieres  des 
fonctions  analytiques,  et  je  me  borne  a  enoncer  les  proprietes  sui- 
vantes,  caracteristiques  des  equations  du  premier  ordre,  etqui  servent 
de  point  de  depart  aux  methodes  d'integration  que  nous  exposerons 
ensuite. 

!2.  En  premier  lieu,  si  un  point  x^  du  plan  des  x  est  un  point  singu- 
lier  non  algebrique  de  Tintegrale  j(ic),  ce  point  coincide  necessaire- 
ment  avec  un  des  points  particuliers  $,•  signales  plus  haut.  L'integrale 
ne  saurait  done  presenter  de  point  essentiel  variable  avec  la  constante 
d'integration. 

Soil  maintenant  une  aire  S  quelconque  du  plan  des  x  ne  renfermant 
aucun  de  ces  points  $/,  et  une  aire  S,  de  contour  cr,  interieure  a  S.  Toute 
integrale  y{x)^  qui  ne  prend  dans  S  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  est 
continuable  au  dela  de  cr  et  ne  presente  dans  S  que  des  poles  ou  des 
points  critiques  algebriques. 

Distinguons  maintenant,  comme  nous  Tavons  indique  dans  Tlntro- 
duction,  parmi  les  points  critiques  d'une  integrale  y(a;),  ceux  qui 
varient  et  ceux  qui  restent  fixes  quand  la  constante  d'integration 
varie.  Les  points  critiques  de  seconde  espece  sont  certains  points  \] 
particuliers  (qui  font  parlie  du  groupe  des  $,).  Joignons-Ies,  comme  il 
a  ete  dit,  par  des  coupures,  de  faQon  qu'un  point  du  plan  des  x,  qui 
se  meut  sans  franchir  ces  coupures,  puisse  atteindre  un  point  quel- 
conque x^  mais  ne  decrive  jamais  un  circuit  ferme  autour  d'un  ou  plu- 
sieurs  points  ^], 

(» )  E.  PiCARD,  Th^orie  des  fonctions  algebriques  de  deux  variables  {Journal  de  Ma- 
thimatiques,  1889). 

(«)  Annal&s  de  la  FaculU  de  Toulouse  (Janvier  1888,  p.  89,  44).  Je  saisis  celte  occa- 
sion de  rectifier  une  erreur  hislorique  qui  s  est  gliss^  dans  I'lnlroduction  de  ce  Memoire 
(p.  'i).  Le  th^oreme  de  M.  Mittag-Leffler  sur  la  decomposition  en  somme  d'une  fonclion 
ayant  dans  le  plan  une  infinite  de  p61es  a  <^t6  publi6  par  son  auteur  d6s  Tannde  1877,  et 
est  ant^rieur,  par  consequent,  aux  travaux  analogues,  portant  sur  la  decomposition  en 
sommes  ou  en  produits  de  fonctions  afTectdes  de  coupures  particuliercs. 
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Si,  dans  ces  conditions,  I'integraley  n'acquiert  que  n  valeurs,  autre- 
ment  dit  si  Fintegrale  ne  prend  que  n  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles,  elle  ne  saurait  presenter  ni  lignes  singulieres,  ni  points 
essentiels  (en  dehors  des  $,). 

Quand  les  coefficients  de  I'equation  (i) 

(I)  F[/,jr,(^)]=o 

ne  sont  definis  que  dans  une  portion  du  plan  des  a*,  le  meme  theoreme 
vaut  pour  cette  partie  du  plan. 
Considerons  maintenant  I'integrale  generale  de  Tequation  (i), 

et  admettons  que  cette  integrale  generale  ne  prenne  que  n  valeurs 
autour  des  points  critiques  niobiles.  En  s'aidant  des  propositions  pre- 
cedentes,  on  niontre  que  y  est  une  fonction  analytique  de  jo»  qu^ 
pour  une  valeur  quelconque  donnee  a  j?,  ne  presente  dans  le  plan  des 
y^  ni  ligne  singuliere,  ni  point  essentiel. 

II  est  facile,  des  lors,  de  voir  que  y  est  une  fonction  algebrique 
dejo*  Pour  rendre  le  raisonnement  plus  clair,  admettons  d'abord  que 
les  coefficients  A,(ic)  de  Tequation  (i)  soient  des  fonctions  uniformes 
de  X  et  que  rintegrale7(a7)  ne  prenne  que  n  valeurs  dans  tout  le  plan 
des  X. 

Donnons  a  x^  une  valeur  quelconque,  et  faisons  varier  y^.  Pour 
chaque  couple  {x^,y^\  y  est  susceptible  de  m  valeurs,  si  m  est  le 
degre  de  F  en  y\  Sohy^  Tune  de  ces  valeurs.  L'integrale  y(x)  qui 
satisfait  aux  conditions 

y{^o)=yof 

/(^o)=7'o 

est  determinee  sans  ambiguite  par  I'equation  differentielle 

[/(^•.ro)=yol- 

Soient,  d'autre  part,  7,,  y2»  •  •  •  .Ji.  les  n  valeurs  que  prend  en  x  une 
des  integrales  y.  Ces  n  valeurs  sont  bien  determinees  pour  chaque 
integrale  particulifere  et,  par  suite,  une  fonction  symetrique  de  ces 
n  quantites,  soit  5,  =y^  4- ja  -¥-...  -h  j„,  n'admet  qu'une  valeur  pour 
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un  systeme  (jotjo)  donne.  Si  I'on  veut  encore,  z  est  une  fonction 
uniforme  du  point  analylique  (yofy'o)  de  la  courbe 

^o[yofyoA'^o)]  —  o, 

ou  encore  une  fonction  a  w  valeurs  dey^. 

Cette  remarque  s'applique  a  toutes  les  fonctions  symetriques,  no- 
tamment  aux  suivantes  : 

-1= /ijt  4-  yiy*  4- . . .  -+-  /»-i/«, 


Mais  on  a 

Done  y  est  une  fonction  de  Vo  a  mn  valeurs.  Inversement  y^  est  une 
fonction  de  y  a  mn  valeurs.  Comme  d'ailleurs  la  fonction  j( Jo)  "^ 
presente  que  des  points  singuliers  algebriques,  la  relation  entrej  et 
Jo  est  une  relation  algebrique  de  degre  mn  par  rapport  a  y  et  Vo  res- 
pectiveinent 

Le  raisonnement  s'etend  sans  peine  au  cas  oil  les  A,  sont  des  fonc- 
tions quelconques  de  .r,  et  oil  y  admet  des  points  critiques  fixes  (en 
dehors  des  points  critiques  mobiles). 

Pour  le  voir,  joignons  encore  les  points  $) ,  $,  par  des  coupures,  et 
faisons  varier  x  dans  le  plan,  en  partant  d'un  point  x^  quelconque 
.  avec  des  valeurs  determinees,  pour  ar^,  des  A,,  de  y^  et  de  y\.  Si  nous 
ne  franchissons  aucune  coupure,  les  coefficients  de  Tequation  (i)  sont 
des  fonctions  de  x  qui  gardent  une  valeur  unique;  d'autre  part,  il 
existe  une  integrale  particuliere  j(.r)  et  une  seule  qui  satisfait  aux 
conditions 

en  meme  temps  qu'a  Tequation  (i) 

F(7,/,  x)  =  o, 
oil  les  coefficients  A,  gardent  cette  valeur  determinee.  (]ette  integrale 
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y{x),  quand  x  varie  dans  les  conditions  indiquees,  ne  peut  prendre 
en  un  point  x  que  les  n  valeurs  qui  se  permutent  autour  des  points 
critiques  mobiles  j,»j2»  ••  ••  Xn-  Une  fonction  symetrique  quelconque 
de  ces  quantites  ne  prend  done  qu'une  valeur  (quand  on  laisse 
a?  constant)  pour  un  systeme  quelconque  (y^^  Jo)'  Autrement  dit, 
3,  =  J, -hja-h...-f-7„  par  exemple  est  une  fonction  uniforme  du 
point  analytique  (7o»yo)  ^^  ^^  courbe 

F[7o,7'o,(^o)]=o. 

Ce  point  etabli,  le  raisonnement  s'acheve  comme  ci-dessus. 
Nous  avons  suppose,  dans  tout  ce  qui  precede,  que  la  relation 

(0  ny^yoA^)]=o 

etait  algebrique  enyety'.  La  demonstration  des  proprietes  enumerees 
exige  seulement,  comme  on  pourra  s'en  convaincre  en  se  reportant  au 
Memoire  deja  cite,  que  y  soit  une  fonction  analytique  deyk  m  bran- 
ches qui,  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  ne  presente  pas  dans  le 
plan  des  J  de  ligne  singuliere. 

Soit  done  une  telle  equation  (i).  Son  integrale,  si  elle  ne  prend 
autour  des  points  critiques  mobiles  que  n  valeurs,  doit  verifier  une 
equation 

(3)  G[j',7o,  (J^),  (^o)]  =  o 

de  degre  mn  en  jet  jo»  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quel- 
conques  de  x  etde  x^.  Si  on  eliminejo  entre  (3)  et  I'equation 

dG   ,      d(} 

le  resultat  est  algebrique  en  v  etj'.  Nous  sommes  ainsi  conduit  a  la 
conclusion  suivante  : 

Designons  par/[(x)^  j]  une  fonction  dey  am  determinations  qui  ne 
presente  pas  de  ligne  singuliere  pour  x  =  x^^  (x^  etant  quelconque). 
Quand  I'equation 

a  pour  integrale  generale  une  fonction  qui  ne  prend  que  n  x^aleurs  autour 
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des  points  critiques  mobiles,  f  est  necessairement  une  fonction  algebrique 
dey. 

Les  seules  equations  que  nous  considererons  dans  ce  M^moire  seront 
done  des  equations  algebriques  en  j'  et  v,  oil  x  figurera  d'une  facon 
queleonque. 

3.  Etudions  maintenant  avec  plus  de  detail  la  forme  de  Tintegrale 
generate  de  Tequation 

(0  F[r,/,(^)]  =  o 

par  rapport  aux  constantes. 

Designons  par  n  le  nombre  des  valeurs  de  y.  Ji.72»  •••'  Yn  qui  se 
permutent  effectivement  autour  des  points  critiques  mobiles.  Nous 

avons  dit  qu'une  fonction  symetrique  queleonque  z  de  yi^y^ yn 

etait  une  fonction  uniforme  de  (j'o»yo)^  ^^  comme  d'autre  part  z  de- 
pend algebriquement  de  /o»  on  a 

R  designant  une  fraction  rationnelle  QnyQ,y\,  dont  les  coefficients  de- 
pendent de  Xq  et  de  x  d'une  fagon  queleonque.  II  en  resulte  que  Tinte- 
grale  J  pent  s'ecrire 


(4) 

Les  constantes  jo^y©  sont  assujetties  a  la  condition 

(5)  F[jo,/o,(^o)]=o; 

Xq  est  choisi  arbitrairement,  par  exemple  a?^  =  o.  Inversement, 
quand  Tintegrale  de  (i)  verifie  une  Equation  telle  que  (4)»  elle  prend 
au  plus  n  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Quand  n  est  le  nombre  des  branches  dey  qui  se  permutent  effecti- 
vement autour  des  points  critiques  mobiles,  Tintegrale  ne  pent  se 
mettre  sous  une  forme  telle  que  (4).  oil  n  aurait  une  valeur  inferieure. 
De  plus,  il  n'existe  pas  deux  equations  (4)  distinctes.  Autrement  dit, 
soit 

(4')  r  -h  r^-,  [C,  (^)]7«-*+ . . .  +  ro[C,  (^)]  =  o 
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une  seconde  relation  que  verifie  Tintegrale.  Dans  (4')^  H  designe  une 
fonction  de  x  dont  les  points  critiques  ne  dependent  pas  de  la  con- 
stante  C.  Pour  une  integrale  quelconque  j,  on  a 

et  de  meme  pour  R^  et  r/,  c'est-a-dire  qu'en  faisant  correspondre  conve- 
nablement  C  a  7o»yo»  ^<  d^*t  coincider  avec  r/.. 

II  resulte  de  la  que  si  on  forme,  en  eliminant  jotJo^  les  relations 
algebriques  qui  unissent  R,-,  Ry  d'une  part,  R,,  -r-'  d'autre  part,  le 
systeme  d'equations  ainsi  obtenues  est  unique. 

II  est  clair  que  ceci  cesse  d'etre  vrai  quand  n  n'est  pas  le  nombre 
des  valeurs  de  y  qui  se  permutent  reellement  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles  (mais  un  multiple  de  ce  nombre). 

Si  nous  eliminonsy^  entre  (4)  et  (5),  le  resultantestune  equation 
de  degrem/i  en  Vo  et  j  respectivement 

Cette  equation  ne  change  pas  quand  on  remplace  a  la  fois  y  et  x  par 
Vo  et  ar„,  Jo  et  Xq  par  y  et  x.  Elle  est  exactement  de  degre  mn  et  irre- 
ductible  si  x  et  Xq  sont  quelconques;  autrement,  Tintegrale  satisferait 
a  une  relation 

^[j,/o,  (^),  ("2:0)]  =  o 

de  degre  v  en  y^  et  en  j,  v  etant  inferieur  a  mn  :  v  doit  etre  en  tous  cas 
un  multiple  de  /i,  v  =  /n'/i,  et  pour  chaque  valeur  de  jo»  J  prend  m'n 
valeurs  distinctes.  Mais  Tequation  irreductible(i)admet /nracinesy^ 
quand  y^  est  donne,  et  a  chaque  groupe  (70.70)  correspond  (si  Vo, 
a?o  sont  quelconques)  une  integrale  distincte  a  n  valeurs,  done  mn  va- 
leurs distinctes  dey  correspondent  aj©  •  ^'  ne  pent  etre  inferieur  a  m. 

II  est  clair  d'ailleurs  que  de  Tequation  (4)  on  pent  deduire  une  infi- 
nite d'equations  de  meme  forme,  mais  dont  le  degre  en  y  est  un  mul- 
tiple de  n.  A  de  telles  equations  les  remarques  precedentes  ne 
s'appliqueraient  pas. 

Revenons  a  I'egalite  (4)  elle-meme.  Nous  pouvons  I'ecrire  aussi 
bien 

(6)  7?-H  R«-,[v,/,  (^)]7r»  ^. . .  +  Ro[7,  /,  (^)]  =  o. 
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Souscetteforme,onvoitque,quandonremplacedansR/[j,y,(ar)]j 
parune  integrale  particuliere  de  (i)  ety  par  sa  derivee,  R/devient 
une  constante,  a  savoir  (au  signe  pres)  la  somme  des  produits  i  a  i  des 
valeurs  en  x^  de  Fintegrale  consideree. 

L'integrale  de  (i)  se  laisse  done  definir  par  I'egalite 


(7) 


RiL>',/,(^)(^o)]  =  R/[7o,/o»  (^o).  (^;)]  =  C/, 


C,  designant  une  constante,  ety  la  fonction  dey  etx  determinee  par 
Tequation 


(0 


f[y»/»  (^)]  =  o. 


line  telle  forme  de  Tintegrale  a  ete  indiquee  depuis  longtemps  par 
M.  Fuchs  dans  le  cas  oil  Tintegralede  (i)  est  algebrique.  Maisje  veux 
insister  surlout  sur  les  rapports  des  diverses  relations  (7)  qui  peuvent 
representer  Tintegrale. 

11  estclair  que  de  Tequation  (7)  on  en  pent  tirer  une  infinite  d'autres, 
en  posant 

/-^tCRO, 

9  etant  rationnel  en  R.  Plus  generalement 

rz=i9(R„R„  ...,R„) 

jouit  de  la  meme  propriele. 

Remarquons  encore  que  Tequation  (7),  ayant  lieu  quel  que  soitccg, 
pent  se  differentier  par  rapport  a  x^  et  donne 


(8) 


(9) 


Si  nous  posons 


rintegrale  de  (i)  se  laisse  definir  en  6galant  r  a  c. 

Inversement,  je  dis  que  toute  fonction  r(y,  y\  a?),  rationnelle  en 
y,y,  qui,  egalee  k  une  constante  c,  definit  Tintegrale  de  (i),  est  de 
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la  forme  (9).  II  me  suffit  de  prouvcr  que  la  constante  c  s'exprime 
rationnellement  enfonctiondesconstantes  C,,  ...,Crt,  C,,  ...,C^,. 

En  effet,  admettons  que,  pour  les  valeurs  C<  ♦  Cj,  . . . ,  C'^ ,  . . . ,  C),,  les 
egalites 


R,  =  C,, 


djCo 


Rn  =  Crt 


=  C' 


F[/,7',{^)]==o 


soient  compatibles  quel  que  soit  x.  Klles  ne  peuvent  definir  qu'une 
seule  integrale  particuliere  de  (i).  E/i  effet,  on  a  d'abord 

rs+c«.,^r'-f-c«-,7r«+...+Co^o 

ce  qui  determine  les  n  valeurs  dey  en  Xo\  ensuite 

'^/r'7'o+(«+oc„-,rr«/o+/r'c:,_,+...+c;=o, 

ee  qui  determine  la  valeur  de  y  en  x^  pour  chaque  valeur  de  x^. 

A  un  systeme  de  constantes  C/,  C}  compatibles  correspond  done //wr 
seule  integrale  particuliere,  par  suite  une  seule  valeur  de  c.  On  en  con- 
clut  que  rest  de  la  forme  (9). 

Nous  donnons  a  ces  fonctions  c  =  r[yyy,(x)],  rationnelles  en  j, 
y^  qui  egalees  a  une  constante  definissent  Tintegrale,  le  nom  de  con- 
stantes integrales.  Soient  deux  constantes  integrales 


(10) 


\  c  =:r  [r,/,  (j:-)], 


ces  deux  constantes  sont  liees  par  une  relation  algebrique.  Pour  la 
former,  il  suffit  d'eliminery,y  entre  les  equations  (i)  et  (10)  :  le 
resultant  est  independant  de  x.  D'apres  la  theorie  des  irrationnelles 
algebriques,  on  pent  choisir  dans  le  cas  actuel  ces  deux  constantes  c, 
c^  de  fagon  qu'une  constante  integrale  quelconque  s'exprime  ration- 
nellement  en  fonction  de  c,  c^. 

II  suffit  en  effet  pourcela  que  les  C,,  Cy  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  c,  c<.  Les  quantites  C/,  C}  sont  liees  algebriquement  a 
Tune  d'entre  elles  :  ce  sont,  si  Ton  veut,  les  coordonnees  d'une  courbe 
de  Tespace  a  2n  dimensions.  Or  on  pent  faire  toujours  correspondre 
birationnellement  a  une  telle  courbe  une  courbe  de  Tespace  a  deux 

Ann.deTRc.  Sormale.  3«  Serie.  Tome  VU.  —  FEVHiEa  1891.  6  . 
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dimensions.  Soit,  par  exemple,  C,-  une  des  constantes  en  fonction 
desquelles  s'expriment  toutes  les  autres;  posons 

yzzi>,c,  +  x,c.+...+x„c„+/jL,c;+...4-fjL„c'^, 

les  X,  [X  designant  des  nombres  quelconques.  A  chaque  valeur  de  C,, 
correspondent  k  systemes  distincts  des  C,  C,  et  a  ces  h  systemes  k  va- 
leurs  distinctes  de  y,  si  les  X,  |xne  sont  pas  choisis  d'une  fa?on  parti- 
culiere.  II  en  resulte  que  les  C,  C  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  C,  et  de  y,  lies  par  une  certaine  relation 

H(C„y)  =  o. 

11  est  done  toujours  possible  de  choisir  deux  constantes  integrates 
c  et  c<,  de  fagon  que  toutes  les  autres  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  c,c<.  Ces  deux  constantes  satisfont  a  une  certaine  equation 

(ii)  H(c,c,)  =  o 

que  nous  appelons  relation  entre  les  constantes  integrales. 
Si  R[y,/,  {x)\  =  C  est  une  constante  integrals  on  a 

C  =9(c,  Ci), 
R  =  9(^'-t). 

Si  deux  autres  constantes  integrales  y,  y,  jouissent  de  la  meme  pro- 
priete,  y  ety,  sont  fonctions  rationnelles  de  c,  c,,  et  reciproquement. 
II  existe  done  une  correspondance  birationnelle  entre  la  courbe  (ii) 

et  la  courbe 

H'(y,yi)  =  o. 

Inversement,  quand  ces  deux  courbes  ont  memes  modules,  y  et  y, 
peuvent  remplacer  C  et  C,, 

La  relation  entre  les  constantes  integrales  n'est  done  definie  qu*a 
une  transformation  birationnelle  pres. 

On  voit  qu'il  existe  une  correspondance  rationnelle 

entre  les  points  c,  c^  de  la  courbe  (ii)  et  les  points  y,  y  de  la 
courbe  (i),  et  cette  correspondance  definit  Tintegrale  de  (i). 
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4;^ 


Nous  avons  appel^  genre  de  Tequation  differentielle  le  genre  de 
Fequation  (i)  oil  on  laisse  x  constant.  Ce  genre  /?,  comme  nous  le 
demontrerons  dans  le  prochain  Ghapitre,  est  egal  ou  superieur  au 
genre  gt  de  Tequation 


(II) 


H(C,Ct)=:0. 


Si  la  substitution  (12)  est  birationnelle,  Tequation  (i)  a  ses  points 
critiques  fixes.  Reciproquement,  si  Tequation  a  ses  points  critiques 
fixes,  on  a 


£/R 


/=5j[ro»yo>(^o),(^)], 


avec 


jo  =  R[y,/,  (^),  (^0)], 

la  transformation  estbirationnelle,  etl'on  pent  regarder  I'equation 

dont  les  modules  ne  dependent  pas  de  j?o»  comme  la  relation  entre  les 
constantes  integrates. 

Quand  n  est  quelconque,  la  transformation  rationnelle  estd'ordre  /i, 
c*est-^-dire  que  n  points  y,  y  de  la  courbe  (i)  correspondent  k  un 
point  c,  c,  de  (11). 

On  voit  comment  la  theorie  des  transformations  rationnelles  des 
courbes  algebriques  intervient  ici.  Nous  consacrerons  le  prochain 
Chapitre  a  leur  etude.  Auparavant,  il  convient  d'ajouter  quelques 
remarques  au  sujet  du  choix  des  constantes  c,  c,. 

Si  nous  posons 

p  =  a0Ro-+-a,R|-h. .  .-ha^-iRn-i, 

y  =  «o  Co  -+-  «i  Ci  -h . . .  -+-  a„-i  C„_„ 

ao,  «,»  ...»  fl/i-i  etant  des  fonctions  quelconques  de  x^,  je  dis  que  nous 
pouYons  prendre  comme  constantes  c,  c<  les  constantes  y,  j^- 
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Nous  avons,  en  effet, 


Pour  une  valeur  x^^  nous  pouvons,  une  fois  les  valeurs  des  a/  determi- 
nees,  nous  donner  encore  celles  des  -r-^-  Solent 

viQ,         Lj,         •••>      ^(i»-i)»         ^o>         •••>      ^(/i-i) 

et 

^0,l»        ^1,1>         •••»        ^(/l-l),l>        Co,i,         ...,        C(rt-i)j 

deux  systemes  distincts  de  valeurs  C,  C  correspondant  a  une  valeur  de 
y.  Les  ^  etant  laisses  quelconques,  ces  deux  systemes  ne  donnent 
pas  (pour  Xq)  la  meme  valeur  a  y'»  a  moins  que  les  n  differences 

ne  soient  nulles.  II  resulte  de  la  que  les  n  constantes  C  s'expriment 
rationnellement  a  Taide  de  y,  y'.  Mais  il  faut,  de  plus,  qu'il  en  soit  de 
meme  pour  les  C) :  c'est  ce  qui  a  lieu  effectivement,  car  on  a 

avec 

h[yyy\  (^o)]  =  o,       Y^a^y 
done 

^'      dxo       dy^^  dy'  dx,  ^  dyo  ~  ^^^'  ^  '  ^    '^^' 
si  Ton  tient  compte  de  la  relation 

dh   ,      dh   dy'        dh 
dy '       dy'  dx^       dx, 


0 


Nous  pouvons  done  choisir  comme  constantes  integrales  c,  c^  les  con- 
stantes Y  et  y'. 
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Si  C  =  R[  V,  y ,  (a;)]  est  une  constante  integrate,  on  a 

C  =  ?[y,  y',  (^o)], 

La  relation 

^[y»  /,  (^o)]  =  o 

est  une  relation  entre  les  constantes  integrales  quel  que  soito^o;  ses 
modules  sont  independants  de  x^. 

II  est  facile  d'ailleurs  de  s'en  rendre  compte  ainsi;  si  Ton  pose 

r=:ao(x)Ro[  Vo, /o»  (*^o)»  (^)]  4-. . .-+- a„_,  (j?)  R„_i[yo, /o*  (-^o),  (^)l 
el 


la  relation 


dx-"^' 


est  Tequation  differentielle  qui  lie  r  a  a?,  equation  qui  a  ses  points  cri- 
tiques fixes  et,  par  suite,  ses  modules  constants. 
De  plus,  comme  on  a 

ou  encore 

on  a  aussi 

Enfin,  r  et  r'peuvent  s'exprimer  rationnellement  a  I'aide  de  To,  r'^ 
qui  coincident,  ainsi  que  po,  p'o.  avec  y,  y',  et  sont  lies  par  la  relation 

et  reciproquement;  done 

et,  de  meme, 

R/[7,/,  (^),  (^o)]  =  ^^[r,  '•',  (^),  (^0)]. 
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Ces  resultats  peuvent  se  resumer  ainsi  : 
Si  Ton  pose 

-ha„,i(j7)R„_i[/o, /o>  (^o),  (^)]. 

rverifie  une  equation  differentielle 

h[r,  r',  (a;)]=zo, 
dont  les  points  critiques  sont  fixes.  Si  I'on  pose  de  meme 

la  fonction  r^^  quand  on  remplace  j  par  une  integrate  de  (i),  verifie 
Tequation 

Toute  constante  integrate  R[y,y,  (^)]  =  C  pent  s'exprimer  rationnel- 

lement  en  fonction  de  r*  et  de  -/-  : 

ax 

Remarquons  que  IMntegrale  de  (i)  verifie  aussi  bien  la  relation 
que  la  relation 

On  voit  ainsi  que  I'integrale  se  laisse  mettre  d'une  infinite  de  ma- 

nieres  sous  la  forme 

R[/,7,(^)]  =  A(^,C), 

A  designant  une  fonction  de  x  dont  les  points  critiques  sont  indepen- 
dants  de  la  constante  C  qui  y  figure.  On  demontre,  comme  precedem- 
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ment  (voir  p.  4o),  que  toutes  les  fonctions  integrates  R  =  A(a7,  C) 
s^obtiennent  par  les  formules 


A(j?,  C)  =  9[Co,  C,,  . . .,  C„_,,  Ci,  . . .,  C'„_i,  (x),  (^o)] 


et 


R[7,  /,  (^)]  =  ?[Ro,  Rf,  . . . ,  R«-i,  R'o,  . . .,  R;-„  (^),  (^o)]. 
On  a,  par  suite, 

et  aussi 

D'une  maniere  generate,  on  peut  choisir  deux  fonctions  (ou  con- 
stantes)  integrates 

R[7,/»(^)]=A(:r,C),        Rt[y,/,  (^)]  =  B(^,C), 

liees  par  une  relation 

A-.[A,B,  (:r)]=zo, 

de  telle  f agon  que  toutes  les  autres  fonctions  integrates  (notamment  les 
constantes)  s'expriment  rationneltement  a  t'aide  des  deux  premieres.  It 
est  toisibte  defaire 


OU  encore 


R  =  P.         R.=  :^ 


Toutes  les  relations  k  =  o  ont  leurs  modules  egaux  et  independants  de  x. 

On  remarquera  dans  le  raisonnement  precedent  rimportance  de  ce 
fait  que  jo»  Jo*  ^o  ct  y,  y\  x  jouent  un  role  symetrique. 

Toute  relation  K[A\  B*,(j?)J  =  o  entre  deux  fonctions  (ou  con- 
stantes) integrates  quelconques  se  transforme  rationnellement  dans  la 
relation  ^  =  o,  et  son  genre,  comme  nous  le  verrons,  est  au  plus  egal 
a  GT. 
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4.  Indiquons enfin  une forme  nouvelle de  Tintegrale  generate de  (i). 
Si  Ton  elimine  j'  entre  ies  deux  equations 


et 


(>) 

F[j,/.(^)]  =  o, 

le  resultant 

(la) 

L[/,  C,  (j:)]  =  o 

est  de  degre  m  en  C.  Son  degre  en  y  est  un  certain  multiple  de  n.  II 
existe  entre  (i)  et(i2)  unc  correspondance  birationnelle 

(:z^R[^,/,(^)], 

, dx 

Inversement,  chaquefoisqu'onamis  i'integrale  de  (i)  sous  la  forme 

C  entrant  dans  L  au  degre  m,  C  s'exprime  rationnellement  en  j,y; 
e'est,  par  suite,  une  constante  integrale. 
En  efiet,  nous  avons  (*) 

pour  chaque  valeur  de  j,  C  prcnd  m  valeurs;  Ies  m  valeurs  de  y'  cor- 
respondantes  sonl  distinctes  quand  y  ei  x  sont  quelconques.  Sinon 
Tequation  en  y\  de  degre  m,  serait  decomposable.  Done  a  chaque 
couple^,  v'  correspond  une  seule  valeur  de  C. 

Si,  au  lieu  d'une  constante  integrale,  on  considere  une  fonction  inte- 
grale, on  voit  que  Tintegrale  de  (i)  satisfait  a  une  infinite  d'equations 


(0  Celle  6ga1it6  nous  montre  quo  Tinl^grale  do  (i)  no  saurait  verifier  une  6qualion 
lelle  quo  (ri),  ou  C  entrcrail  k  un  degr^  (x  inferieiir  k  ni\  car  I'^qualion  (i)  scrail  alors 
(Ic  degr^  |x  en  ^ '. 
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(le  (legre  m  au  plus  en  y,  oil  y  designe  une  fonction  qui  verifie  une 

relation  diflerentielle 

K[y,/,(^)]  =  o 

dont  les  points  critiques  sont  fixes. 

Mais  inversement,  quand  I'integraie  est  mise  sous  une  telle  forme, 
Y  n'est  pas  necessairement  une  fonction  integrale.  Si  cette  condition 
est  remplie. 

el  Tequation  (12')  se  transforme  rationnellement  en  (1),  mais  la  reci- 
proque  n'est  pas  vraie  en  general  (*). 

11  me  reste  a  signaler  le  cas  particulier  oil  le  genre  tzr  de  la  relation 
entre  les  fonctions  et  constantes  integrales  est  nul. 

Quand  tzr  =  o,  toutes  les  fonciions  integrales  sont  fonctions  ration- 
nelles  d'une  certaine  d'entre  elles.  Soient,  en  effet,  A(x,  C),  B(^,  C) 
deux  fonctions  integrales  liees  par  la  relation 

K[A,B,(x)]=-.o. 


(>)  U  peut  arriver  que  rintigrale  do  (i)  verifie  uno  Equation  telle  que  (12'),  ou  y 
figure  a  un  (iegr6  fx  inf^rieur  k  m  ;  par  exemple,  liquation  (\i'), 

qui  est  de  degr6  1  en  Y)  ''<  ^lant  quelconque.  On  forme  aussi  ais^ment  des  ^nations  dont 
/  rintegrale  se  laisse  mettre  sous  une  forme  telle  (12'),  sans  que  y  8*c\prime  rationnelle- 

ment en^-,y,  et  soit,  par  suite,  une  fonction  intc^grale.  Soit  T^uation 

yt(,  _j_  ^1)  _  4  >  yx  -h  ifijr  _  i)  =  o ; 

son  integrale  g^nc^rale  x  =  p^  v6rifie  la  relation 

(.12')  ^-.Y*=o, 

de  degr6  (i  =  m  =  2  en  y*  avec  la  condition 

Y'(i  -h  j:*)—  2y'y-'''+"  Y* —  '  =  ^^ 
ou  encore 

_    2.r-4-C 

D^autre  part,  y  =/*  ^^  s'exprime  pas  rationnellement,  comme  on  le  voit  aussitot,  en 
fonction  de  j  et  de^. 

Jnn,  de  I'fi.c.  Normale.  3«  Serie.  Tome  VH.  —  F^vhibr  1891.  7 
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Le  genre  do  K  elant  nul,  on  pose 
avec 

o,  vp,  y^  etant  rationnels  respectivement  en  y.  A,  B.  Toutes  les  fonc- 
lions  et  constantes  integrales  s'expriment  rationnellement  a  I'aide 

(le  y.  notamnienl  -j-  : 

£=9[-/.(-r)]. 

cl,  comme  cetle  equation  doit  avoir  ses  points  critiques  fixes,  elle  se 
reduit,  comme  on  sait,  a  une  equation  de  Riccati.  Cctte  fonction  inte- 
grale  y  n'est  determinee  qu'a  une  transformation  pres 

y—  — - — 7-' 

a,  6,  a,,  b^  etant  des  fonctions  de  x. 
En  particulier,  I'equation 

/i[r,  r',  (x)]- o, 

qui  est  une  des  equations  K  =  o,  se  ramene  a  une  equation  de  Ric- 
cati. Les  coefficients  R/[yo»yo»  (^o)»  ^]»  dans  ['equation 

(i3)      y»  -h  R,  [/o,  /o»  (^0),  (^)]  /"-*  -+-...+  Ro[Vo,  /o»  (•^0),  i-^)]  =  o, 

sont  fonctions  rationnclles  d'une  constante  C,  qui  entre  au  dcgre  m. 
En  effet, 

C  =  ^[jKo»yo.("^)'(-^o)] 

et,  pour  chaque  valeur  de  y^,  prend  au  plus  m  valeurs  distinctes.  Elle 
n'en  peut  d'ailleurs  prendre  moins,  sinon  I'equalion  (i3)  sorait  de 
dogre  raoindre  que  m  en  C,  et  I'equation  (i)  ne  serait  pas  une  equa- 
tion irreductible  de  degre  m  en  7'. 

Done,  quand  gt  =  o,  I'integrale  se  laisse  mettre  sous  la  forme 

y  entrant  au  degre  n,  C  au  degre  m  dans  cette  relation. 
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Plus  generalement,  Tintegrale  peut  se  definir  par  une  egalite 

(J'l)  /i[r,y,(^)]^o, 

de  degre  n  eny,  de  degre  m  en  y,  avec  la  condition 

y'=My*-hNy-hO. 
Toutes  les  equations  analogues  a  (i4)»  de  degre  n  en  y,  de  degre  m 


en  Y, 


avec  la  condition 


t/»r 


6 


se  deduisent  de  (i4)  par  le  changement  de  y  en   ^^*"^--  En  effet, 

7^  =  ^-p — ^1  et  C,  qui  entre  au  degre  m  dans  (i4')»  ^^t  une  constante 

integrale;  done  y,  est  une  fonction  integrate  et  s'exprime  rationnelle- 
nient  en  y;  de  meme,  y  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des 

R/(^, y^),  ■^'(^♦y«)  =  -p  H-  "i-^Ti^  done,  enfin,y  s'exprime  ration- 
nellement en  y,  : 

''  ■"  «i  yi  -^  ^i ' 


Inversement,  quand  Tintegrale  d'une  equation  (i)  se  laisse  mettre 
sous  une  forme  telle  que  (i4)t  le  nombre  xs  est  nul  (\);  car  les 

«i[7o»  Jo'(^o).(^)]»  ■5j[ro.ro»  (^o)»  (^)]  sont  donnes  rationnelle- 
ment en  fonction  de  y,  et  la  relation  entre  les  fonclions  integrates  de- 
iinit  une  courbe  unicursale. 


(»)  Cette  proposition  subsiste  si  I'^quation  (i4)  est  d'un  degr6  quelconque  \l  en  y-  Les 
raisonnements  employes  montrent,  de  plus,  qu*une  telle  6quation  so  deduit  d'une  Equa- 
tion (i4)  de  degr6  m  en  yi  par  la  transformation 

o  6lant  rationnel  en  y.  Si  q  d6signe  le  degr6  de  tp  en  y,  on  a 
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Knfin  il  existe,  entre  (i4)  et  (i),  une  correspondance  birationnelie, 


car 


dy 
ct,  comme  y'  est  rationnel  en  y, 

Passons  au  cas  oil  tar  serait  egal  a  i.  La  relation  entre  les  constantes 
ou  les  fonclions  integrales  pent  etre  ramenee  a  la  forme 

B«-(I-A*)(I-^«A»), 

le  module  P  etant  constant,  el  toutes  les  fonclions  integrales  s'expri- 

ment  rationnellement  en  A,  B,  notamment  :7-» 

ax 


^  =  M[A,(x)]  +  N[A,(x)]v/(i-A^)(i-Ar»A«). 

Si  N  est  nul,  M  doit  etre  un  polynome  du  second  degre,  et,  de  plus, 
B  =  v/(i  —  A)(i  —  ^^A^)  doit  avoir  aussi  ses  points  critiques  fixes,  ce 
qu'r  exige  que  A  =  it  i ,  A  =  ±:  A  verifient  Tequation  de  Riccati 

^=M[A.(.)]. 
On  en  conclul 

Mso,        A  =  C,        B=v/('-^*)('  — ^**^*)- 
Si  N  n'est  pas  nul,  les  conditions  de  M.  Fuchs  montrent  que 


^  =  N(^)v/(i-A*)(i-/r^A«), 
A  =  sn[J(x)-hG]. 
L'integrale  de  (i)  se  laisse  done  mettre  sous  la  forme 


^'■'^         (        -H  /'oLC,  (^)]  4-  crpo[C,  (.r)]  =  AC/,  C,  (x)]  H-  cH[  K,  C,  {x)\  =  o, 

C  etant  une  constante,  avec  la  condition 
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On  peut  lui  donner  aussi  une  forme  identique  ou  C  designe  une 
fonction  de  x  qui  satisfait  a  une  equation 


dC 


^=N(a;)s/(i-C«)(i-Xr*C*). 

De  plus,  si  Ton  elimine  c,  le  resultant  en  j  et  C  est  de  degre  2/1  en  v, 
de  degre  m  en  C, 

(i5')  /[/,C,(j7)]  =  o. 

II  existe  entre  /=  o  et  F  =  o  une  correspondance  rationnelle 

Deux  valeurs  de  y  correspondent  a  un  sysleine  C  et  y,  si  C  n'est  pas 
une  constante. 

Toute  equation  analoguea(i5),  telle  que  l'equation(i5')  correspon- 
dante  soit  de  degre  m  en  C  ,  se  deduit  de  Tequation  (i5)  par  la  trans- 
formation 


oil  a  est  une  fonction  de  x. 

En  efiet,  soit  une  equation  analogue  a  (i5)  en  y,  C,,  c,,  ou  C,  satis- 
fait a  la  relation 

^*  =  N,(^)v/(i-c;)(i-/:;c;  =  n,(x)c,. 

En  difPerentiant  Tequation  (i5),  on  voit  que 7'  est  de  ia  forme 

«[7,C„(^)]-+-e,?[/,  C,(ar)]; 
si  Ton  elimine  c,,  j'  est  exprime  rationnellement  en  fonction  de  y,  C,, 

/-p[7,Ci,(^)]. 
Si  Ton  observe,  d'autre  part,  qu'a  chaque  valeur  de  y  correspondent 
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(pour  X  quelconque)  m  valeurs  de  C,  el  in  valeurs  distinctes  de  y\  on 
voit  que  C,  est  une  fonction  integrale 

II  en  est  de  meme,  par  suite,  de  c^  : 

el  C|,  c,  s'expriment  rationnellement  enC,  c.  Pour  les  memes  raisons, 
r  et  C  s'expriment  rationnellement  en  c,,  C,.  II  y  a  done  correspon- 
dance  birationnelle  entre  (c,  C)  el  (c^,  C,);  de  la  resulte  I'ega- 
Iite(i6). 

Ceci  suppose  toutefois  N<(ic)^o;  si  N,  est  nul,  C,  est  une  constante 
integrale,  par  suite  c,,  d'apres  Tequalion 

A|[7,  C.(x)]  +  e,B,[r,Ci,(j:)]  =  o, 

et  la  proposition  subsiste,  a  moins  que  les  egalites  A,  =  o,  B,  =  o  ne 
definissent  toutes  deux  I'integrale  de  (i);  mais,  dans  ce  cas,  o  serait 
nul,  ce  qui  est  impossible  puisque  la  relation  entre  C  et  c  est  de 
genre  i. 

Ajoutons  que,  toutes  les  fois  que  I'integrale  de  (i)  verifie  une  equa- 
lion  identique  a  Tequation  (i5),  legenretzrestegalarunite(*);  carles 

R/IVo'Jo*  (^o),  {^)\^-^\y^^y\^  (-^o)'  {^^)\  s'expriment  ralionnelle- 

ment  en  c  et  C,  et  reciproquement.  II  y  aurait  toutefois  exception  dans 
le  cas  indique  oil,  C  etant  une  constante,  A  =  o  et  B  =  o  definiraient 
rintegrale  de  (i).  Le  genre  xs  serait  alors  egal  a  zero;  le  radical 
v^(i  — C^)(i  —  Xi-'G*)  ne  (igurerait  qu'artificiellement. 

Tout  ce  qui  precede  suppose  absolument  que  n  soit  egal  au  nombre 

(»)  Otte  romarquo  est  encore  vraie  quand  rintegrale  de  (i)  v6rifie  une  6quation  de  la 
forme  (i 5),  mfime  si  le  degrd  |i  en  C  de  r6quation  (i5')  n*est  pas  6gal  a  m;  nj  est ^gal ^  i, 
a  moins  quo  cette  Equation  (t5)  puisso  so  deduiro  d'une  equation  (14)  par  la  transforma- 
tion   

Y  =  o[(:,  (x)]-+-/(r^C«)(i-A*C«)^[C,  (.r)l, 

ou  Q  ct  t!/  sent  rationnels  en  C ;  gt  est  nul  dans  ce  dernier  cas. 
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ties  valeurs  de  y  qui  se  permutent  effectivement  autour  des  points 
critiques  mobiles  de  Tintegrale. 

5.  Avant  de  nous  servir  de  ces  generalites  pour  chercher  a  integrer 
dans  certains  cas  Tequation  (i),  j'ajouterai  un  mot  sur  la  difference 
essentiellc  qui  separe  les  equations  du  premier  ordre  des  equations 
d'ordre  superieur. 

Etant  donnee  une  equation  du  premier  ordre,  nous  connaissons  a 
I'avance  les  points  du  plan  des  x  qui  peuvent  etre  des  points  singu- 
liers  transcendants  de  son  integrale.  De  plus,  quand  le  point  x^  est 
un  point  critique  algebrique  de  Tintegrale  y{x)  egale  a  y^  pour 
X  =  x^^  nous  savons  que  (jo*  ^o)  verifient  Tune  des  relations 

qui  expriment  que  v'  est  infini  ou  mal  determine. 

Rien  de  pareil  ne  subsiste  pour  les  equations  d'ordre  superieur. 
Une  integrale  quelconque,  uniforme  ou  a  w  valeurs  dans  une  certaine 
portion  du  plan,  pent,  nous  I'avons  dit,  presenter  dans  ce  domaine 
des  points  essentiels  el  des  lignes  singulieres  variables  avec  les  con- 
stantes  d'integration.  Ces  points  peuvent  etre  egalement  des  points 
critiques  de  Tintegrale.  C'est  cctte  difficulte  nouvelle  qui  distingue 
essentiellementlatheorie  des  equations  du  premier  ordre  de  la  theoric 
des  equations  d'ordre  superieur. 

Un  exemple  simple  fait  ressortir  clairement  cette  difference.  Si  Ton 
veut  reconnaitre  que  Tintegrale  d'une  equation  du  premier  ordre  n'a 
que  des  points  critiques  fixes,  il  suffit  d'exprimer  que,  pour  aucune 
valeur  de  J,  £P  etant  quelconque,  j'  n'est  infinie,  que  la  meme  chose 

a  lieu  pour  la  transformee  en  ->  enfin  que  les  systemes  (vq,  o^q),  pour 

lesquels  deux  valeurs  de  y  s'echangent,  correspondent  a  un  point 
ordinaire  x^  de  Tintegrale  y^  egale  a  y^  pour  x^^x^.  On  retrouve 
ainsi  les  conditions  de  M.  Fuchs.  Si  Ton  veut  de  plus  que  Tintegrale 
soit  uniforme,  il  faut  ajouter  la  condition  qu'aucun  des  points  \i  ne 
soit  critique. 

Quand  on  sait  que  I'integrale  ne  piend  que  /^  valeurs,  s'il  n'existc 
aucun  point  \i  qui  puisse  etre  un  point  d'indelermination  de  j,  cette 
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integrale  est  necessairement  algebrique.  Par  exemple,  soil  une  equa- 
tion 

i^(/,  J»  ^)  =  o 

algebrique  et  entiere  en  y\  j,  x.  Si  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  y'  ne  contient  aucun  facteur  de  la  forme  (x  —  a)  (a  etant 
constant^,  et  si  de  plus  le  degre  en  a?  du  coefficient  dej'^surpasse 
d'au  moins  i{p  —  q)  unites  le  degre  en  x  Am  coefficient  de  r'^,  toule 
integrale  a  n  valeurs  est  necessairement  algebrique. 

Toutes  les  conditions  correspondantes  sont  necessaircs  pour  que 
rintegrale  d'une  equation  d'ordre  quelconque  jouisse  des  proprietes 
analogues,  mais  elles  ne  sont  pas  suffisantes.  II  faudrait  encore  expri- 
mer  que  les  points  d'indetermination  possibles  des  integrates  ne  sont 
pas  points  critiques,  ou  sont  points  critiques  algebriques,  etc.;  or  ces 
points  n'apparaissent  pas  sur  Tequation. 

Toulefois,  les  theoremes  que  nous  avons  etablis  sur  la  forme  de 
rintegrale  generale,  quand  elle  ne  prend  autour  des  points  critiques 
mobiles  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  sont  susceptibles  d'une  certaine 
extension. 

Soit 

une  equation  du  second  ordre,  algebrique  en  j,  y\  y'  (F  est  un  poly- 
nome  en  j,  j^,y  de  degre  m  enj").  En  raisonnant  comme  nous  l*a- 
vons  fait,  on  voit  que,  si  Ton  definit  Tintegrale  j  par  I'equation 

J"  4-  R„_,  a  j^/^-^-h . . .  4-  Ro  =  o, 
les  R/Sont  des  fonctions  uniformes  du  ^omXy^^y^,  y\  de  la  surface 

c'est-a-dire  que  y  ety'  sont  des  fonctions  de  jo»  Xo  ^  ^^  valeurs,  et 
reciproquement  Vo,  y^  sont  des  fonctions  de  y,y'  a  mn  valeurs.  Mais 
ces  fonctions  ne  sont  pas  necessairement  algebriques. 
En  remarquant  que  Tintegrale  s'ecrit  aussi 

J^S-*-R«-i[7,/,r%  (•^)»  (•ro)].rr^-H...  4- Ro  [/,/,/,  (a:),  (j:o)], 
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on  voit  que  cette  integrate  verifie  les  relations 

^[y,/.  r.  (^),  (^o)]  =  (3/-^  ^  [/o,  7;,  /o  (-^o),  (^o)], 

les  a,-,  p,-,  Y/  designant  des  constantes.  Si  Ton  pose 

,_    dr  „ d^r 

~  djc^  '~  dxl ' 

en  prenant  pour  les  X,-  des  fonctions  de  Xq  quelconques^  toutes  les  con- 
stantes integrates 

s'expriment  uni/ormement  a  I'aide  des 

/•  ^c, 

Plus  generalement,  il  en  est  de  meme  pour  les  fonctions  integrates 

R[7./»7"»W]  =  G[(^),C,C]; 

dans  cette  egalite,  R  est  une  fonction  uniforme  de  r,y,  7'',  et  G  une 
fonction  de  x  dont  les  points  critiques  ne  dependent  pas  des  constantes 
C  et  C.  On  a 

^  etant  uniforme  en  r,  r\  r^'  (ou  en  c,  c\  c").  Quant  aux  r,  r',  r",  ils 
sunt  lies  dans  tons  les  cas  par  une  relation  algebrique 

qu'on  pent  ecrire  aussi  bien,  en  faisant 

^n/i.  </«  rfiic,  Normale,  3*  Seric.  Tome  VIU.  —  Fkvrier  1891.  8 


Digitized  by 


Google 


58      p.  PAINLEVE.  SUR  LES  EQUATIONS  DIFFER ENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 

equation  diflerentielle  dont  les  points  critiques  sont  fixes.  On  pent 
d'ailleurs  remplacer  la  relation 

par  une  transformee  birationnelle  quelconque.  L'integrale  de  (i)  ve- 

rifie  les  formules 

c=r  [y,  /,  y\  (x)], 

qui  etablisscnt  une  correspond ance  uniforme  entre  A  =  o  et  F=:o; 
mais  cette  correspondance  peut  etre  transcendante.  Quand  elle  est  ra- 
tionnelle,  Tanalogie  avec  les  equations  du  premier  ordre  est  presque 
complete.  II  convient  toutefois  de  signaler  une  importante  difference  : 
la  relation  algebrique,  de  degre  mn  par  rapport  a  j,  entre  j,jo  Jo' 
peut  etre  d'un  degre  quelconque  en  jo'V'o'  P^^r  les  equations  du  pre- 
mier ordre,  elle  est  au  contraire  de  degre  mn  en  Vo. 
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DB  LA 


THEORIE  GENERALE  des  fonctions. 

Par  M.  RIQUIER, 

PR0FS8SEVR    A    LA    FACULTK    DBS    SCIENCES    DE    CAEN. 


Depuis  un  certain  nombre  d'annees,  quelques  geometres,  jugeant 
defectueuses  les  methodes  couramment  employees  dans  I'enseignc- 
ment  du  Calcul  infinitesimaU  ont  essaye  de  Tasseoir  sur  une  base 
nouvelle,  et  Aefaire  reposer  la  theorie  generate  des  fonctions  sur  les  pro- 
prieles  des  series  entieres.  Nous  devons  citer  au  premier  rang  MM.  Weier- 
slrass  et  Meray,  qui,  sans  connaitre  les  travaux  Tun  de  I'autre,  s'e- 
taient  rencontres  dans  la  meme  voie. 

M.  Weierstrass  n'ayant  public  aucun  Ouvrage  d'ensemble  sur  la 
theorie  des  fonctions  et  s'etant  borne  a  la  developper  dans  des  le<;ons 
orales,  nous  ignorons  de  quelle  fafon  et  dans  quelles  limites  Teminent 
geometre  pense  que  Ton  doive  tirer  parti  de  cette  idee.  Quant  a  la 
methode  de  M.  Meray,  qui  se  trouve  exposee  succinctement,  mais 
completement,  dans  un  Ouvrage  public  en  1872  (*),  elle  nous  a  paru, 
et  de  beaucoup,  superieure  aux  methodes  courantes.  Telle  qu'elle  est 
cependant,  elle  souleve,  a  notre  avis,  certaines  objections  et  ne  nous 
semble  pas  s'adapter,  avec  toute  la  commodite  desirable,  au  but  eleve 
poursuivi  par  son  inventeur.  Nous  signalerons,  par  exemple,  comme 
ne  conduisant  pas  toujours  a  des  resultats  satisfaisants  :  i^'la  forme 
donnee  par  M.  Meray  a  la  proposition  concernant  la  nullite  identique 

( * )  Nouveau  prMs  d' Analyse  infinitesimnle. 
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d'une  serie  entiere(*);  2**  Texclusion  absolue  de  toute  consideration 
de  continuite,  soil  dans  la  theorie  des  fonctions  proprement  dites,  soil 
dans  celle  dos  expressions  calculables  par  cheminement;  3*^  Thypothese 
restreinte  consistant  a  supposer,  dans  tous  les  cas,  que  chacune  des 
n  variables  imaginaires 

d'une  fonction  quelconque /(.r,  j,  ...)  varie,  independamment  des 
autres,  dans  quelque  portion  ou  aire  donnee  du  plan  qui  serta  sa  no- 
tation graphique,  au  lieu  de  supposer,  plus  generalement,  que  le 
point 

varie  dans  quelque  portion  donnee  de  Tespace  a  2/1  dimensions;  4^  la 
consideration  des  zones  additionnelles,  constamment  adjointes  aux  aires 
dont  il  s'agit  (*). 

Conduit  par  une  pratique  journaliere  de  Tenseignement  a  adopter, 
dans  ce  qu'elles  ont  de  plus  essentiel,  les  idees  de  M.  Meray,  nous 
nous  sommes  efforce  de  remedier  aux  quelques  inconvenients  que,  a 
•  tort  ou  a  raison,  nous  avons  cru  y  apercevoir.  Puisse  Tinventeur  de  la 
methode  nouvelle  ne  pas  nous  taxer  de  presomption,  et  accueillir  avec 
indulgence  ce  modeste  travail,  dont  nous  serious  fier  qu'il  daignat 
accepter  la  dedicace. 

PrUiminaires. 

1.  Nous  nous  appuierons  plus  d'une  fois,  dans  le  cours  de  ce  tra- 
vail, sur  certaines  definitions  ou  propositions  contenues  dans  un  Me- 
moire  anterieur  (');  mais  nous  nous  dispenserons  le  plus  souvent  de 
les  formulcr  une  seconde  fois,  nous  bornant  en  pareil  cas  a  I'indication 
des  passages  utiles.  Les  chiffres  suivis  d'un  asterisque  renverront  le 


( * )  Tiouveau  precis,  p.  4 '  • 

(«)  lhid.,p.  45. 

(')  Sur  les  fonctions  continues  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  et  sur  le  principe 
fondaniental  de  la  theorie  des  Equations  alge'briques  {Annaies  de  l'£cole  Normale,  sep- 
tembre  1890). 
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lecteur  aux  divisions  du  Memoire  dont  il  s'agit,  et  les  chiffres  non  sui- 
vis  d'un  asterisque  a  celles  du  present  Memoire. 

2.  Nous  nommerons  point  a  n  coordonnees  tout  sysleme  de  valeurs 
particulieres  respectivement  attribuees  aux  n  variables  reelles  a:,  j, . . ., 
et  espace  a  n  dimensions  I'ensemble  de  tous  les  points  a  n  coordon- 
nees. 

La  distance  des  deux  points 

(^,,y„  ...),    (^»,  7j,  • ..) 
sera,  par  definition,  la  racine  carree  non  negative  de  la  quantite 

Dans  Tespace  a  n  dimensions,  on  a  souvent  a  considerer,  a  Texclu- 
sion  de  tous  les  autres  points,  ceux  dont  les  coordonnees  satisfont  a 
certaines  conditions,  d'une  nature  absolument  quelconque  d'ailleurs  : 
leur  ensemble  constitue  ce  qu'on  appelle  une  portion  de  r espace  a  n  di- 
mensions. 

Une  portion  d'espace  est  dite ///w//ce,  lorsque  la  distance  du  point 
(o,  o,  ...)  a  un  point  variable  de  la  portion  dont  il  s'agit  ne  cesse 
d'etre  inferieure  a  quelque  quantite  fixe. 

Un  point  est  dit  completement  exlerieur  a  une  portion  donnee  do 
Tespace  a  n  dimensions,  lorsque  sa  distance  a  un  point  variable  de 
cette  derniere  ne  cesse  d'etre  superieure  a  quelque  quantite  positive 
fixe. 

Enfin,  une  portion  d'espace  est  dite  complete,  lorsque  cbacun  des 
points  qui  n'en  font  pas  partie  lui  est  completement  exterieur  (*). 


(>)  Par  exemple,  en  di^signant  par  R  une  constante  positive,  et  par  xq,  ^ro,  •  •  •  ties  con- 
slanles  quelconques,  positives,  negatives  oii  nulies,  le  fragment  d'espace  d6rini  par  la  re- 
lation 

est  a  la  fois  limits  et  complet.  Si  Ton  supprime  le  signe  d'6galit6  qui  figure  entre  les 
deux  membres,  pour  ne  laisser  subsister  que  le  signe  d'in<^galil6,  on  obtient  un  fragment 
limits,  mais  incomplet. 
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li.  Relativement  a  un  groupe 

s,      I,       ... 

trindeterminees  reelles  en  nombre  quelconque  />,  nous  nommerons 
ifUervalle  co/7t/7/ea?e  Tensemble  de  tons  les  systemes  de  valeurs  dont  les 
elenients  ^,  /, .  .  se  trouvent  respectivement  compris  dans  p  intervalles 
simples 

5q    a    9|        Iq    a    \ f     ... 

(ou  egaux  a  quelques-unes  des  valeurs  extremes  de  ces  intervalles). 
Cela  pose,  si  Ton  designe  par 

n  fonctions  reelles  de  ^,  /,...,  toutes  continues  (7*)  dans  un  meme 
intervalle  complexe,  I'ensemble  des  n  formules 


oil  les  divers  systemes  de  valeurs  attribuees  a  ^,  /,  . . .  n'excedent  pas 
rintervalle  en  question,  definit  ce  que  nous  nommerons  un  arc  con- 
tinu  a  p  variables,  ou,  pour  abreger,  un  arc  a  p  variables  dans  I'espace 
a  n  dimensions.  Si,  pour  les  valeurs  considerees  de  ^,  /,...,  le  point 
(a-,  y,  ...)  defini  par  les  formules  (i)  demeure  constamment  dans 
quelque  portion  determinee  de  Tcspace  a  n  dimensions,  nous  dirons 
que  Tare  dont  il  s'agit  se  trouve  entierement  situe  dans  cette  der- 
niere. 

Nous  nommerons  point  de  I'arc^  tantot  un  systeme  de  valeurs  de 
s,t,  ...  compris  dans  les  limites  ci-dessus  specifiees,  tantot  le  systeme 
des  valeurs  correspondantes  que  les  formules  (i)  assignent  aux  va- 
riables ^,  J,  ....  En  particulier,  si,  dans  chacun  des  intervalles 
simples  oil  s,  t,  ...  sont  respectivement  assujettis  a  varier,  on  convient 
de  considerer  Tune  des  deux  valeurs  extremes  comme  valeur  initiate, 
et  Tautre  comme  valeur  finale,  il  faudra  entendre  par  extremite  initiate 
{owfinale)  de  Tare  donne,  tantot  le  systeme  forme  par  les  valeurs  ini- 
tiales  (ou  finales)  de  5,  /,  . . . ,  tantot  le  systeme  forme  par  les  valeurs 
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correspondantes  dex,  y, Mais  cette  legere  confusion  de  langage 

ne  donnera  lieu  par  la  suite  a  aucune  ambiguite,  et,  dans  chaque  cas 
particulier,  le  lecteur  apercevra  bien  facilement  ce  que  nous  aurons 
voulu  dire. 

4.  line  portion  de  Tespace  a  n  dimensions  sera  dite  continue  si,  a 
deux  points 

V  etant  pris  a  volonte,  on  peut  assigner  quelque  arc  continu 


les  admettant  respectivement  comme  extremites  initiate  et  finale,  et 
entierement  situe  dans  la  portion  d'espace  dont  il  s'agit  (3). 

5.  Etant  donne  dans  Tcspace  a  n  dimensions  un  arc  a  p  variables 
5,  /,...,  si  la  suite  (limitee) 

est  formee  avec  des  systemes  de  valeurs'  n'excedant  pas  rintervallc 
complexe  ou  le  groupe  des  variables s,  i,  ...  est  assujetti a  se mouvoir, 
nous  dirons  qu*elle  constitue  un  chemin  inscril  dans  rare. 

Nous  dirons  encore  que  le  chemin  ci-dessus  defini  admet  comme 
regulaieur  la  quantite  positive  p,  si,  pour  deux  systemes  consecutifs 
quelconques 

de  la  suite  prccedente,  les  differences  5^+,  —  5^,  /a+i  —  ^»  •••  sont 
toutes  numeriquement  inferieures  a  p. 

Enfin,  nous  nommerons  sommets  de  notre  chemin  inscrit,  tantot 
les  systemes  de  valeurs  compris  dans  la  suite  (2),  tantot  les  systemes 
formes  par  les  valeurs  correspondantes  de  a?,  7,  .... 

6.  Nous  nommerons  premier  et  secona  element  de  Timaginaire 
a'-h  iV  les  deux  quantites  reelles  a\  a'\ 


Digitized  by 


Google    — 


04  RIQUIER. 

Si  aux  n  variables 

( 3 )  jf  =  x'-\-  ix^y        y  =:  j'-h  iy" ^ 

on  attribue  tous  les  systemes  possibles  de  valours  imaginaires,  les 
systemes  de  valeurs  reelles  que  prennent  alors  leurs  elements  re- 
donnent  les  divers  points  de  I'espace  indefini  a  in  dimensions.  II 
arrive  d'ailleurs  sans  cesse  que  Ton  ait  a  considerer  exclusivement, 
dans  telle  ou  telle  question,  les  systemes  de  valeurs  des  n  variables (3) 
fournis  par  tel  ou  tel  groupe  de  conditions  subsislant  entre  leurs 
2/1  elements,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  les  points  situes  dans  telle 
ou  telle  portion  de  Tespace  dont  il  s'agit. 

Dans  les  questions  qui  comportent  la  consideration  de  n  variables 
imaginaires  (3),  et  par  suite  de  Tespace  a  'in  dimensions,  on  designe 
un  point  quelconque  de  ce  dernier,  tantot  par  ses  n  coordonnees  ima" 
ginairesy  c'est-a-dire  par  les  n  valeurs  attribuees  aux  variables  (3), 
tantot  par  les  in  valeurs  reelles  attribuees  a  leurs  elements. 

7.  Dans  Vespace  a  in  dimensions,  d  la  consideration  duquel  on  est 
conduit  par  celle  des  n  variables  imaginaires  Xy  y^  ...  (6),  tragons  un 
arc  continudp  variables  5,  /,  . . .  (3),  e^  designonspar 

( 4 )  £*»     er»      •  •  • 
n  constantes  positives  donneeSy  par 

\S\y    tl9     •  •   •)>         \Sf,    /j,     .  .  .) 

deua:  systemes  de  valeurs  arbitrairement  choisis  dans  Vintervalle  complexe 
Oil  le  groi^pe  des  variables  s,  t,  ...  est  assu/etti  a  se  mous^oir,  enfinpar 

les  systemes  de  valeurs  qui  correspondent  aux  precedents  pour  les  n  va- 
riables imaginaires  x,yy 

Cela  posS,  on  peut  assigner  une  constante  positive  ^  telle,  que  les  diffe- 
rences 

^i —  '^ij   yt — y\f 

present ent  des  modules  respectivement  inferieurs  aux  quantites  (4)»  des 
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que  les  differences 

sont  loutes  muneriquement  inferieures  a  p. 

Posons  en  effet 

cr —x' -\-ix'',        y—y-^riy\         ..., 
X|— JTj-hiVi,         y^  —  y\->riy\y 
xi-—  x\  -h  ix\ ,        7,= /,  -h  iy\ , 

etdesignons  pare  la  plus  petite  des  quantites  (4).  Lcs  coordonnees 
reelles  x\  af^  y\y^  •••  d'un  point  variable  de  Tare  etant  des  fonc- 
tions  continues  de  5,  /,  ...  dans  I'lntervalle  complexe  considere,  c'est- 
a-dire  dans  un  espace  evidemment  limite  et  compIet(2)  par  rapport 
au  groupe  de  ces  indeterminees,  on  peut  (9*)  assignor  un  nombre  po- 
sitif  p  tel,  que  les  relations 

val.  ii\xm.{x\ — ^',)<  -=r, 
val,  num.(^i—  x\)  <  -^, 

val.  num.(/,— /jX  -^> 

val.  num.(/,— /i)<  -^, 

v/a 


et  par  suite  aussi  les  relations 

mod.(^,— ^i)<£, 
mod.(j,— 7i)<£, 


resultent  necessairement  des  inegalites 

val.  num.  (*,—  5,)  <  (3, 
val.  num.  (^i— ^i)<  P, 


8.  Supposant  connue  la  theorie  des  variantes  simples,  due  a  M.  Meray 
{Annates  de  VEcole  Normale,  novembre  1887),    nous  avons  donne, 

Ann.  de  VEc,  Normale.  3«  Serie.  Tome  Vlll.  —  Ti&vrif.r  1891.  9 
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dans  le  Memoire  cite  plus  haut(l),  la  definition  d'une  vanante  com- 
plexe  (4*).  Nous  nommerons  en  particulier  variante  imaginaire  une 
quantite  imaginaire  variable 


Vm—^n.'^W« 


dont  la  valeur  depend  d'un  indice  m,  susceptible  de  prendre  toutes  les 
valeurs  entieres  et  positives. 

Dans  Tespace  indefini  a  2/1  dimensions*  a  la  consideration  duquel 
on  est  conduit  par  celle  de /t  variables  iraaginaires  x^y,  ...  (6),  une 
portion  donnee  sera  dite  normcde,  si  les  n  coordonnees  iraaginaires  de 
1  un  quelconque  de  ses  points  peuvent  etre  considerees  comme  les 
limites  respectives  de  n  variantes  iraaginaires  x^^yr^  .. .,  satisfaisant 
a  la  double  condition  que  nous  allons  enoncer  :  i**  chacune  d'entre 
elles,  consideree  isoleraent*  diflere  constarament  de  sa  limite  aussitot 
que  la  valeur  de  son  indice  surpasse  quelque  entier  convenablement 
choisi;  2**  si  Ton  considere  le  point  {x^^yry  ...)  et  ceux  qui  s'en  de- 
duisent  en  y  remplagant  telles  ou  lelles  des  variantes  rc,„,  j^.,  ...  par 
leurs  limites  respectives,  cbacun  d'entre  eux  reste  constamraent  situe 
dans  Tespace  dont  il  s'agit,  aussitot  que  les  indices  m,  r,  ...»  tous 
independants  les  uns  des  autres,  surpassent  respectivement  certains 
entiers. 

9.  Les  quelques  exemples  ci-apres  suffiront  a  eclaircir  la  definition 
du  numero  precedent. 

I.  Si  Ton  designe  par  R-c,  R,.,  ...  n  constantes  positives,  et  par  x^, 
y^,  ...  les  n  coordonnees  iraaginaires  (6)  d'un  point  fixe,  I'espace  de- 
fini  par  les  relations  siraultanees 

mod.(^ --a7o)<  Rx,        mod.(r  —  joX  Rr» 

est  norraal. 

Effectiveraent,  $,  y],  ...  designant  les  coordonnees  iraaginaires  de 
Tun  quelconque  de  ses  points,  les  relations 

mod.(ic  —  a?o)  =  mod.(j;—  5)  "^  raod.(^  —  J7o), 
mod.(j— ^o)  =  mod.(7  — Y})  +  mod.(yi  —  Vo), 
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font  voir  que  !e  point  (a?,  j.  ...)reste  constammentsitue  dansTespace 
donne,  aussitot  que  les  modules  des  differences  a;  —  5,  y  —  tq,  ... 
tombent  respective  men  t  au-dessous  des  quantites  positives 

Rx— mod(|  — Xo),    Ry— mod(Tr)— 7o),     

Des  lors,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  variantes 

(5)  x^=^H-l,       y,=  t)-hj:, 

satisfont  bien  a  toutes  les  conditions  requises. 

II.  L'espace  detini  par  les  relations  simultanees 

(6)  mod(ar  — j:o)<Rx,        mod(j— ro)SRy,         .., 

oil  R^,  R^,  . . . ,  a?o,  Jo*  ••  •  ont  la  meme  signification  que  ci-dessus  (I), 
est  encore  normal. 

Effectivement,  si  pour  un  point  (^,  y],  . . .),  pris  dans  cet  espace,  les 
diverses  relations  (6)  sont  toutes  verifiees  avec  le  signe  d'inegalite,  on 
prendra  encore  pour  x^^  yr^  ...  les  variantes  (5).  Si  quelques- 
unes  sont  verifiees  avec  le  signe  d'egalite,  si  Ton  a,  par  exemple, 
mod(5  —  ^o)  =  Rx»  on  remplacera  la  premiere  des  variantes  (5)  par 

m 

III.  Si  Ton  pose,  comme  d*habitude, 

et  que  Ton  designe  par  x^^  y\^  ...,  R  des  constantes  reelles  quel- 
conques,  la  derniere  essentiellement  positive,  Tespace  d^fini  par  le 
systeme  des  relations 

est  normal. 

Soient  en  effet  $',  y]',  ...  des  valours  particulieres  de  x\y\  . . .  veri- 
fiant  la  premiere  relation  (7),  et  a,  a^,  a  les  trois  points  ayant  respcc- 
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tivemcnt  pourcoordonnees  reelles 

c,\       o,     yj',     o,     

En  rapprochant  la  relation  OqOl  <^R  del^  relation  aa^^aoL  -h  £ioa,  qui 
subsists  entre  les  distances  mutuelles  de  ces  trois  points  (*)»  ^"^  ^^'^ 
immediatement  que  le  point  variable  a  reste  constamment  situe  dans 
Tespace  donne  aussitdt  que  la  distance  aa  reste  inferieure  a  R  —  aoa, 
et  par  suite  aussitdt  que  les  valeurs  numeriques  de  x'—  l\y—  >)'»  ... 
tombent  toutes  au-dessous  de  — j^  •  11  en  resulte  que  les  variantes 

satisfont  encore  a  toutes  les  conditions  exigees. 

lY.  Quant  a  la  portion  d'espace  definie  par  les  relations  simultaneos 

(x'~  x',Y-h  (/-  y,y-h . . .  s  RS      x'^y^ . . .  =  o, 

ou  les  memes  notations  ont  ete  adoptees  que  dans  I'exemple  III,  il 
serait  facile  de  voir  que  tons  ses  points  sans  exception  ne  jouissent 
pas  de  la  propriete  constatee  dans  les  divers  exemples  ci-dessus.  Par 
exemple,  si  Ton  suppose  egal  a  2  le  nombre  des  variables  imaginaires 

X  —  ar'4-  ix",        y=y-h  iy, 

et  que  Ton  considere  les  relations 

il  faut,  pour  obtenir  un  espace  normal,  y  faire  abstraction  des  quatre 
points  oil  x'  ety  ont  les  valeurs  suivantes  : 

a:'=zR,    y=o;       ^'=-R,    /=:o;       a;'=o,    /^R;       x'=zo,    /=r-R. 


(*)  II  est  facile  de  prouver  en  effet  que,  datis  I 'espace  a  un  nombre  quelconque  de  di- 
mensions, la  distance  de  deuxpo'mts  est  comprise  entre  la  somme  et  la- dij^drence  de  leurs 
distances  a  un  m^me  troisieme  {et  peut  parfois  atteindre  I'une  ou  I 'autre  de  ces  deux 
limites). 
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Fonctions  olotropes. 

10,  Les  proprietes  des  series  entieres  sur  lesquelles  il  s'agit, 
comme  nous  I'avons  explique,  de  faire  reposer  (oute  la  theorie  des 
fonctions  (*),  peuvent  s'etablir  a  Taide  des  generalites  relatives  aux 
series  quelconques,  en  y  adjoignant  au  besoiu  quelques  proprietes 
elementaires  des  polynomes  entiers,  de  ceux  notamment  qui  ne  de* 
pendent  que  d'une  seule  variable.  Elles  sont  suffisamment  connues 
pour  que  nous  puissions  nous  dispenser  meme  de  les  formuler  :  il 
importe  cependant  d'insister  un  peu  sur  la  condition  de  nullite  iden- 
tique,  au  sujet  de  laquelle  nous  proposerons  Tenonce  suivant : 

Soienl 
(8)  /(^r.r,  ...)^-2«/».7....•^''7'••• 

&l  somme  d*une  serie  entierepar  rapport  aux  n  variables  imaginaires  x, 
V,  . . . ;  1/^,  Vr,  ...,  n  varianles  imaginaires  ayant  toutes  zero  pour  li- 
milCy  et  remplissant  en  outre  les  deux  conditions  suii'antes  :  i°  chacune 
d'entre  elles,  consideree  isolementy  demeure  constamment  differente  de 
zero,  aussitdt  que  la  valeur  de  son  indice  surpasse  quelque  entier  corn^ena- 
blement  choisi;  2°  la  quantite  /{u^n,  ^r»  •  •  •)  demeure  constamment  egale 
a  zero,  aussitdt  que  les  indices  m^  r^  . . .,  tous  independants  les  uns  des 
autres,  surpassent  respectis^ement  certains  entiers. 

Cela  etant,  la  serie  proposee  a  tous  ses  coefficients  nuls. 

I.  Nous  supposerons  d'abord  que  Ic  nombre  des  variables  inde- 
pendantes  se  reduise  a  i .  En  designant  par 

la  somme  de  notre  serie,  on  saitque  le  module  de/(x)  —  a^  resle 
inferieur  a  une  quantite  positive  donnee,  aussitdt  que  celui  de  x 
tombe  au-dessous   de   quelque    quantite   positive    convenablement 


(>)  Nous  signalerons  comme  les  plus  importantes  celles  qui  so  trouvenl  formulees  aux 
pages  3^,  36  et  8o  du  Nouveau  Precis  de  M.  Mi^ray,  puis  la  conlinuil6  (ii*)  ot  la  condi- 
tion de  nullil6  identique. 
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choisie.  La  variante  u^  etant  infiniment  petite  pour  m  infini,  la  va- 
riante/(i/;„)  —  a^  Test  done  aussi,  et,  comme  f{Um)  fin*t  par  etre 
constamment  nul,  il  en  resulle  a^  =  o. 
Cela  etant,  si  I'on  pose 

fx{x)  z=z  rt,-i-a,.r-i-as»r'-4-. .  ., 

d'ou 

la  variante /,(«,„)  —  a,  est,  comme  tout  a  Theure,  infiniment  petite 
pour/w  infini;  d'ailleurs,  le  produit  «,n/i(wm)  =/("/«)  finissant  par 
etre  constamment  nul,  et  le  premier  factcur  Uj^  constamment  diffe- 
rent de  zero,  le  second  facteur /<  (w,„)  finit  par  etre  constamment  nul, 
d'oii  Ton  d^duit  encore  a,  =  o. 
Posant  alors 

/j(j7)=i«j-4-a8J7-f-,  .  ., 

d'oij 

/(.r)^.rV«(^), 

on  demontrera  de  meme  que  a^  est  nul,  puis  a,,  etainsi  de  suite  in- 
definiment. 

11.  II  suffit  maintenant  de  faire  voir  que,  si  la  proposition  est  exacte 
pour  une  serie  entiere  dependant  de  /i  —  i  variables,  elle  Test  encore 
pour  la  serie  (8),  dependant  des  n  variables  a:,  j,  ...•  A  cet  effet, 
ordonnons-la  par  rapport  a  a?,  et  mettons-la  sous  la  forme 

Ao(7'  --O-^AiCj,  ...)J^-^A,(7,  ...)^'-H..-, 
oil 

(9>  Ao(7,  ...),     A,(j',  ...),     A,(j,  ...),     ... 

designcnt  des  series  en tieres  dependant  des /i  —  i  variables  y 

En  ne  considerant  les  indices  /w,  r,  ...  qu'a  partir  de  valeurs  suffi- 
samment  grandes,  les  variantes  w^,  Vr^  ...  sont  constamment  difle- 
rcntes  de  zero,  et  la  quantite/(w;„,  ^;., . . .)  constamment  egale  a  zero. 
Dans  ces  limites,  si  Ton  attribue  aux  n  —  \  indices  r,  . . .  un  systeme 
determine  de  valeurs  particulieres,  I'expression 

Ao(r,.,  ...)-+- A, (t',,  ...)''mH-Ai(iV,  ...)«?«  +  •  .. 
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s'evanouit  quelle  que  soit  la  valeur  attribuee  a  /tz,  puisque  ce  dernier 
indice  est  independant  des  premiers,  et  Ton  a  par  consequent  (I) 

Mais  les  indices  r,  ...  elant  a  leur  tour  independants  les  uns  des 
autres  et  les  valeurs  particulieres  que  nous  venons  de  leur  attribuer 
etant  arbitraires,  il  resulte  de  I'exactitude  supposee  du  theoreme 
dans  le  cas  de  n  —  i  variables  que  les  coefficients  des  diverses  series 
(9)  sont  tous  nuls,  et  par  suite  ceux  de  la  proposee  (8). 

11.  De  la  resulte  immediatement  la  consequence  suivante  : 

Soient  f(^x^y,.  ..),  (p(£c,y, ...)  les  sommes  de  deux  series  entieres 
par  rapport  aux  n  variables  imaginaires  x,  y,  . . . ;  u„t,  t^^,  . . .,  n  va- 
riantes  imaginaires  ayant  toutes  zero  pour  limite,  et  remplissant  en  outre 
les  deux  conditions  suivantes  :  i**  chacune  d'entre  elleSy  consideree  isole- 
ment,  demeure  constamment  dij^erente  de  zero,  aussitdt  que  la  valeur  de 
son  indice  surpasse  quelque  entier  convenablement  choisi;  2®  la  difference 

/(«/;/,  tV,  •••)  — ?("/«.  *Vt  ...) 

demeure  constamment  egale  a  zero,  aussitdt  que  les  indices  /n,  r,  .... 
ious  independants  les  uns  des  autres,  surpassent  respectivement  certains 
entiers, 

Cela  etant,  les  coefficients  des  termes  semblables  dans  les  deux  series 
sont  respectivement  egaux. 

12.  Nous  pouvons  maintenant  enoncer  la  propriete  generalc  qui  doit, 
a  notre  avis,  servir  de  base  a  la  theorie  des  fonctions.  Nous  en  indi- 
querons  a  la  suite  un  certain  nombre  d  autres,  presque  toutes  eniprun- 
tees  a  M.  Meray,  et  qui,  si  Ton  suppose  connue  la  theorie  des  series 
entieres,  peuvent  se  deduire  facilement  de  la  propriete  dont  il  s'agit. 
Ces  indications  seront  parfois  accompagnees  de  demonstrations,  et 
nous  aurons  toujours  soin,  pour  que  la  comparaison  puisse  etre  facile- 
nnent  etablie,  de  renvoyer  le  lecteur  aux  passages  correspondants  de 
rOuvrage  de  M.  Meray. 

En  designant  par  x,  y,  ...  des  variables  imaginaires  en  nombre 
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quelconque,  nous  dirons  qu'une  fonction /(a?,  j, ...),  consideree dans 
un  espace  normal  (8),  y  est  olotrope  (*),  si  a  chaque  point  (a?,  j'f .  .•) 
de  Tespace  en  question  on  peut  faire  correspondre  quelque  groupe  de 
quantites  positives  §^,  S^,,  ...,  et  quelque  serie  entierc  en  h,  A,  ..•, 
jouissant  conjointement  des  proprietes  suivantes  :  i®  cette  serie  admet 
comme  rayons  de  convergence  les  quantites  S^,  S^,,  ...;  2**  sa  somme  a 
pour valeur  f{x -h  A,  j -f-  A, . . .),  tant  que  les accroissements h,  k, ... 
ont  des  modules  respectivenient  inferieurs  a  S^,  S^,  . . .,  et  que  le  point 
(.T  -h  A,  y  -h  A, . . , )  tombe  dans  I'espace  donne. 

Les  quantites  §^,  8^, ...  se  nommeront  alors  les  olometres  de  la  fonc- 
tion  au  point  (a:,y, . . .). 

Une  fonction  de  n  variables  imaginaires,  olotrope  dans  toute  Teten- 
due  de  I'espace  a  2/1  dimensions,  sera  dite  indefiniment  olotrope. 

11  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  notre  definition  d'une  fonction 
olotrope  implique  essentiellement  la  nature  nonnale  de  V espace  ou  on  la 
considere.  Faute  de  cette  restriction,  la  theorie  des  fonctions  olotropes 
pecherait  par  la  base  :  le  lecteur  devra  done  la  sous-entendre  constam- 
ment  dans  toute  la  suite  du  present  paragraphs  alors  meme  que  nous 
ne  la  specifierions  pas  d'une  maniere  expresse. 

13.  Voici  quelques  exemples  tres  simples  de  fonctions  olotropes  (*). 

I.  Une  fonction  entiere  est  indefinimentolotrope,  et  admet  en  chaque 
point  des  olometres  de  grandeur  indefinie. 

II.  La  fonction 


(ar-^oKlr-Zo )''... 


oil  a?o  7o»  •••  designent  les  coordonnees  imaginaires  d'un  point  fixe, 
et  />,  y,  ...  des  entiers  positifs,  est  olotrope  dans  la  portion  d'espace 
(evidemmentnormale)  constituee  parl'ensembledes  points  ou  aucune 
des  differences  x  —  £c„,  y  —  r©.  . . .  ne  s'evanouit,  et  elle  admet  comme 
olometres  au  point  {x,y^ ...)  les  modules  de  ces  differences. 

111.  Lorsqu'une  serie  entiere  en  a?  —  ^0.  y  —Jo*  •  •  •  admet  quelque 
systeme  de  rayons  de  convergence  (et  par  suite  une  infinite;,  sa  somme 


(• )  Nouveau  Prcvbi,  p.  4^  et  43. 
(»)  Ihid.,  p.  44  et  45. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


MAY    14   189! 


SUR    LES    PRINCIPES    DE    LA    TIIEOUIE   GENERALE    DES    FONCTIONS.  73 

a  une  valeur  bien  determinee  en  chaque  point  oil  les  differences .r  —  Xo, 
V  — j^o.  •••  presenlent  des  modules  respectivement  inferieurs  anx 
rayons  de  quelqu'un  des  systemes;  cette  somme  est  done  une  fonction 
(le  or,  V,  .  .  dans  Fespace  (evidemment  normal)  forme  par  rensemblo 
des  points  en  question. 

Cela  pose,  on  prouve  facilement  :  i®  que  la  somme  de  notre  serie 
est  une  fonction  olotropedeir,j,  ...  dansTespaceainsidefini;  2**qu'en 
designant  par  a:,  y,  ...  les  coordonnees  imaginaires  d'un  point  quel- 
conque  de  ce  dernier,  et  par  R^,  R^,  ...  des  rayons  de  convergence 
choisis  de  maniere  a  rendre  positives  les  differences 

Rx— mod(ar  — :ro),     Ry—  mod(j'— Vo),     •    -, 

la  fonction  admet  comme  olometres  en  (oc,y, . . .)  les  differences  dont 
il  s'agit. 

1 4  (* ).  Si  une  fonction  f{x,  r, .  ..)est  olotrope  dans  un  espace  donne, 
les  coefficienls  du  developpement  de  f(^x  -h  A,  y  -4-  ^,  . . . )  ^/t  une  serie 
entiere  par  rapport  a  h^  k,  ...  sont  des  fonctions  de  a?,  y,  ...  olotropes 
dans  le  mSme  espace ^  et  admettant  en  chaque  point  de  ret  espace  les  olo- 
metres de  la  proposee. 

En  premier  lieu,  cliacun  des  coefficients  dont  parle  Tenonce  a  une 
valeur  determinee  en  tout  point  (a?,  y,  ...)  de  Tespace  donne  et  peut 
des  lors  y  etre  considere  comme  une  fonction  des  memes  variables  in- 
dependantes  que  la  proposee.  Designons,  en  effet,  par  (ar,  j, . . .)  un 
point  determine  quelconque  de  cet  espace,  par  A,  ^,  . . .  des  accroisse- 
ments  variables  attribues  aux  valeurs  initiates  a?,^,  . . .,  et  supposons 
qu'a  partir  de  ces  dernieres  la  valeur  de  la  fonction  soit  exprimable 
par  un  premier  developpement  entier  en  A,  A,  ...  avec  les  olometres 
Ojp,  Sy,  . . .,  puis  par  un  second  developpement  de  meme  nature  avec  les 
olometres  o^,  o^,  ....  Si  Ton  nomme  alors  o^,  S'^,  ...  des  quantites 
positives  satisfaisant  aux  relations 


^^  =  M 


3, 


(*)  Nouveau  Precis,  p.  |6. 
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les  deux  developpements  dont  il  s'agitont  des  sommes  egales  tant  que 
le  point 

(lo)  (j;^h,y-^k,  ...), 

sans  sortir  de  Tespace  propose,  donne  lieu  aux  inegalites 

raod/i<d;,        niodA<o;, 

lis  ont  done  leurs  coefficients  semblables  respectivement  egaux, 
puisque  cet  espace  est  normal  (8)  (11). 

En  second  lieu,  si  Ton  designe  par/y,,^...(j7,  v,  . . .)  le  coefficient  de 
hPkf^ ...  dans  le  developpement  de/(a?  -f-/',y  -h^, . . .)»  '^  quantite 

est  exprimable,  dans  les  memes  limites  que  cette  derniere,  a  Taide 

d'une  serie  en  A,  k, EfTectivement,  si  le  point  (lo)  de  Tespace 

considere  donne  lieu  aux  relations 

mod  h  <  (Jj:,         mod  k  <  6^ ,         . . . , 

oil  Oj;,  0^,  ...  designent  les  olometres  de  la  fonclion  proposee  en 
{x, y, . ..),  el  si  le  point 

du  meme  espace  donne  lieu  aux  relations 

mod  h  H-  mod  h'  <  d^^,         mod  k  -\-  mod  k'  <  Oy,         .  . . , 

on  pent,  apres  avoir  developpe  f{x  -h  A  -h  A',  j  -h  *  -h  ^',  . . . )  en  une 
serie  entiere  par  rapport  aux  sommes  h-\-h\  k-\-  k\  . . .,  transformer 
celle-ci  en  une  serie  entiere  par  rapport  a  toutes  les  quantites  A,  X-,  .... 

h\  k\ Or,  dans  cette  nouvelle  serie  ordonnee  par  rapport  a  h\ 

k\  ...,  le  coefficient  de  h'^k'^ ...  constitue  le  developpement  cherche 
(le  Texpression  (i  i). 

15.  Supposons  actuellement  qu'au  lieu  d'attribuer  a  toutes  les  va- 
riables sans  distinction  des  accroissements  a  partir  de  valeurs  ini- 
tiates determinees,  on  en  attribue  seulement  a  quelques-unes  d'entre 
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elles.   Partageons  a  cet  effet  les  variables  independantes  en  deux 
groupes 


X,        .  .  .  , 

/,    ..., 

et,  considerant  une  fonction/(ar, . . .,  j,  . . .),  olotrope  dans  un  espace 
donne,  designons  par  {x,  . . . ,  j, . . .)  un  point  determin6  de  cet  espace, 
par h,  ...  des  accroissements  attribues  a  or,  . . .;  supposons  enfin  que, 

^x»       •  •  •  > 

3^,     ... 
designant  des  constantes  positives,  la  quantite 

soit  exprimable  a  I'aide  d'une  premiere  serie  entiere  en  A,  ...,  tant 
que  le  point 

(12)  (a:-f-/i,  ...,7,  ...), 

sans  sortir  de  Tespace  considere,  donne  lieu  aux  inegalites 

mod/i<(5;c,        ...; 

puis,  qu'elle  soit  de  meme  exprimable  a  Taide  d'une  deuxieme  seric 
entiere,  tant  que  le  point  (12),  sans  sortir  de  Tespace  en  question, 
donne  lieu  aux  inegalites  analogues 

mod  A  <c  5^,         .... 

Si  Ton  nomme  alors  S^,  ...  des  quantites  positives  satisfaisant  aux 
relations 

"At 

Ics  deux  developpements  dont  il  s'agit  ont  des  sommes  egales,  tant 
que  le  point  (12),  sans  sortir  du  meme  espace,  donne  lieu  aux  rela- 
tions 

modA<3^,     ..., 

et  il  resulte  encore  des  n°*8  ct  H  que  les  coefficients  de  leurs  termes 
semblables  sont  respectivement  egaux. 
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En  consequence,  le  devehppemenl  unique  de  la  quaniite 

f{x-^h,  ...,  r,  ...) 
peut  sobtenir  en  faisanl  k  =  o,  ...  dans  celui  de  la  quaniite 

f{x  4-//,  .. .,  )-+-A-.  .. .). 

16.  Si  Ton  (lesigne  par/(a7,  y,  .. .)  une  fonction  olotrope  dans  un 
espace  donne,  le  tcrme  indepcndant  de  A,  A:,  ...  dans  le  developpe- 
inent  de  f{x  -h  /i,  v  -h  X:,  . . .)  est  precisement  f{x,  y,  . . .).  Les  coef- 
ficients des  premieres  puissances  de  A,  ^,  ...  se  nomment  les  derivees 
premieres  de/(.r,  v,  • . .)» prises  par  rapport  a  x,  y,  ., .  respeclivement. 

En  vertu  du  numero  precedent,  le  coefficient  de  la  premiere  puis- 
sance de  h  dans  le  developpemenl  de  /(.r  -h  A,y  -h  ^, ...)  est  le  meme 
que  dans  celui  de/(^  +  A,  v,  ...).  Pour  obtenir  la  derivee  premiere 
de  f{x,  y,  . . .)  par  rapport  a  x,  on  peut  done  operer  comme  si  x  etait 
la  seule  variable,  en  considerant  les  autres  comme  momentanement 
reduites  a  des  constantes,  ce  qui  ramene  toujours  le  calcul  d'une  de- 
rivee premiere  au  cas  d'une  seule  variable  independante  (*). 

Comme  les  derivees  de  /(-c,r,  ...)  sont  olotropes  dans  le  meme 
espace  que  la  proposee  et  avec  les  memes  olometres  en  chaque 
point  (11),  elles  ont  des  derivees  jouissant  de  cette  propriete;  de 
meme,  pour  celles-ci,  leurs  propres  derivees,  etainsi  de  suite  indefi- 
niment.  Ces  derivees  de  derivees  sont  les  derivees  partielles  de  tous 
ordres  de  f{x^  y,  . . .)  (^). 

On  prouvera  facilement  : 

i^  Qu'w//^  derivee  d'ordre  superieur  depend  uniquement  des  nombres 
exprimant  combien  de  fois  on  a  derive  par  rapport  a  diaque  variable  ^ 
dans  quelque  ordre  que  ces  operations  partielles  aient  pu  i^tre  execu- 
tees{^)\ 

2*'  Que  la  derivee  d' ordres  partiels  p,  y,  . . .  de  f(^x,  y,  . . .)  est  e'gale 
au  produit   quon    oblient   en    multipliant  par   le  facteur   numerique 


(*)  youvcau  Precisy  p.  47- 

(»)  Ihld,,  p.  4y. 

(')  Ihid.j  p.  19  cl  DO. 
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I.  2.  . ./?.  • .  2. . .  y. . .  le  coefficient  de  h^k^. . .  dans  le  developpement  de 

17.  Toute  fonction  olotrope  est  continue  (14*). 

Cette  proposition  resulte  de  la  continuite  des  series  entieres,  com- 
binee  avec  la  definition  du  n"  12. 

18.  Si  dans  un  espace  (normal),  oil  la  fonction  f(^x,y^ . .  .)des  n  varia- 
bles imaginaires 

est  supposee  olotrope,  on  considere  une  portion  limitee  et  complete  E  (^nor- 
maie  ou  non)  (2),  /e^  olometres  def{x,  y, . , ,)  enun  point  variable  de  la 
portion  dont  il  sagit  restent  toujours  au  mains  egaux  a  certaines  quan- 
lites  positives  fixes. 

I.  S*il  existe  dans  la  portion  E  quelque  point  oil  Van  au  moins  des 
olometres  tombe  forcement  au-dessous  de  la  constante  positii^e  co,  on  peut, 
suivant  une  loi  bien  determinee,  assigner  dans  cette  portion  un  point  tel 
que  run  au  moins  des  olometres y  soit  forcement  <  co. 

L'espace  E,  etant  limite,  se  trouve  entieremcnt  contenu  dans  quelque 
intervalle  complexe  ^,  (3).  Divisons  en  deux  parties  egales  chacun 
des  2/1  intervalles  simples 

<kX',    x',k\\    y,hY\    /;aY%     ... 

de  Tassociatibn  desquels  ce  dernier  resulte,  ordonnons  les  intervalles 
complexes  partiels  fournis  par  cette  subdivision  (6*,  11),  et  appe- 
lons  ^2  'c  premier  d'entre  eux  contenant  quelque  point  de  E  oil  Tun 
au  moins  des  olometres  def(x,y,  ...)  tombe  forcement  au-dessous 
de  0).  En  operant  sur  Tintervalle  ^a  comme  nous  Tavons  fait  sur^,, 
et  ainsi  de  suite  indefiniment,  nous  obtiendrons  une  succession  illi- 
raitee  d'intervalles  complexes 

jouissant  de  la  triple  propriete  que  nous  allons  enoncer  : 
1°  Chacun  d'eux  fait  entierement  partie  du  precedent; 


( * )  Nouveau  Precis,  p.  5 1 . 
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2°  Celui  de  rang  q  est  forme  d'intervalles  simples  ayant  pour  gran- 
deurs respectives  les  valeurs  numeriques  de 

^  —  -^0      ^      '^0      '^     y^      *      yp 

3^  Chacun  des  intervalles  (i3)  contient  quelque  point  de  E  oil  Tun 
au  moins  des  olometres  tombe  forcement  au-dessous  de  w. 

Cela  pose,  nous  designerons  par  {u\  la  variante  complexe  (4*) 
ayant  pour  coordonnees  reelles  les  valeurs  extremes  minima  des  2/1  in- 
tervalles simples  dont  est  forme  ^^,  et  nous  demontrerons  successive- 
ment  les  points  suivants  : 

I**  Z/a  variante  complexe  (u)^  tend  vers  une  limite  (u),  situee  dans  I* an 
quelconque  des  intervalles  (i3);  car  la  distance  des  deux  points  (w)^, 
(w)^^r»  inferieure  a 

('4)     ^v/(X'-x'or^(X'-o'-f-(r-.v;)*+(Y'-yo)*-H..., 

est  infiniment  petite  pour  q  infini,  el  le  point  {ji)q^r  reste  compris, 
quel  que  soit  r,  dans  Tcspace  complet  ^^  (4*)  (5*). 

2**  Le  point  {\j^  fait  necessairement  partie  de  Vespace  E. 

Car,  dans  le  cas  contraire,  Tintervalle  ^^  contiendrait,  en  meme 
temps  que  (u),  quelque  point  de  I'espace  dont  il  s'agit,  et  la  distance 
de  (u)  a  un  pareil  point  pourrait  ainsi  devenir  inferieure  a  la  quan- 
tite  (i4)>  par  suite  a  toute  quantite  donnee.  Or  c'est  la  une  conclu- 
sion absurde,  puisque  I'espace  donne  est  complet,  et  que  le  point  (u), 
s'il  n'y  est  pas  compris,  ne  pent  lui  etre  que  completement  exte- 
rieur  (2). 

3**  Les  olometres  def{x,y^  . . .)  au  point  (u  )  ne peuvent  etre  d  la  fois 
super ieurs  a  o). 

Supposons,  en  cffet,  qu'ils  le  soient  tous,  designons  par  ?,  yj,... 
les  coordonnees  imaginaires  du  point  (u),  par  S5,  S^j,  ...  les  olometres 
dont  il  s'agit,  et  para?,  y, ...  les  coordonnees  imaginaires  d'un  point 
quelconque  commun  a  E  et  a  ^^.  A  partir  d'une  valeur  de  q  suffisam- 
ment  grande,  les  modules  de  .r  —  5,  y  —  yj,  ...  tombent  au-dessous 
de  toute   quantite  donnee,  parce  qu'ils  sont  inferieurs   a  Texpres- 
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sion(i4).  Des  lors,  les  olometres  de  la  fonction  en  ^, ^,  . ..,  au  moins 
egaux  aux  differences 

d^— mod(jc  — 0,    5^— mod  (7  — -m),     ... 

(13,  III),  deviennent  superieurs  a  co  pour  q  suffisamment  grand,  cc 
qui  est  impossible,  puisque  le  point  (a:, y,  ...)  pent  toujours  etre 
choisi  de  maniere  que  Tun  au  moins  des  olometres  y  tombe  forcement 
au-dessous  de  cette  quantite. 

II.  Adoplons  pour  un  instant  la  conclusion  contraire  a  celle  de  notre 
enonee  general,  et  admettons  que,  en  designant  par  o)  une  quantite 
positive  de  petitesse  arbitraire,  il  existe  quelque  point  de  E  oii  Tun 
au  moins  des  olometres  tombe  forcement  au-dessous  de  w.  En  desi- 
gnant par  m  un  en  tier  positif  arbitraire,  et  prenant  (o  =  ~,  il  exislo, 
d'apres  Talinea  I,  quelque  variante  complexe  (4*) 

tombant  constamment  dans  Tespace  E,  et  telle  que,  au  point  (r),„,  Tun 
au  moins  des  olometres  de  /(^,j, ...)  soit  forcement  ^  — •  La  va- 
riante {y^m  i^e  sortant  jamais  d'un  espace  limite,  une  variante 

convenablement  extra! te  de  (i'm),  sera  convcrgente  (6*),  et  Tun  au 
moins  des  olometres  de  f{oc,y, . . .)  y  sera  forcement  inferieur  ou  au 

plus  egal  a  la  variante  infiniment  petite  — ;  sa  limite  (S,  H, . ..)  sera 

d'ailleurs  situee  dans  Tespace  E  (5*).  Or,  si  Ton  nomme  Sr,  o„,  ... 
les  olometres  de  la  fonction  en  (S,  H,  ...),  celle-ci  admettra  en 
(j?^*\  v-*\  ...)  des  olometres  au  moins  egaux  a 

32— mod(E  — ^-^-^0,    3h— niod(H— j'^0»     ■•- 

c'est-a-dire  a  des  quantites  tendant  vers  les  limites  positives  ot, 
Sh,  ...  pour  k  infini,  et  finissant,  contrairement  a  ce  qui  precede,  par 

etre  toutes  superieures  a  la  variante  infiniment  petite  — 
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10.  Etant  donnes  une  fonclion  olotrope  dans  un  espace  {normal) 
qiielconque,  el  un  arc  continu  trace  dans  cet  espace,  les  olometres  de  la 
fonction  en  un  point  loanable  de  Varc  dont  il  s'agit  restent  toujours  au 
moins  egaux  a  certaines  quantites  positives  fixes. 

I .  En  designant  par 

Zf        •  •  •  > 

,S     C,      ... 

deux  groupes  de  variables  reelles  en  nombres  respectivement  quelconques, 
si  les  fonctions  reelles 

(«.*>)  Z(.s/,  ...),    ..., 

en  mSme  nombre  que  les  variables  du  premier  groupe,  sont  toutes  conti- 
nues (7*)  dans  un  m6me  espace  E,,^,... ,  et  si  le point  obtenupar  V associa- 
tion de  leurs  vaJeurs  (i5)  ne  sort  jamais  d'un  espace  Eg^...  oil  la  fonction 
reellef^z^  . .  ,)jouisse  de  cette  propriete\  la  fonction 

/[Z(.v,^...),  ...] 
est  continue  dans  l' espace  E,, ,,.... 
Soiont  en  effet 

(.Vo./o'  ...)  un  point  fixe  de  E,,,,...; 

:?„,  ...  les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  (i 5); 

a  un  nombre  positif  choisi  a  volonle; 

^  un  deuxieine  nombre  positif  tel  que  la  difference 

/(.-,  ...)-/(3o,  ...) 

soit  numeriquement  inferieure  a  a,  toutes  les  fois  que  le  point (:?,  ... ) 
de  Tespace  E^ ...  satisfait  aux  relalions 

val.  num.  (z  —  Zo)<^,         . . .; 
Y  un  dernier  nombre  positif  tel  que  les  differences 

Z(s,t,  ...)  — Z(.?o,  ^0,  '■'), 


soient  toutes  numeriquement  inferieures  a  ^,  des  que  le  point  (s, /,...) 


Digitized  by 


Google 


SUR   LES    PRINCIPES    DE    LK   THI&ORIE   G^NI&RALE   DES    FONCTIONS.  8 1 

de  Fespace  E,.,,...  satisfait  aux  relations 

(i6)  val.  num.  (5  — 5o)<y,        val.  num.  (/— -  ^o)  <7»         

Cela  pose,  on  voit  immediatement  que  la  difl'erence 

/[Z{^,^...),...]-/[Z(^o,^o, ...),...] 

est  numeriquement  inferieure  a  a,  des  que  le  point  (5,  /,...)  de  Tes- 
pace  E,,,,...  satisfait  aux  inegaliles  (iG). 

II.  Si  Ton  designe  par  m  un  entier  positif,  et  que  Ton  considere  la 
fonction  reelle  et  positive  "\z  dans  Tespace  que  definit  la  relation 
::^o,  il  suffit,  pour  que  la  difference  de  deux  valeurs  de  la  fonction 
soit  numeriquement  inferieure  a  a,  que  la  difference  des  valeurs  de  z 
soit  numeriquement  inferieure  a  a"'. 

.4  plus  forte  raison  cette  fonction  est-elle  continue  dans  Vespace  dont  il 
sagit. 

III.  Si,  dans  Vespace  indefini  relatif  au  groupe  des  variables  5,  . . . , 
on  considere  un  arc  continu  dependant  du  groupe  des  variables  reelles  s, 
/,  . . .  (3),  la  distance  du  point  fixe  (s^, . . .)  de  cet  espace  a  un  point 
variable  (5,  . . .)  de  cet  arc  est  une  fonction  continue  de  5,  /,  ...  dans 
I'intervalle  complexe  oil  ces  dernieres  quantites  sont  a^sujetties  a  se  mou{>oir, 

II  suffit  d'observer  que  la  distance  en  question  se  deduit  de  Tcxpres- 
sion 

en  y  rempla^ant  les  variables  z,  ...  par  leurs  valeurs  tirees  des  for- 
mules  qui  definissent  Tare,  puis  de  combiner  avec  la  continuite  des 
functions  entieres  les  alineas  I  et  II  du  present  numero. 

IV.  Comme  un  intervalle  complexe  jouit  evidemment  de  la  propriete 
d'etre  limite  et  complet  (2),  il  resulte  en  particulier  de  Talinea  III  : 
I**  que  la  distance  au  point  (o, . . .)  d'un  point  variable  (5,  . . .)  de  Tare 
reste  constamment  inferieure  a  quelque  quantite  fixe  (10*);  2°  que 
la  distance  du  meme  point  variable  a  un  point  fixe  {z^^ . . .)  non  situe 
sur  Tare  reste  constamment  superieure  a  quelque  quantite  positive 
fixe  (11*). 

La  proposition  que  nous  avons  en  vue  se  presente  alors  comme  une 
consequence  immediate  de  celle  du  numero  precedent. 

j4nn.  de  I' Ac,  Normale.  3"  Serie.  Tome  VHI.  —  Mars  1891.  1  i 
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20  (*).  Soienl 

fi^^y*  •••)  une  Jonction  ololrope  admetlanl  comme  olometres  les  con- 
stantes  positives  S^,  S^,  ...  dans  une  portion  Umitee  {normale  ou  non) 
de  Vespace  oil  on  la  considere; 

0^.,  0,.,  . . .  des  constantes  positives  respectivement  inferieures  aiix  prere- 
denies ; 

le  developpement  de  la  fonction  proposee  par  la  formule  de  Taylor  a 
partir  des  valeurs  initiates  ^,  y,  ... 

Cela  etant,  on  pent  assigner  une  quantite  positive  au-dessous  de  laquelle 
tomhe  constamment  le  module  du  developpement  (17),  pour  tous  les  sys- 
femes  de  valeurs  de  x,  y,  ...  correspondant  aux  divers  points  de  la  por- 
tion Umitee  dont  ilsagit,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  t,  ...  de  modules 
respectivement  inferieurs  ou  egaux  a  S^,  S'^, 

21  (*).  Si  du  developpement  (17)  on  extrait  une  sine  pirtielle  en  y 
prenant  tels  termes  quon  voudrUy  et  les  divisant  par  tel  monome  entier 
en  h,  k,  .,.,  h^k'^ . ,.,  quils  pourraient  avoir  comme  facteur  commun,  la 
somme  des  modules  reste,  dans  les  limites  ci-dessus  specifie.es  (20),  con- 
stamment  inferieure  a  quelque  quantite  positive  fixe, 

22  (').  Soient  f{x,y^  . . .)  une  fonction  olotrope  admettant  les  olo- 
metres 5j.,  0^.,  . . .  dans  une  portion  determinee  de  Vespace  oil  on  la  consi- 
dere, et  S^.,  S'^,  . . .  des  quantites  positives  respectivement  inferieures  (i 
ceux'ci :  si  pour  tous  les  systemes  de  valeurs  de  x^  y,  ...  correspondant 
aux  divers  points  de  la  portion  dont  il  s'agit,  et  pour  toutes  les  mleurs  de 
h,  k,  , . .  de  modules  inferieurs  ou  egaux  a  S^,  S^,  . . . ,  fe  developpement 
par  la  formule  de  Taylor  de  f(^x  -h  h,  y  -+-  A',  . . .)  cotiserve  un  module 
constamment  inferieur  a  la  quantite  positive  M,  la  derivee  d'ordres  par- 


p)  youveau  Precis,  p.  "ij  ct  58. 
(»)  Ilntl,,  p.  65. 
( 3 )  Ihid.,  p.  86. 
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tiek  p^qy  ...  de  f{x^  y,  . . .)  conserve,  dans  toute  Vetendue  de  la  portion 
considerecy  un  module  consiamment  inferieur  a 


Mi4^^ 


23  ( * ).  Lorsque  deux  foncdons,  olotropes  dans  un  mfme  espace,  y  sonl 
identiquement  egales,  leurs  derwees  semblables  le  sonl  aussi, 

Inversement,  deux  fonciions,  olotropes  dans  un  m^me  espace  con- 
tinu  (4),  y  sont  identiquement  egales,  si,  en  quelque  point  de  cet  espace, 
les  valeurs  de  I'une  d'entre  elles  et  de  ses  diverses  derivees  sont  respective- 
ment  egales  a  celles  de  V autre  et  de  ses  derivees  semblables. 

21.  Soient  f{x,  y,  . . .)  une  fonction  olotrope  dans  un  espace  continu, 
et 

.1*1,       J7j,        .  .  •  r       '^ my        •  •  •  t 

y'\j      jKlJ        •  •  •  >      J'r»  •  •  ■  > 

•••>       •••»        •  •  •  >       •  •  •>         .  •  ■  . 

des  suites  illimitees  dans  chacune  desquelles  les  termes  sont  tous  inegaux. 
Si,  a  partir  de  valeurs  suffisamment  grandes  de  m^  r,  ...,  le  point 
(^m*  yr*  •  •  •)  ^^^  constamment  sitae  dans  quelque  portion  limitee  et  com- 
plete (2)  de  I* espace  donl  il  sagit,  et  quen  m^rne  temps  la  quantite 
/{Xfny  yr%  •  •  •)  soit  constamment  egale  a  zero,  la  fonction  f  {x  ^  y^ . ..)  est 
identiquement  nuUe  dans  V espace  donne, 

25.  Soient 

X\     /,       ... 

n  variables  imaginaires  partagees  en  deux  groupes;  E,  E'  certaines  por- 
tions des  deux  espaces  indefmis  qui  correspondent  respectivement  a 
c^s  deux  groupes  de  variables,  et 

(i8)  (E,  E') 

la  portion  de  Tespace  indetini  a  2/1  dintensions  qui  resulte  de  la  con- 
sideration simultanee  des  precedentes.  II  est  extremement  facile  de  se 

(>)  Nouveau  Pr^cix,  p.  6i,  6a  et  63. 
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convaincre  :  i^  que  si  chacuii  des  espaces  E,  E'  est  normal.  Tun  par 
rapport  au  groupe  07,7,  . ..,  Tautre  par  rapport  au  groupe  x\  y\  ..., 
Tespace  (E,  E')  jouit  de  cette  propriete  par  rapport  a  Tensemble  de 
toutes  les  variables;  2*'  que  si  chacun  des  espaces  E,  E'  est  continu, 
Tespace  (E,  E')  ne  peut  manquer  dc  Tetre  aussi. 

Cela  pose  : 

Si  I'espace  (^\%)  est  compose  avec  deux  espaces  normaiix,  el  si  Ui  f one- 
lion  f{x,  y,  . . . ,  a?',  r', . . .),  ololrope  dans  I'espace  en  question,  y  est  in- 
dependanle  des  valeurs  allribuees  aux  variables  jj,  j,  . . . ,  toule  deriK'ee 
inleressanl  quelquune  de  ces  dernieres  (^avec  ou  sans  les  uariab/es  x\ 
y\  . . .)  sy  annule  idenliquemenl. 

Inversement,  en  supposanl  Vespace  (18)  compose  avec  deux  espaces 
normaux  el  conlinus,  la  fonclion  f{Xy  y, . . . ,  a?',  y ,  . . .),  ololrope  dans 
respace  en  question,  y  est  independanle  des  valeurs  allribuees  aux  varia- 
bles x^y^  . . . ,  lorsque  ses  derivees  du premier  ordre  relatii^es  a  ces  variables 
sy  annulenl  toutes  idenliquemenl  ( * ). 

26.  Nous  avons  vu  a  Talinea  111  du  n°  13  qu*une  serie  entiere  en 
X  —  x^^  y  —yof  ••  •  (admettant  quelque  systeme  de  rayons  de  conver- 
gence) definit  une  fonction  olotrope  de  a?,  j,  ...  dans  I'espace  forme 
par  Tensemble  des  points  interieurs  a  divers  systemes  de  circonfercnces 
respectivement  decrites  de  x^,  y^^,  . . .  comme  centres.* 

Reciproquement  (*),  toule  fonction  ololrope  dans  un  pareil  espace  y 
est  exprimable  a  Vaide  d*un  seulet  mime developpemenl  enlier  en  x  —  x^^ 
y  —  y^^  ...»  qui  coincide,  nalurellemenl,  avec  celui  de  Taylor,  effect ue  a 
partir  des  valeurs  initiales  x^^y^ 

En  particulier,  si  une  fonction  /(j;,  j,  ...)  est  indefinimenl  olo- 
trope (12),  le  developpement  de  /(^o  "+■  ^»  JoH"  ^f  •  •  •)  ^^^  applicable 
quels  que  soient  et  les  valeurs  initiales  x^^  y^^  ...  et  les  accroisse- 
ments  A,  k^  .... 

27  (').  On  appelle  composition  des  fonctions  I'operation  qui  con- 

(1)  En  supposanl  que  le  nombre  de  variables  imaginaires  du  groupe  x\  y,  . . .  se  r^- 
duise  k  z6ro,  on  retombe  sur  une  proposition  enonc6e  a  la  page  63  du  Nouveou  Precis. 
(•)  NouvecM  Precis,  p.  87  k  91. 
(»)  Ibid.,  p.  98  et  suiv. 
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siste  ksubstituersiux  variables m,  v,  ...  d'une fonction  donnee/(//,r, . . .) 
autant  de  fonctions  donnees 

('9)  U(ar,/,  ...),    V(x,.v,  ...),     ... 

d'autres  variables  a-,  j,  . . . ,  ce  qui  engcndre  evidemment  une  nouvelle 
(unction  de  ces  dernieres, 

¥(x,y,  . . .)  ==/[U(j-,7,  . . .),  V(a:,/,  ...),...]. 

Relativement  a  cette  operation,  les  fonctions  (19)  sont  dites  sirnplesy 
/(u,i\  ...)  se  nomme  la  fonction  composante,  et  F(ar,j, ...)  la  fonc- 
tion composee. 

Cela  pose,  si  les  fonctions  simples  (19)  sont  toutes  olotropes  dans  un 
espace  Ej.,j,,... ;  si  la  composante  f{u^  ^,  • . .)  jouit  de  la  m^me  propriete 
dans  un  espace  E„,^,... ;  si  enjin  les  i^aleurs  des  fonctions  simples  en  chaque 
point  du  premier  sont  les  coordonnees  imaglnaires  de  quelque  point  dn 
second^  la  fonction  composee  F(j;,  y,  . . .)  est  certainement  olotrope  dans 
le premier  espace. 

En  outre,  le  developpement  dc  la  fonclion  composee  a  partir  dn 
point  initial  (^^Jo*  •  •  •)»  ai'bitrairemenl  choisi  dans  Ej.,j,,...,  pent  s'ob- 
tenir  en  combinant  le  developpement  de  la  composante,  effectue  a 
partir  des  valeurs  correspondantes  u^,  ro#  •••  ^'^^  fonctions  simples, 
avec  ceux  de 

elTectues  a  partir  de  iCo»  Jo*  .-•  -  il  suffit  de  remplacer  respectivement 
par  les  derniers  developpements  les  differences 

qui  figurent  dans  chaque  terme  du  premi-er,  d'appliquer  a  chaque 
resultat  la  r^gle  de  tnultiplication  des  series,  de  former,  sans  omis- 
sion ni  repetition,  une  serie  procedant  suivant  les  termes  elemen- 
taires  des  series  partielles  ainsi  obtenues  et  d*operer  finalement  la 
reduction  des  termes  semblables  en  a:  —  Xp,  y  —  jo> 

28  ( * ).  Designons par 
(20)  /i(^,J,  ...),    /t(^,J,  •••),     ...»    A(^»7,  ...),     ... 

(«)  Nouveau  Precis,  p.  10961  no. 
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des  fonclions  toules  olotivpes  dans  an  m6me  espace,  el  supposens  que^  pour 
chaque  point  particulier  (x^.yQ,  . ..)  de  Vespace  en  question,  on  puisse 
assigner  :  i°  un  systeme  d'olometres  S^.,  o^.,  ...  commun  en  ce point  a 
toutes  les  fonctions  de  la  suite  (20),  mais  loanable  d'un  point  a  r autre; 
2^  un  groupe  de  quantites  positives 

et  une  serie  com^ergente  a  termes  posit  if s 

variables  encore  d'un  point  a  iaiUre^  et  tels  que  les  de^^eloppements  par 
laformule  de  Taylor  des  quantites 


fg{'r^-^li,yQ^k,  ...), 


conservent  des  modules  respectivement  inferieurs  a  M,,  M^,  . . . ,  !M^, 

pour  toutes  valeurs  de  h,  k^  ...  de  modules  respectivement  inferieurs  on 

egaux  a  S^,  0^., 

Cela  etant,  la  sofnme  de  la  serie 

absolument  convergente  dans  toute  Vetendue  de  Vespace  donne,  y  est  en 
outre  une  fonction  olotrope  de  x^  y^  . . . ,  et  les  olometres  de  cette  derniere 
en  (oJo.yo*  •  •  •)  ^^^^  ^'^  moins  egaux  a  S^,  S^,  .... 

Cette  somme /(^,  r, . ..)  se  differentie  d'ailleurs  terme  a  terme, 
comme  s'il  s'agissait  d'une  serie  entiere  ou  d'un  simple  polynome. 

Enfin,  pour  obtenir  le  developpement,  a  partir  des  valeurs  particu- 

lieres  x^^ y^,  . . .,  soit  de  la  fonction  f{x^y^ . ..),  soit  de  quelqu'une 

de  ses  derivees,  il  suffit  de  considerer  la  serie  ayant  pour  termes  les 

developpements  correspondants  soit  des  fonctions  (20),  soit  do  leurs 

derivees  semblables,  de  la  transformer  en  une  autre  (absolument  con- 

vergente)  procedant  suivant  les  termes  elementaires  des  series  par- 

tielles,  et  d'operer  dans  la  serie  resultante  la  reduction  des  termes 

semblables  en  a?  —  ^ofj— 7o» 

{A  suivre.) 
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RECHERCHES  GEOMETRIQUES  MODERNES, 

Par  M.  Felik  KLEIN  (*), 

PROFESSeUR    A    l'uMVERSITE     DE    GtiETTlNGLE. 


Prop^rammc  publie  k  roccasion  de  Tcntree  k  la  Faculty  de  Philosophic 
el  au  Senat  de  TUnivcrsit^  d'Erlangen,  en  1873. 


Traduction  de  M.  II.  FADE. 


Parmi  les  travaux  effectues  depuis  cinquante  ans  dans  Ic  doinaine 
de  la  Geometric,  le  developpement  de  la  Geometrie  projective  oceiipe 
la  premiere  place  (roerNole  I).  Si,  au  debut,  il  a  pu  sembler  que  les 
relations  diles  metriques  ne  pussent  lui  etrc  accessibles,  parce  qu'elles 
ne  sont  pas  projcctivos,  on  a  recemment  appris  a  les  concevoir  egale- 
ment  au  point  de  vue  projectif,  en  sorte  que  la  methode  projective 


(*)  Apres  Tapparilion,  il  y  a  a  pen  pr^s  iin  an,  dans  los  Annali  di  Matenuiticn ,  d'une 
traduction  ilalienne  do  mon  programme  d'Erlangcn,  j*ai  accepl6  d'aulant  plus  volonliers 
la  proposition  de  M.  Pad^  d'en  publier  aussi  une  traduction  frangaise  que,  actuellement,  la 
iheorie  des  groupes  semble,  plus  quo  jamais,  occuper  en  France  I'altention,  et  que,  par 
suite,  le  contenu  do  mon  programme  y  excitera  peut-6tre  quelque  int6ret.  Dans  la  traduc- 
tion italiennc,  j'avais  apporte  au  texte  un  petit  nomhre  de  modifications  et  ajout6  quelques 
notes  reel ifica lives;  elles  sont  passives  ici  sans  modification,  et  ont  6t6  6galemont  mises  en 
Evidence  dans  le  texte  au  raoyen  de  crochets  [  ].  Des  Iravaux  post6riours,  je  n'cn  ai  cit^' 
aucun,  quelque  pres  qu'ils  touchassent  le  sujet;  c'est  qu'un  compte  rendu  systomatique 
des  travaux  parus  depuis  187-2  est  une  tAche  de  longue  haleine,  qui  ne  me  semble  pas 
realisable  sans  un  reroaniement  complet  et  detail)^  des  id^es  ^mises  dans  mon  pro- 
gramme; je  puis  esp^rer  I'accomplir  dans  un  avenir  plus  61oign6.  F.  Klein. 
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embrasse  mainlenant  la  Geometrie  tout  entiere.  Los  proprietes  me- 
triques  n'y  apparaissent  toutefois  plus  comme  des  proprietes  intrin- 
seques  des  etres  de  Tespace,  mais  bien  comme  des  relations  de  ceux-ci 
avec  un  element  fondamental,  le  cercle  imaginaire  a  Tinfini. 

Si  Ton  compare  les  notions  de  la  Geometrie  elementaire  a  cette  ma- 
niere,  peu  a  peu  acquise,  de  considerer  les  etres  de  Tespace,  on  est 
conduit  a  rechercher  un  principe  general  d'apres  lequel  on  puisse  edi- 
tier  les  deux  methodes.  Cette  question  parait  d'autant  plus  importante 
que,  a  cote  de  la  Geometrie  elementaire  et  de  la  Geometrie  projective, 
prennent  place  d'autrcs  methodes,  assurement  moins  developpees, 
auxquelles  il  faut  accorder  le  meme  droit  a  une  existence  propre. 
Ainsi,  la  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reciproques,  la  Geometrie  des 
transformations  rationnelles,  etc.,  geometries  qui,  dans  ce  qui  suit, 
seront  encore  mentionnees  et  oxposees. 

Kn  entreprenant  ici  I'etablissement  d*un  tel  principe,  nous  ne  deve- 
loppons  assurement  aucune  pensee  particulierement  neuve  :  nous  ne 
faisons  que  donner  une  expression  claire  et  nettc  a  ce  que  beaucoup 
ont  pense  d'une  faQon  plus  ou  moins  precise.  Toutefois,  la  publication 
de  considerations  destinees  a  etablir  un  tel  lien  a  paru  d'autant  plus 
justifieeque  la  Geometrie,  bien  qu'elle  soit  une  par  essence,  ne  s'est 
que  trop  scindee,  en  raison  du  rapide  developpcment  qu'elle  a  pris  dans 
ces  derniers  temps,  en  des  disciplines  presque  separees  (tWrNote  II), 
dont  chacune  continue  de  se  developper  presque  independamment 
des  autres.  Nous  avons  encore  eu  Tintention  particuliere  d*exposer  les 
methodes  et  les  points  de  vue  que  Lie  et  moi  avons  developpes  dans  de 
recents  travaux.  Malgre  la  diversitede  leurs  ol)jets,ces  travaux  se  sont 
rencontres  dans  la  maniere  generale  ici  exposee  de  considerer  les 
choses;  par  suite,  il  etait  en  quelque  sorte  necessaire  de  discuter 
egalement  celle-ci,  pour  les  caracteriser  quant  a  leurs  objets  et  a  leurs 
tendances. 

Si  jusqu'ici  nous  n'avons  parlc  que  de  recherches  geometriques,  il 
faut  comprendre  avec  elles  celles  relalives  aux  multiplicites  a  un 
nombre  quelconque  de  dimensions,  issues  de  la  Geometrie  quand  on 
fait  abstraction  des  figures  qui,  au  point  de  vue  purement  mathema- 
tique,  ne  sont  nullement  essentielles  {voir  Notes  III  et  IV).  L'etude 
des  multiplicites  comprend  tout  autant  de  genres  difTerentsque  cello 
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de  la  Geometrie,  et  il  y  a  lieu,  comme  pour  celle-ci,  de  mettre  en  Evi- 
dence ce  qu'ont  de  commun  et  de  different  des  recherches  entreprises 
independamment  Tune  de  Tautre.  Au  point  de  vue  abstrait,  il  n'eut  ete 
besoin,  dans  ce  qui  suit,  que  de  parler  de  multiplicites  a  plusieurs  di- 
mensions; inais,en  rattachant  Texposition  aux  notions  plus  familieres 
de  I'espace,  elle  devient  plus  simple  et  plus  intelligible.  En  partant 
de  la  consideration  des  etres  geo^etriques  et  en  developpant  sur  eux, 
comme  exemple,  les  idees  generales,  nous  suivons  la  voie  qu'a  prise  la 
Science  dans  son  developpement  et  qu'il  est  le  plus  profitable  d'adop- 
ter  pour  base  de  notre  exposition. 

Une  indication  preliminaire  du  contenu  de  ce  qui  suit  n'est  pas  pos- 
sible ici,  car  il  ne  pent  guere  etre  ramene  a  une  forme  plus  con- 
cise (*);  les  titres  des  paragraphes  donneront  la  marehe  generale  des 
idees.  J'ai  ajoute  a  la  fin  une  serie  de  Notes,  dans  lesquelles  j'ai  deve- 
loppe  davantage  des  points  particuliers  quand  cela  m'a  paru  utile  a 
I'exposition  generale  du  texte,  ou  bien  je  me  suis  efforce  de  separer  le 
point  de  vue  mathematique  abstrait,  qui  est  celui  adopte  pour  les  con- 
siderations du  texte,  de  points  de  vue  qui  lui  sont  associes. 

§  I.  —  Croupes  de  transformations  de  Tespace.  Croupe  principal. 

Probl^me  g^n^ral. 

Des  notions  necessaires  pour  les  considerations  qui  vont  suivre,  la 
plus  essentielle  est  celle  de  groupe  de  transformations  de  Tespace. 

La  composition  d^un  nombre  quelconque  de  transformations  de  Tes- 
pace  (')  redonne  toujours  une  telle  transformation.  Supposons  main- 
tenant  qu'un  ensemble  donne  de  transformations  ait  la  propriete  que 


(^)  Cette  concision  de  la  forme  est  un  d^faut  de  notre  exposition,  et  il  y  a  lieu  de 
craindre  qu*il  n'en  rende  Tintelligence  sensiblement  plus  p^nible.  Je  n'aurais  pu  toutefois 
y  remedier  que  par  une  exposition  beaucoup  plus  6tendue  ou  auraient  6t^  d6velopp6es  en 
detail  les  theories  particuli^res  qui  ne  sont  ici  que  touch6es. 

(>)  Nous  entendons  que  les  transformations  sont  toujours  appliqu^es  k  la  totality  des 
^i^menls  de  Tespace,  et  parlous  par  suite  purement  ct  simplement  de  transformations  de 
I'espace.  Les  transformations,  comme,  par  exemple,  celles  par  dua]it6,  peuvent  introduire, 
au  lieu  de  points,  des  6I^ments  nouveaux.  Dans  le  texle,  ce  cas  ne  se  distingue  pas  des 
autres. 

Ann.  de  i'Ac.  NormaU.  3"  Sertc.  Tome  Vlll.—  Mabs  i8qi.  12 
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toute  transformation  resultant  de  la  composition  d'un  nombre  quel- 
conque  d'entre  ellcs  appartienne  aussi  a  Tensemble,  il  constitue  ce  que 
Ton  nomme  un  groupe  de  transformations  (* ),  (^). 

L'ensemble  des  deplacements  (chaque  deplacement  etant  considere 
comme  une  operation  effectuee  sur  la  totalite  de  I'espace)  offre 
Texemple  d'un  groupe  de  transformations.  Un  groupe  qui  y  est  con- 
tenu  est  forme,  par  excmple,  par  les  rotations  autour  d'un  point  ('). 
Un  groupe  qui,  au  contraire,  16  contient  est  forme  par  Tensemble  des 
transformations  homographiques.  Par  contre,  Tensemblc  des  transfor- 
mations dualistiques  no  forme  pas  de  groupe,  car  deux  telles  transfor- 
mations redonnent,  quan  J  on  les  compose,  une  transformation  homo- 
graphique;  mais  on  obtient  de  nouveau  un  groupe  en  associant  les 
transformations  dualistiques  et  homographiques  (*). 

II  y  a  des  transformations  de  I'espace  qui  n'alterent  en  rien  les  pro- 
prietes  geometriques  des  figures.  Par  nature,  ces  proprietes  sont,  en 
effet,  independantes  de  la  situation  occupee  dans  Tespace  par  la  figure 
considerec,  de  sa  grandeur  absolue,  et  enfin  aussi  du  sens  (^)  dans 
lequel  ses  parties  sont  disposees.  Les  deplacements  de  Tespace,  ses 
transformations  avec  similitude  et  celles  par  symetrie  n'alterent  done 
pas  les  proprietes  des  figures,  non  plus  que  les  transformations  com- 
poseesavec  les  preccdentes.  Nousappelleronsg^roM/?e/?nWa/>a/  de  trans- 


(*)  [Cclte  definition  a  encoro  besoin  d*un  complc^ment  que  voici.  II  est  implicitcment 
siippos6,  dans  les  «;roupcs  du  texte,  que  toute  op^^ralion  qui  y  figure  est  accompagn^e  de 
reparation  inverse;  mais,  dans  le  cas  oil  il  y  a  une  infinite  d'operalions,  coci  n'est  nulle- 
raent  une  cons6quence  de  la  notion  meme  de  groupe;  c'cst  done  une  hypolhesc  qui  doit 
(Hre  exprcss^ment  adjointe  k  la  definition  du  groupe,  telle  qu*elle  est  donnee  dans  le  tcxte.] 

(*)  La  notion  et  la  denomination  sont  emprunt6es  a  la  theorie  des  substitutions  o{t  Ton 
traite,  non  des  transformations  d'un  champ  continu,  mais  des  permutations  d*un  nombre 
fini  de  grandeurs  discretes. 

(»)  Camille  Jordan  a  d6termin6  tous  les  groupes  con  tonus  dans  le  groupe  des  deplace- 
ments :  Sur  les  ^roupea  des  mouvementi'  {Annali  di  Matcniatica,  t.  U). 

(^)  U  n'est  d'aillcurs  nullement  necessaire,  bicn  qu'il  en  soit  toujours  ainsi  pour  tous 
les  groupes  que  nous  avons  k  mentionner,  que  les  transformations  d'un  groupe  s'y  pre- 
sentent  en  successions  continues.  Par  exemple,  les  deplacements  en  nombre  limit6  qui 
amenent  un  corps  regulier  a  se  recouvrir  ferment  un  groupe;  de  memo  ceux,  en  nombro 
illimitc,  qui  amenent  une  sinusoide  a  se  superposer. 

(5)  Par  sens,  il  faut  entendre  ici  cette  propri6t6  de  I'ordre  par  laquelle  une  figure  se 
distingue  de  sa  symetrique  (image  rcflecbie).  C'est  ainsi  que,  par  le  sens,  une  h^lice  dex- 
trogyre  se  distingue  d'une  liclice  l^vogyre. 
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formations  de  Tespace  rensemble  de  toutes  ces  transformations  (*); 
les  proprietes  geometriques  ne  sont  pas  alterees  par  les  transformations  du 
groupe  principal.  La  reciproque  est  egalcment  vraie  :  les  proprietes  geo- 
metriques sont  caracterisdes  par  leur  imparlance  relatis^ement  aux  trans- 
formations du  groupe  principaL  Si  Ton  considere,  en  effet,  un  instant 
Tespace  comme  ne  pouvant  se  deplacer,  etc.,  comme  une  multiplicite 
fixe,  chaque  figure  possede  une  individualite  propre;  des  proprietes 
qu'elle  possede  comme  individu,  celles-la  seules  sont  proprement  geo- 
metriques que  les  transformations  du  groupe  principal  n'alterent  pas. 
Cette  preuve,  formulee  ici  un  peu  vaguement,  se  degagera  plus  nette- 
ment  par  la  suite  de  Texposition. 

Faisons  maintenant  abstraction  de  la  figure  materielle  qui,  au  point 
de  vue  mathematique,  n'est  pas  essentielle,  et  ne  voyons  plus  dans 
Tespace  qu'une  multiplicite  a  plusieurs  dimensions,  par  exemple,  en 
nous  en  tenant  a  la  representation  habituelle  du  point  comme  element' 
de  I'espace,  une  multiplicite  a  trois  dimensions.  Par  analogic  avec  les 
transformations  de  Tespace,  nous  pouvons  parler  des  transformations 
de  la  multiplicity;  elles  forment  aussi  des  groupes.  Mais  il.n'y  aplus, 
comme  dans  Tespace,  un  groupe  qui  se  distingue  des  autres  par  sa  si- 
gnification; un  groupe  quelconque  n'est  ni  plus  ni  moins  que  tout 
autre.  Comme  generalisation  de  la  Geometric  se  pose  ainsi  la  question 
generale  que  voici  : 

Etant  donnes  une  multiplicite  et  un  groupe  de  transformations  de  cette 
multiplicite,  en  etudier  les  itres  au  point  de  vue  des  proprietes  qui  ne  sont 
pas  alterees  par  les  transformations  du  groupe. 

Si  Ton  adopte  la  faQon  actuelle  de  parler  dont,  il  est  vrai,  on  ne  se 
sert  que  pour  un  groupe  determine,  celui  de  transformations  lineaires, 
on  pent  encore  s'exprimer  ainsi  : 

On  donne  une  multiplicite  et  un  groupe  de  transformations  de  cette 
multiplicite;  developper  la  theorie  des  invariants  relatifs  a  ce  groupe. 

Tel  est  le  probleme  general  qui  embrasse  non  seulement  la  Geome-v 


(»)  Par  definition,  ces  transformations  forment  n^ccssairemont  un  groupe. 
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trie  ordinaire,  mais  aussi  les  methodes  geometriques  modernes  que 
nous  avons  a  passer  en  revue  et  les  diiTerentes  facons  d'etudier  lesniul- 
tiplicites  a  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  Ce  qu'il  faut  surtout 
remarquer,  c'est  Tarbitraire  qui  subsiste  dans  le  choix  du  groupe  de 
transformations  adjoint  a  la  multiplicite  et  la  faculte  qui  en  decoule 
d'accepter  egalement  toutes  les  methodes  de  traitement  des  qu'elles 
satisFont  a  la  conception  generale. 

§  II.  —  Coordination  des  groupes  de  transformations  dont  Tun  contient 
Tatitre.  L^s  difKrents  types  de  recherches  g^omMriques  et  leurs  rela- 
tions mutuelles. 

Puisque  les  proprietes  geometriques  des  etres  de  Tespace  restent 
inalterees  par  toutes  les  transformations  du  groupe  principal,  il  n'y  a 
evidemment  aucun  sens  a  rechercher  celles  de  ces  proprietes  qui  ne 
sont  invariantes  que  relativement  a  une  partie  de  ces  transformations. 
Cependant,  cette  question  se  legitime,  au  point  de  vue,  tout  au  moins, 
des  formules,  si  Ton  etudie  les  figures  de  I'espace  dans  leurs  rapports 
avec  des  elements  supposes  fixes.  Considerons,  par  exemple,  comme 
en  Trigonometrie  spherique,  les  etres  de  I'espace  avec  distinction  par- 
ticuliere  d'un  point.  La  question  qui  se  pose  tout  d'abord  est  celle-ci  : 
developper  les  proprietes  invariantes,  relativement  au  groupe  prin- 
cipal, non  plus  des  etres  memes  de  I'espace,  mais  du  systeme  qu'ils 
forment  avec  le  point  donne.  Mais  on  pent  la  poser  differemment :  etu- 
dier  les  etres  memes  de  I'espace  au  point  de  vue  des  proprietes  qui 
restent  inalterees  par  les  transformations  du  groupe  principal  qui  sub- 
sistent,  quand  on  suppose  fixe  le  point.  En  d'autres  termes :  il  revient 
au  meme  d'etudier,  au  sens  du  groupe  principal,  les  figures  de  I'es- 
pace en  leur  adjoignant  le  point  donne,  ou  de  n'adjoindre  aucun  point, 
mais  de  remplacer  le  groupe  principal  par  le  groupe,  en  lui  contenu, 
des  transformations  qui  ne  changent  pas  ce  point. 

C'est  la  un  principe  frequemment  employe  dans  ce  qui  suit  et  que, 
a  cause  de  cela,  nous  voulons  enonccr  des  maintenant  dans  toute  sa 
generalite. 

On  donne  une  multiplicite  et,  pour  en  fairal'etude,  un  de  ses  groupes 
de  transformations.  Soit  propose  d'etudier  les  etres  de  la  multiplicite 
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eu  egard  a  Tun  d'eux.  On  peut  alors  soil  adjoindre  celui-ci  a  r ensemble 
des  4tres  el  rechercher,  au  sens  du  groupe  donnd,  les proprieles  du  systeme 
complete  soil  ne  rien  adjoindre,  mais  borner  les  transformations  prises 
pout  base  de  V etude  a  celles  du  groupe  donne  qui  nalterentpas  litre  con- 
sidere  {et  qui  forment  nicessairement  un  groupe^ 

Abordons  maintenant  la  question  inverse  de  celle  posee  au  debut  du 
paragraphe  et  qui  s'apercjoit  immediatement.  II  s'agit  de  trouver  les 
proprietes  des  etres  de  I'espace  qui  restent  inalterecs  par  les  transfer- 
formations  d'un  groupe  qui  contient  le  groupe  principal.  Toute  pro- 
priete  obtenue  dans  cette  recherche  est  une  propriete  geometrique 
intrinseque  de  Tetre,  mais  la  reciproque  n'est  pas  vraie.  Pour  cette 
reciproque,  le  principe  que  nous  venons  d'etablir  entre  en  vigueur,  et 
le  groupe  principal  y  joue  le  role  du  groupe  le  plus  restreint.  On  ob- 
tienl  ainsi  ce  theoreme  : 

Si  Von  remplace  le  groupe  principal  par  un  groupe  plus  itendu,  une 
partie  seulement  des  proprietes  gdometriques  est  conservee.  Les  autres  pro- 
prietes n  apparaissent  plus  comme  proprietes  intrinseques  des  itres  geome- 
triques,  mais  comme  proprietes  du  systeme  obtenu  en  leur  adjoignant  un 
itre  special.  Get  itre  special,  en  tant  quil  est,  en  general,  determine  (*), 
est  defini  par  cette  condition  que,  en  le  supposantfixe,  les  seules  transfor- 
mations,  parmi  celles  du  groupe  donne,  qui  soient  encore  a  appliquer  a 
I'espace,  soient  celles  du  groupe  principal, 

Dans  ce  theoreme  se  trouve  ce  qui  caracterise  les  methodes  geome- 
Iriques  modernes  que  nous  avons  a  etudier  et  ce  qui  les  relie  a  la  me- 
lliode  elementaire.  Elles  sont,  en  effet,  caracterisees  par  ce  fait  que 
leurs  considerations,  au  lieu  de  s'appuyer  sur  le  groupe  principal,  re- 
posent  sur  des  groupes  de  transformations  plus  etendus.  Des  que  leurs 
groupes  se  contiennent  Tun  Tautre,  une  loi  analogue  etablit  leurs  rap- 
ports reciproques.  Ceci  s'applique  aussi  aux  differentes  faQons  de  traiter 
les  mulliplicites  a  plusieurs  dimensions  que  nous  avons  a  considerer. 
Nous  allons  Tetablir  maintenant  pour  chaque  methode  particuliere,  et 


(I)  On  eiigendre  par  exemple  un  tel  6tre  quand  on  applique  les  transformations  du 
groupo  principal  k  un  61^ment  initial  quelconque  que  ne  reproduit  aucune  des  transfor- 
mations du  groupe  donn6. 
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les  theoremes,  relatifs  au  cas  general,  de  ce  paragraphe  et  du  precedent, 
vont  ainsi  trouver  leur  eclaircissemcnt  par  Tapplication  a  des  objets 
concrets. 

§  III.  —  La  66om6trie  projective. 

Chaque  transformation  de  I'espace  qui  n'appartient  pas  au  groupe 
principal  pent  etre  employee  pour  transporter  a  des  figures  nouvelles 
des  proprietes  de  figures  connnes.  Ainsi  utilise-t-on  ia  Geometric  plane 
pour  la  Geometric  des  surfaces  qui  sont  representables  sur  le  plan; 
ainsi,  longtemps  avant  la  naissance  d'une  veritable  Geometric  projec- 
tive, concluait-on  des  proprietes  d'une  figure  donneeaux  proprietes  de 
celles  qui  s'en  deduisent  par  projection.  Mais  la  Geometric  projective 
n'a  pris  naissance  que  quand  on  s'est  accoutume  a  considerer  comme 
entierement  identiques  la  figure  primitive  et  toutes  celles  qui  s'en  peu- 
vent  deduire  par  projection,  et  a  enoncer  les  proprietes  projectives  de 
fagon  a  mettre  en  evidence  leur  independance  vis-a-vis  des  modifica- 
tions apportees  par  la  projection.  C*etait  prendre  pour  base  des  consi- 
derations, au  sens  du  §  I,  le  groupe  des  transformations  project ii^es,  et 
par  la  se  trouvait  ainsi  creee  la  difference  entre  les  Geometries  projec- 
tive et  ordinaire. 

Pour  chaque  espece  de  transformation  de  Tespace,  on  pent  ima- 
giner  une  marche  de  developpement  semblable  a  celle  que  nous  ve- 
nous de  decrire;  c'est  un  point  sur  lequel  nous  reviendrons  encore 
frequemment.  Pour  ce  qui  concerne  la  Geometric  projective,  cette 
marche  s'est  encore  poursuivie  dans  deux  directions.  Un  premier  pas 
dans  Telargissement  des  notions  a  etc  fait  en  admettant  dans  le  groupe 
fondamental  de  transformations  les  transformations/>ar  tWe  de  dualite. 
Au  point  de  vue  modcrne,  il  faut  regarder  deux  figures  correlatives 
non  plus  comme  deux  figures  differentes,  mais  comme  une  seule  et 
meme  figure.  Un  second  pas  consiste  dans  I'extension  donnee  au  groupe 
fondamental  de  transformations  homographiques  et  dualistiques,  en  y 
admettant  les  transformations  imaginaires  correspondantes.  II  exige 
que  Ton  ait  tout  d'abord  elargi  le  cercle  des  elements  propres  a  Tespace 
en  y  admettant  les  elements  imaginaires,  tout  comme  Tadmission  des 
transformations  par  dualite  dans  le  groupe  fondamental  a  pour  conse- 
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quence  I'introduction  simultanee  du  point  et  du  plan  comme  element 
de  I'espace.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  dc  s'etendre  sur  Tutilite  de  I'intro- 
duction des  elements  imaginaires,  par  laquelle  seule  on  arrive  a  faire 
corrcspondre  exactement  la  science  de  Tespace  au  domaine,  qui  a  ete 
adopte  comme  modele,  des  operations  de  TAIgebre;  mais  il  faut,  au 
contraire,  particulierement  insister  sur  ce  fait  que  c'est  justement  dans 
la  consideration  de  ces  operations  que  resident  les  raisons  dc  cetle  in- 
troduction et  non  dans  le  groupe  des  transformations  projectives  et 
dualistiques.  De  meme  que  dans  celles-ci  nous  pouvons  nous  borner 
aux  transformations  reelles,  puisque  les  transformations  homographi- 
ques  et  par  dualiteCqui  sont  reelles  forment  un  groupe,  de  meme  nous 
pouvons  introduire  des  elements  imaginaires,  meme  quand  nous  ne 
nous  plagons  pas  au  point  de  vue  projectif,  et  nous  le  devons  faire  dans 
le  cas  oil  nous  avons  surtout  en  vue  I'etude  d'etres  algebriques. 

Le  theoreme  general  du  paragrapbe  precedent  montre  comment,  au 
point  de  vue  projectif,  doivent  etre  con^ues  les  proprietes  metriques.  II 
faut  les  considerer  comme  des  relations  projectives  relatives  a  un  ele- 
ment fondamental,  le  cercle  imaginaire  a  Tinfini  (*),  element  qui  a 
la  propriete  de  n'etre  transforme  en  lui-memeque  par  celles  des  trans- 
formations du  groupe  projectif  qui  sont  aussi  des  transformations  du 
groupe  principal  Ce  theoreme,  que  nous  nous  contentons  d'enoncer, 
a  encore  besoin  d'un  complement  indispensable  qui  provient  de  ce 
qu'on  limite  les  considerations  habituolles  aux  elements  reels  de  I'es- 
pace (et  aux  transformations  reelles).  Pour  s'accorder  tout  a  fait  avec 
ce  point  de  vue,  on  doit  encore  adjoindre  expressemcnt  au  cercle  ima- 
ginaire a  I'infini  le  systeme  des  elements  reels  (points)  de  I'espace. 
Les  proprietes  au  sens  de  la  Geometric  elementaire  qui  sont  projec- 
tives sont  soit  des  proprietes  intrinseques  des  figures,  soit  des  relations 
relatives  a  ce  systeme  d'elements  reels,  ou  au  cercle  imaginaire  a  I'in- 
fini, ou  cnfin  simultanemcnt  aux  deux. 

Oft  pent  encore  rappeler  ici  comment  von  Staudt,  dans  sa  Geometric 
de  situation,  construit  la  Geometric,  projective,  c'est-a-dire  cette  Geo- 


(*)  Cotte  conception  doit  6lre  consid6r6e  comme  une  des  plus  belles  oeuvres  [de  Iccole 
frangaise];  elle  seule  donne  un  sens  pr6cis  h  la  dislinclion^  que  Ton  aime  ^  placer  au  d6but 
de  la  G^om^trie  projective,  ontre  les  propri^l^s  m6triques  et  les  propri^t6s  descriptives. 
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metrie  projective  dont  le  groupe  fondamental  no  comprend  que  Ics 
transformations  reelles  projectives  et  par  dualite  (*). 

On  sait  comment,  dans  cet  Ouvrage,  il  n'emprunte  au  materiel  des 
considerations  habituelles  que  ce  qui  reste  inaltere  par  les  transfor- 
mations projectives.  Si  Ton  voulait  aller  ainsi  jusqu'a  la  considera- 
tion des  proprietes  metriques,  il  faudrait  justement  les  introduire 
comme  relations  relatives  au  cercle  imaginaire  a  Tinfmi.  La  marche 
des  idees,  ainsi  completee,  est,  pour  les  considerations  presentees  ici, 
d'une  grande  importance,  car  il  est  possible  de  construire  semblable- 
ment  la  Geometric  au  sens  de  chacune  des  methodes  qui  nous  restent 
a  etudier. 


§  IT.  —  Corrdlation  Atablie  au  moyen  d'une  transformation 
de  la  multiplicity  fondamentale. 

Avant  de  passer  a^  I'expose  des  methodes  geometriques  qui  prennent 
place  a  cote  des  Geometries  elementaire  et  projective,  nous  pouvons 
developper  en  general  quelques  considerations  qui  se  reproduiront 
constamment  dans  la  suite,  et  pour  iesquelles  les  theories  abordees 
jusqu'ici  fournissent  un  nombre  deja  suffisant  d'exemples.  Ce  para- 
graphe  et  le  suivant  leur  sont  consacres. 

Soit  a  etudier  une  multiplicite  A  en  prenant  pour  base  un  groupe  B. 
Si,  par  une  transformation  quelconque,  on  transforme  A  en  une  autre 
multiplicite  A',  le  groupe  B  de  transformations  qui  reproduisent  A 
devient  un  groupe  B'  dont  les  transformations  se  rapportent  a  A'.  C'est 
des  lors  un  principe  evident  que  la/afon  de  trailer  A  en  prenant^  pour 
hose  conduit  a  celle  de  trailer  h!  en  prenant  B'  pour  base,  c'est-a-dire  que 
chaque  propri^te  que  possede,  relativement  au  groupe  B,  un  etre  de  A, 
donne  une  propriete,  relativement  au  groupe  B',  de  Tetre  correspon- 
dant  de  A'. 

Supposons,  par  exemple,  que  A  soit  une  droite,  et  B  la  triple  infi- 
nite de  transformations  lineaires  q-ui  la  reproduisent.  L'etude  de  A  est 
alors  justement  ce  que,  dans  TAlgebre  moderne,  on  appelle  la  iheorie 


(*)  Ce  n'esl  que  dans  les  Beitrdge  zur  Geometric  der  iMge  que  von  Staudt  prend 
pour  base  le  groupe  plus  ^tendu  ou  figurent  aussi  des  transformations  imaginaires. 
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des  formes  binaires.  Maintenant,  on  peut  etablir  une  correspondance 
entre  les  points  de  la  droite  et  ceux  d'une  conique  du  plan,  en  proje- 
tant  d'un  des  points  de  celle-ci.  On  montre  aisement  que  les  transfor- 
mations lineaires  B  qui  reproduisent  la  droite  deviennent  les  trans- 
formations lineaires  B'  qui  reproduisent  la  conique,  c'est-a-dire  les 
transformations  de  la  conique  qui  correspondent  aux  transformations 
lineaires  du  plan  qui  reproduisent  la  conique. 

Mais,  d'apres  le  principe  du  second  paragraphe  (*),  il  revi,ent  au 
meme  d'etudier  la  Geometric  sur  une  conique  en  la  supposant  fixe  et 
ne  considerant  que  les  transformations  lineaires  du  plan  qui  la  repro- 
duisent, ou  d'etudier  la  Geometric  sur  la  conique  en  considerant 
toutes  les  transformations  lineaires  du  plan,  et  laissant  la  conique  se 
modifier  avec  elles.  Les  proprietes  que  nous  decouvrons  aux  systemes 
de  points  de  la  conique  sont  done  projectives  au  sens  habituel  du 
mot.  En  rapprochant  ceci  du  resultat  precedent,  on  voit  que  : 

La  theorie  des  formes  binaires  et  la  Geometric  projective  des  systemes  de  . 
points  d'une  conique  sont  dquis^alentcs^  cest-a-dire  qua  chaque  theorems 
relatif  aux  formes  binaires  en  correspond  un  relatif  a  ces  systemes  de 
points y  et  reciproquement  (^). 

Voici  un  autre  exemple  bien  propre  a  eclairer  ces  sortes  de  conside- 
rations. Si  Ton  projette  stereographiquement  une  quadrique  sur  un 
plan,  un  point  fondamental  se  presente  alors  sur  la  surface  :  le  point 
de  vue;  deux  se  presentent  sur  le  plan  :  les  traces  des  generatrices  qui 
passent  par  le  point  de  vue.  Or  on  voit  immediatement  que  les  trans- 
formations lineaires  du  plan,  qui  n'alterent  pas  les  deux  points  fonda- 
mentaux,  deviennent,  par  representation,  celles  des  transformations 
lineaires  de  la  quadrique  qui  la  reproduisent,  sans  toutefois  changer 
le  centre  de  projection.  (Par  transformations  lineaires  qui  reproduisent 
la  surface,  il  faut  entendre  ici  les  transformations  que  subit  la  surface 
quand  on  eOectue  des  transformations  lineaires  de  I'espace  qui  Tame- 
nenta  se  recouvrir  elle-meme.)  Ainsi  sont  rendues  identiques  Fetude 


(*)  Si  Ton  veul,  ce  prinoipe  est  appliqu6  ici  dans  une  forme  ud  peu  plus  g6n6raie. 
(')  Au  lieu  d'une  conique  du  plan,  on  peut  aussi  bien  prendre  une  cubique  gauche  el, 
en  g^n^ral,  proe^er  semblablement  pour  le  cas  de  n  dimensions. 

Ann   de  VAc,  Normale,  3*  Serte.  Tome  V11I.~  Mars  i8qi.  i3 
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projective  d'un  plan  avec  deux  points  fondamentaux,  et  celle  d'une 
quadrique  avec  un  point  fondamental.  Mais,  si  Ton  fait  emploi  d'ele- 
ments  imaginaires,  la  premiere  n'est  rien  autre  que  Tetude  du  plan  au 
sens  de  la  Geometric  elementaire.  Le  groupe  principal  de  transforma- 
tion du  plan  se  compose,  en  effet,  precisement  des  transformations 
iineaires  qui  n'alt^rent  pas  un  couple  de  points  (les  points  cycliques); 
en  sorte  que,  finalement. 

La  Geometrie  elementaire  du  plan  et  V etude  projective  d'une  quadrique 
ai^ec  un  point  Jondamental  sont  identiques. 

On  pent  multiplier  a  volonte  ces  exemples  (*).  Nous  avons  adopte 
les  deux  qui  viennent  d'etre  developpes,  parce  que,  dans  la  suite,  nous 
aurons  encore  Toccasion  de  les  reprendre. 


§  V.  —  De  Tarbitraire  dans  le  choix  de  r^Ument  de  Tespace.  Principe 
de  correlation  de  Hesse.  66om6trie  de  Tespace  r6gl6. 

Comme  element  de  la  droite,  du  plan,  de  Tespace,  etc.,  et  en  gene- 
ral d'une  multiplicite  a  etudier,  on  pent  employer,  au  lieu  du  point, 
tout  element  faisant  partie  de  la  multiplicite  :  un  groupe  de  points,  en 
particulier  une  courbe,  une  surface,  etc.  {voir  Note  IV).  Comme,  a 
priori^  il  n'y  a  rien  de  determine  dans  le  nombre  des  parametres  arbi. 
traires  dont  on  fera  dependre  cet  element,  la  ligne,  le  plan,  Tes- 
pace,  etc.  apparaissent,  suivant  Telement  choisi,  comme  pourvus  d'un 
nombre  quelconque  de  dimensions.  Mais,  tant  que  Ion  prend  pour  base 
de  V etude  geontetrique  le  m6me  groupe  de  transformations,  rien  nest 
modifii  dans  cette  Geometrie,  c'est-a-dire  que  toate  proposition  obtenue 
avec  un  certain  element  de  Tespace  reste  encore  une  proposition  pour 
tout  autre  choix  de  cet  element,  I'ordre  des  theoremes  et  leurs  liaisons 
sont  seuls  changes. 

Ce  qui  est  essentiel,  c'est  done  le  groupe  de  transformations;  le 


(')  Pour  d'autres  exemples  et  aussi,  en  particulier,  pour  ('extension  ^  un  plus  grand 
nombre  de  dimensions,  'voir  Texposition  faite  dans  un  de  mes  M6moires  :  Ueher  Linien- 
geometrie  und  metrlsche  Geometrie  {Mcuh,  Anntden,  t.  V,  a);  voir  aussi  les  travaux  de 
Lie  que  nous  aliens  imm6diatement  citer. 
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nombre  de  dimensions  aitribuees  a  la  multiplicite  apparait  comme 
quelque  chose  de  secondaire. 

Le  rapprochement  de  cette  remarque  et  du  principe  du  paragraphe 
precedent  conduit  a  une  suite  de  belles  applications  dont  quelques- 
unes  peuvent  etre  developpees  ici.  Plus  que  toule  longue  analyse,  ces 
exemples  semblent,  en  eflet,  propres  a  expliquer  le  sens  des  conside- 
rations generales. 

D'apres  le  paragraphe  precedent,  la  Geometric  projective  sur  la 
Hroite  (la  theorie  des  formes  binaires)  equivaut  a  la  Geometric  projec- 
live  sur  une  conique.  Nous  pouvons  maintenant  sur  cette  derniere  con- 
siderer  comme  element,  au  lieu  du  point,  le  couple  de  points.  Mais 
une  correspondance  pent  etre  etablie  entre  Tensemble  des  couples  de 
points  de  la  conique  et  Tensemble  des  droites  du  plan,  en  faisant  cor- 
respondre  chaque  droite  au  couple  de  points  oil  elle  rencontre  la  co- 
nique. Par  cette  represenlation,  les  transformations  lineaires  qui  re- 
produisent  la  conique  deviennent  les  transformations  lineaires  du  plan 
(considere  comme  compose  de  droites)  qui  laissent  la  conique  inal- 
teree.  Or,  d'apres  le  §  11,  considerer  le  groupe  forme  par  ces  dernieres 
transformations,  ou  partirde  la  totalite  des  transformations  lineaires 
du  plan  en  adjoignant  toujours  la  conique  a  la  figure  plane  a  etudier, 
sont  choses  equivalentes.  11  resulte  de  tout  ceci  que  : 

La  theorie  des  formes  binaires  et  la  Geometric  projective  du  plan  avec 
une  conique  fondament ale  sont  equivalentes, 

Enfin,  puisque,  a  cause  de  Tidenlite  des  groupes,  la  Geometric  pro- 
jective du  plan  avec  une  conique  fondamentale  coincide  avec  la  Geo- 
metric metrique  projective  que  Ton  peut  etablir  dans  le  plan  sur  une 
conique  {voir  Note  V),  nous  pouvons  encore  dire  que  : 

La  theorie  des  formes  binaires  et  la  Geometric  metrique  projective  gene- 
rale  duplan  sont  une  seule  et  mfime  Geometrie. 

On  pourrait,  dans  Tanalyse  precedente,  remplacer  la  conique  du 
plan  par  une  cubique  gauche,  etc. ;  mais  nous  pouvons  nous  dispenser 
de  ces  developpements.  La  connexion  que  nous  venons  d'exposer  entre 
la  Geometrie  du  plan,  puis  de  Tespace,  ou  d'une  multiplicite  a  un 
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nombre  quelconque  de  dimensions,  s'accorde  essentiellement  avec  le 
principe  de  correlation  propose  par  Hesse  (^Journal  de  Borchardt, 
t.  LXVI). 

La  Geometrie  projective  de  Tespace,  ou,  autrement  dil,  la  theorie 
des  formes  quaternaires,  ofTre  un  exemple  tout  a  fait  de  meme  nature. 
Prenons  la  droite  comme  element  de  Tespace  et,  comme  dans  la  geo- 
metric de  Tespace  regie,  determinons-Ia  par  six  coordonnees  homo- 
genes  liees  par  une  equation  du  second  degre;  les  transformations 
lineaires  et  par  dualite  de  Tespace  s'ofTrent  alors  comme  celles  des 
transformations  lineaires  des  six  variables  supposees  independantes, 
qui  transforment  en  elle-meme  I'equation  de  liaison.  Par  une  suite  de 
deductions  comme  celles  que  nous  venons  de  developper,  on  obtient 
alors  ce  theoreme  : 

La  theorie  des  formes  quaternaires  saccorde  as^ec  la  determination  me- 
trique  projective  dans  la  multiplicite  engendree  par  six  variables  homo- 
genes. 

Pour  plus  de  details  sur  ces  notions,  je  renverrai  a  un  Memoire  paru 
recemment  dans  les  Math,  Annalen  (t.  VI)  :  Ueber  die  sogenannte 
Nicht'Euclidische  Geometrie  {zweite  Abhandlung),  ainsi  qu*a  une  Note 
placee  a  la  fin  de  ce  travail  (i?oir  Note  VI). 

Nous  adjoindrons  encore  deux  remarques  aux  considerations  prece- 
dentes;  la  premiere,  il  est  vrai,  se  trouve  deja  implicitement  contenue 
dans  ce  qui  a  ete  dit,  mais  il  est  necessaire  de  la  developper,  parce 
que  Tobjet  auquel  elle  s'applique  est  trop  sujet  a  malentendu. 

Si  Ton  intpoduit  des  etresquelconques  comme  elements  de  Tespace, 
il  acquiert  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  Mais  si  alors  nous 
nous  plagons  au  point  de  vue  habituel  (elementaire  ou  projectif),  le 
groupe  que,  pour  la  multiplicite  a  plusieurs  dimensions,  nous  devons 
prendre  pour  base  est  donne  a  priori :  il  n'est  autre  que  le  groupe 
principal  ou  le  groupe  des  transformations  projectives.  Si  nous  vou- 
lions  prendre  pour  groupe  fondamental  un  autre  groupe,  nous  devrions 
quitter  le  point  de  vue  elementaire  ou  projeclif.  Ainsi,  autant  il  est 
vrai  que  par  un  choix  convenable  de  I'element  de  Tespace  celui-ci 
represente  des  multiplicites  a  un  nombre  quelconque  de  dimensions, 
autant  il  est  important  d'ajouter  qix'avec  cette  representation,  i//aut,  en 
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vue  de  V  etude  de  la  multiplicite,  prendre  pour  base  un  groupe  determine  a 
priori,  ou  sinon  quil/aut,  pour  disposer  a  volonte  du  groupe,  y  adapter 
convenablement  nos  conceptions  geometriques.  Si  Ton  ne  faisait  pas  cette 
remarque,  on  pourrait,  par  exemple,  chercher  une  riepresentation.de 
la  geometrie  de  I'espace  regie  de  la  fa^on  suivante.  Dans  cette  geome- 
tric, une  droite  a  six  coordonnees;  c'est  aussi  le  nombre  des  coeffi- 
cients d'une  conique  du  plan.  La  reproduction  de  la  geometrie  de 
Tespace  regie  serait  ainsi  la  geometrie  d'un  systeme  de  coniques  de- 
tache  de  I'ensemble  des  coniques  par  une  relation  quadratique  entre 
les  coefficients.  C'est  juste,  si  le  groupe  pris  pour  base  de  la  Geometrie 
plane  est  le  groupe  forme  par  Tensemble  des  transformations  repre- 
sentees par  les  transformations  lineaires  des  coefficients  d'une  conique 
qui  reproduisent  Tequation  quadratique  de  condition.  Mais  si  nous 
gardons  la  fagon  de  voir  elementaire  ou  projective  de  la  Geometrie 
plane,  nous  n'oblenons  absolument  aucune  representation. 

La  derniere  remarque  se  rapporte  a  la  notion  suivante.  Soit  donne, 
pour  I'espace,  un  groupe  quelconque,  par  exemple  le  groupe  princi- 
pal. Faisons  choix  d'une  figure  particuliere,  comme  d'un  point,  ou 
d'une  droite,  ou  encore  d'un  ellipsoide,  etc.,  et  effectuons  sur  elle 
toutes  les  transformations  du  groupe  fundamental.  On  obtient  ainsi 
un  ensemble  plusieurs  fois  infini  a  un  nombre  de  dimensions  en  ge- 
neral egal  au  nombre  des  param^tres  arbitraires  contenus  dans  le 
groupe;  dans  certains  cas  particuliers,  ce  nombre  est  plus  petit,  a  sa- 
voir,  lorsque  la  figure  choisie  tout  d'abord  a  la  propriete  d'etre  repro- 
duite  par  un  nombre  infini  de  transformations  du  groupe.  Ghaque 
ensemble  ainsi  engendre  se  nomme,  relativement  au  groupe  genera- 
teur,  un  corps  (*).  Si  maintenant,  d'une  part,  nous  voulons  etudier 
I'espace  au  sens  du  groupe,  et,  dans  ce  but,  specifier  comme  element 
de  I'espace  des  figures  determinees;  si,  d'autre  part,  nous  ne  voulons 
pas  que  des  choses  equivalentes  soient  representees  d'inegale  fagon, 
nous  devrons  dvidemment  choisir  les  elements  de  I'espace  de  telle  sorte  que 


(1)  Ce  nom  est  choisi  d'apr6s  Dodokiad  qui,  dans  la  Th6orie  dos  nombres,  donne  a  un 
ensemble  de  nombres  le  nom  de  corps,  quand  il  r6sulte,  au  moyen  d*opSrations  donn6es, 
d*616ment3  donn6s  (derniere  Edition  des  Lecons  de  Dodokind). 
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leur  ensemble  forme  un  seal  corps  oupuisse  6tre  decompose  en  corps  (*  ), 
Nous  ferons  plus  tard  (§  IX)  une  application  de  cette  remarque  evi- 
dente.  La  notion  meme  du  corps  se  representera  encore  une  fois,  dans 
le  dernier  paragraphs  associee  a  des  notions  de  meme  nature. 


(')  [Dans  le  lexte,  il  n'esl  pas  suffisammont  remarqu6  quo  le  groupe  propo36  peul 
contenir  ce  qa'on  appollc  des  sous-groupes  exception nels.  Si  une  figure  g6om6lriquc 
resle  inaU6r6e  par  les  op6rations  d'un  sous-groupe  cxceplionnel,  il  en  est  de  mftme  do 
toules  celles  qui  s'en  d6duisent  par  les  operations  du  groupe  total,  par  consequent,  de 
lous  les  elements  du  corps  qui  en  r6sulte.  Maintenant  un  corps  ainsi  form6  est  tota- 
lement  impropre  a  la  representation  des  operations  du  groupe.  On  ne  doit  done  tenir 
conipte  dans  le  texte  que  des  corps  resultant  d'eiements  de  I'espace  qui  ne  se  conservent 
inalteres  par  aucun  sous-groupe  exceptionnel  du  groupe  propose.] 

(A  suii're.) 
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MEMOIRE 


SUR  LES 


Equations  diff^rentielles  du  premier  ordre 

(»01T»), 

Par  M.  Paul  PAINLEVE, 

CHARGE   DE   COURS  A  LA   FACULTE   DES  SCIENCES   DE   LILLE. 


CHAPITRE  11. 


DIGRESSION  SUR  LES  TRANSFORMATIONS  RATIONNELLES  DES  GOURDES 

ALGfiBRIQUES. 


1.  L'etude  des  transformations  birationnelles  des  courbes  alge- 
briques  ou  des  surfaces  do  Riemann  a  ete  Tobjet,  comme  on  sait,  de 
travaux  considerables.  C'est  Riemann  quit  le  premier,  en  a  montre 
I'importance,  et  ses  idees  ont  ete  developpees  depuislorspar  un  grand 
nombre  de  geometres  :  Clebsch,  MM.  Noether,  F.  Klein,  etc. 

Un  des  problemes  les  plus  interessants  qui  se  rattachent  a  cette 
etude  consiste  a  former  toutes  les  substitutions  birationnelles  qui  trans- 
forment  une  courbe  algebrique  en  elle-meme  ou  en  une  autre  courbe 
donnee.  M.  Scharwz  (*)  a  montre  que,  si  le  genre  p  de  la  courbe  est 
superieuraTunite,  il  ne  pent  exister  de  telles  substitutions  dependant 
d'un  parametre  arbitraire.  M.  F.  Klein  a  complete  ce  theoreme,  en  indi- 
quant  que  ces  substitutions  sont  alors  en  nombre  limite.  Sa  demonstra- 

(«)  SoHWARz,  Journal  de  Crelle^  t.  87. 
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tion,  qui  repose  sur  les  proprietes  des  groupes  fuchsiens,  se  trouve  de- 
veloppee  dans  un  Memoire  de  M.  Poincare  (*),  Memoire  qui  renferme 
en  raeme  temps  une  application  du  theorenoe  a  Tintegration  des  equa- 
tions differentielles  du  premier  ordre,  dont  Tintegrale  g^n^rale  n*a  que 
des  points  critiques  fixes.  Plus  recemment,  M.  Hurwitz  (*)  a  etudie  les 
groupes  de  substitutions  birationnelles  qui  transforment  en  lui-memc 
un  domaine  algebrique.  Enfin,  ces  propositions  ont  ete  etendues  par 
M.  E.  Picard  (•)  aux  transformations  birationnelles  des  surfaces. 

Je  me  propose  d'etablir  ici,  au  sujet  des  transformations  simplement 
rationnelles  des  courbes  algebriques,  certains  theoremes  qui  corres- 
pondent aux  precedents  (*). 

Soient 


(0 
(2) 


les  equations  de  deux  courbes  indecomposables,  la  premiere  de  genre 
p  et  de  degre  n  en  z,  la  seconde  do  genre/?'  et  de  degre  n'  en  z^. 
Supposons  qu'il  existe  une  substitution  rationnelle  permettant  de 

passer  de  (i)  a  (2)  : 


(3) 


Les  A/,  bj  designent  des  fonctions  rationnelles  de  y,  et  les  fonctions  9 
et  ^  sont  telles  que  le  point  (y,  5)  parcourt  la  courbe  (i)  quand  le 
point  (^4,  5^)  parcourt  la  courbe  (2).  Autrement  dit,  a  un  point  de 
(2)  correspond  rationnellement  un  point  de  (i),  mais  la  reciproque 
n'est  pas  necessairement  vraie. 

En  premier  lieu,  je  dis  que  f^  et  -]/  ne  pewent  renfermer  algebrique- 
ment  un  parametre  arbitraire  t^  si  le  genre  p  de  (1)  est  supSrieur  a 
Vunite. 


(*)  H.  Poincare,  Sur  un  thiorkme  de  M,  Fuchs  {Acta  mathematical  t.  VII). 

(')  Hurwitz,  Nachrichten  von  der  Universitdt  zu  Goettingen,  20  avril  1887. 

(»)  E.  Picard,  Th^orie  des  fonctions  aigdbriques  de  deux  variables  {Journal  deMathi- 
matiquef,  4*  s^rie,  t.  V;  1889). 

(*)  Foir  &  ce  sujet  une  Note  Sur  les  transformations  rationnelles  des  courbes  aJg^" 
briques  (Comptes  rendus  de  VAcade'mie  des  Sciences,  octobre  1887). 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


r 


(4) 


4.V 


^SbdcoI^ 


■»<^^ 


MAY   14   1891 


SUR   LES   EQUATIONS    OIFFERENTIELLES   DU   PREMIER   ORDRE.  lOJ 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  repeter  le  raisonnement  par  lequel  M.  E.  Pi- 
card  (')  demontre  le  theoreme  de  M.  Schwarz. 

Soit  J,(y,  s)  une  integrals  abelienne  de  premiere  espece  de  la 
courbe  (i) 

Donnons  au  parametre  t  une  valeur  quelconque,  et  remplagons  dans 
J/,  V  et  s  en  fonction  de  y,  et  s,  d'apres  les  equations  (3).  L'integrale 
J,  devient  une  integrale  de  premiere  espece  de  la  courbe  (2) 


.v/^EklZp.)^^,. 


A  priori,  les  coefficients  X,,  X,,  ...,  X^  peuvent  dependre  algebri- 
quement  de  /,  puisque  9  et  '^  sont  supposces  fonctions  algebriqiies  de 
t;  s'il  en  est  ainsi,  un  au  moins  de  ces  coefficients  devient  infini  pour 
une  certaine  valeur  l^  de  /.  Laissons  constants  j,,  z^  dans  le  second 
membre  de  I'egalite  (4)  et  faisons  tendre  /  vers  t^.  Le  point  ( j, :;)  se 
deplace  surla  courbe  (i).et  tend  vers  une  position  limite  (7',  z);  par 
suite,  le  premier  membre  de  I'equation  (4)  reste  fini,  puisque  J/  est 
une  integrale  de  premiere  espece.  Au  contraire,  le  second  membre 
croit  indefiniment.  Les  Xy  ne  sauraient  done  dependre  de  t. 

Nous  avons  dit  toutefois  que  le  second  membre  de  (4)  devait  croitre 
pour  /  =  /o  indefiniment.  II  convient  de  le  demontrer  d'une  maniere 
plus  precise. 

Supposons  que  Xy  soit  infini  pour/  =  /o»  d'ordre  [Xy,  et  appelons  [x 
le  plus  grand  des  nombres  [Xy.  On  pent  ecrire  le  second  membre  de  (4) 


(t^lo)^ 


(x;j;-i-x;j,- 


''p'^pfy 


les  Xy  restant  finis  pour  /  =  /„  et  n'etant  pas  tons  nuls. 

Donnons  a  j<,  z^  des  valeurs  qui,  pour  t  =  t^^  n'annulent  pas  le 

(*)  E.  PiCARD,  M6moire  surles  fonctions  algdtriqucs  de  deux  variables  {lac.  cit.). 
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facteurde  ..    \     -  Cela  est  toujours  possible,  sinon  les/)'  integrales 

y  verifieraient  identiquement  une  relation  lineaire  et  homogene  a 
coefficients  constants,  et  ne  scraient  pas  independantes.  Dans  ces  con- 
ditions, le  second  membre  de  (/|)  croit  indefiniraent  quand  /  tend 
vers  Iq. 
D'apres  cela,  nous  pouvons  ecrire 

,.x  P/(7>^)^v_>.p;(rM^t)+.>-^VP;>'(ri>-.)^.. 

{D)  —, p  «/!» 

et,  de  meme,  en  considerant  une  seconde  integrale  abelienne  de  pre- 
miere espece  J^  de  (i), 

(6)  ^k{y.^)ciy  _  fx,  P;(  Kt,  gi)  4->..-l-fX;,>Pp>(.rt,  -i)^^.^ 

fz  F's, 

(Dans  ces  egalites,  les  Ay,  [Xy  sont  des  constantes.)  D'oii,  en  divisant 
membre  a  membre, 

Pi(/,  ^)^^iP;(yi.^»)4-x>p;(.rn^.)  +  ...+VP;,(j^i,  x;,) 

Laissons  fixe  le  point  (j^,  z^)  et  faisons  varier  /  :  le  point  (  v,  z) 
decrit  la  courbe  (i)  et  verifie  la  relation 

Pi(j, -)  +  /'P^(7,-)=o, 

Oil  h  est  une  constante,  ce  qui  est  impossible,  les  deux  polynomes  P,, 
Pa  correspondant  a  deux  integrales  J  distinctes. 

Les  substitutions  rationnelles  (3)  ne  sauraient  done  renfermer  alge- 
briquement  un  parametre  arbitraire.  c.  o.  f.  d. 

Cette  proposition  etablie,  nous  allons  examiner  successivement  les 
cas  oil  le  genre  de  la  courbe  (i)  est  nul,  egal  a  I'unite,  ou  superieur  a 
I'unite. 

x4uparavant,  je  ferai  la  remarque  suivante  : 

Quand  on  connait  une  substitution  rationnelle  qui  transforme  une 
courbe  donnee  en  elle-meme,  on  peut  en  deduire  d'autres  qui  jouis- 
sentde  la  meme  propriete. 
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Soil,  en  cffet, 

une  telle  substitution.  RemplaQons  dans  Ics  egalites  (3)  y^  par 
?(72»  -2)  et2,  par  'j'(72»  ^2)*  n^us  aurons 

Quand  le  point  {y^,  z^)  parcourt  la  courbe  (i),  le  point  (j,,  z^)  et, 
par  suite,  le  point  (  v,  z)  parcourent  la  meoie  courbe.  Les  egalites  (3)' 
definissent  done  une  transformation  rationnelle  de  la  courbe  (i)  en 
elle-ineme.  On  en  obtiendra  une  nouvelle  en  remplacant,  dans  les 

equations  (3)\  ^2  et^a  P^r  9(^3,  53),  'KJs' ^3) On  trouve  ainsi 

un  nombre  indefini  de  transformations,  a  moins  qu'on  n'arrive  a  la 
transformation 

y  =^  j'/i*       z  ^=  z„. 

Plus  generalement,  supposons  que  la  substitution  (3)  permette  de 
passer  de  la  courbe  (i)  a  la  courbe  (2).  S'il  existe  une  substitution 

rationnelle 

7  =  «T(Y,Z), 

qui  transforme  la  courbe  (1)  en  elle-meme,  en  remplagant  Y  par 
o(y,,  5,)  et  Z  par  ^(y^  2^1 )»  o"  obtient  une  nouvelle  substitution  qui 
transforme  (i)  en  (2). 

De  meme,  si  la  substitution 

v,  =  Wi(Y,,Z,), 

transforme  la  courbe  (2)  en  elle-meme,  quand  on  remplace,  dans  les 
egalites  (3),  7,  par  ct,(Y,,Z,)  et  z,  par  y<(Y,,Z,),  la  substitution 
transforme  (i)  en  (2). 

Toutes  ces  remarques  sont  analogues  a  des  propositions  connues  de 
la  theorie  des  transformations  birationnelles.  Mais  il  convient  de 
signaler  une  difference  importante  :  Ktant  donnes  deux  systemes  de 
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substitutions  qui  transforment  la  courbe  (i)  en  la  courbe  (2),  on  peut 
toujours  passer  do  Tune  a  I'autre  par  une  transformation  biration- 
nelle  qui  transforme  la  courbe  (i)  ou  la  courbe  (2)  en  elle-meme. 
Ceci  n'est  plus  vrai  pour  les  transformations  simplement  rationnelles. 
Connaissant  deux  transformations  rationnelles  de  la  courbe  (i)  en  la 
courbe  (2),  on  n'en  saurait  deduire  une  transformation  rationnelle  de 
la  courbe  (i)  [ou  de  la  courbe  (2)]  en  elle-meme,  a  moins,  toutefois, 
qu'une  des  transformations  ne  soit  birationnelle. 

J'ajoute  que,  si  Ton  etudic  les  transformations  rationnelles  d'une 
courbe  en  une  autre,  il  est  loisible  d'effectuer  sur  les  deux  courbes 
une  transformation  birationnelle  quelconque. 

2.  Cela  pose,  supposons  d'abord  que  le  genre />  de  la  courbe  (i)  soit 
nul.  On  peut  ecrire 

(7)  J  =  A'(0,       ^  =  /K0, 

avec 

g,  A,  k  etant  des  functions  rationnelles. 

D'apres  les^formules  (3),  /  sera  fonction  rationnelle  de  v,,^^,  ct 
inversement,  si  /  est  une  fonction  rationnelle  du  point  analvtique 
(^/oZ,),  les  egalites  (7)  definissent  une  correspondance  rationnelle 
entre  les  deux  courbes. 

On  pent  toujours  passer  d*une  courbe  de  genre  o  a  une  courbe  quel- 
conque par  une  infinite  de  substitutions  rationnelles;  ces  substitutions  de- 
pendent d*une  fonction  rationnelle,  arbitrain*  du  point  {y^,  z^)  de  la 
seconde  courbe. 

Si  la  transformation  est  birationnelle,  le  genre  de  (2)  est  egalement 
rful;  ji  et  z^  s'expriment  rationnellement  en  /,;  /  doit  etre  fonction 
rationnelle  de  /,  et  reciproquement,  c'est-a-dire  que 

Passons  main  tenant  au  cas  ou/>  =  i,  et  ramenons  la  courbe  (1)  a  la 
forme 
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L'egalite  (5)devient 
(5')    KHi->-)(i-'^V)  ^^^^ 

La  fonction  de^, 

^- ?(7i»-i) 

doit  verifier  Tequation  (5'),  et  inversement,  quand  I'equation  (V)  ad- 
inet  une  integrale  algebrique  j(j<),  qui  s*exprime  rationnellement 
en  r,,  5,,  cetle  integrale  9(ji»5,)  correspond  a  une  translorniation 
rationnelle  de  (1)  en  (2).  Posons,  en  effet, 

il  vient 


\  etant  rationnel  en  ji,  5,. 

Si  Tequation  (5')  admet  une  telle  integrate,  J)  a  toutes  ses  periodes 
de  la  forme 

m  et  n  designant  deux  entiers. 

Inversement,  si  les  periodes  de  J^  se  reduiwsent  a  deux,  (o  et  cd',  la 
fonction  elliptique  sn(x/,  dont  les  periodes  sont  w  et  w  ,  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  (j^,,  2«),  quand  on  y  remplace  /  par  J/T  v^'  ^«)'  ^'<* 
meme  que  cnix/,  dnpi/.  Si  done  a:*  designe  le  module  de  ces  foncrions 
elliptiques,  il  existe  une  substitution  rationnelle 

qui  permet  de  passer  de  la  courbe 

Z»=:(i-Y»)(i-.r«V') 
a  la  courbe  (2)etqui  verifie  I'equation 

M  Vi'  —  ^   )(»  —  ^r-\*) 
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Comparons  cettc  equation  a  Tequation  (5').  Si  elle  admet  une  inte- 
grale  y  rationnelle  en  v,,  5,,  en  appelant  a,  ^  les  periodes  de  I'inte- 
grale 

on  a 

w'=  m'  a!  -\-  n'  ol'^ 
ce  qui  nous  inontre  que  Y  est  liee  ay  par  Tegalite 

7  =  ?v(Y), 

qui  definit  une  transformation  d'ordre  queleonque  v  des  fonctions  ellip- 
tiques  :  k^  est  lie  a  .r*  par  la  relation  qui  correspond  a  cette  valeur 
de  V. 
Si  Tequation  (5')  admet  une  integrate  algebrique  en  j^,  5^,  on  a 


rdesignant  un  entier. 
Posons  done 


y  ^=sn  -»         rj  rusn/; 


Y]  est  une  fonction  rationnelle  de  j,,  5,;  y  est  lie  a  y]  par  ia  relation 
qui  donne  sn-en  fonction  de  sn/.  11  suflit  de  multiplier  par  r  le  se- 
cond membre  de(5')  pour  que  son  integrate  soit  rationnelle  en  v,,  ^i- 

En  definitive,  pour  que  la  courbe  (2)  soit  la  transformee  rationnelle 
d'une  courbe  de  genre  (i),  il  faut  et  il  suffit  qu'une  des  integrates  J^. 
de  premiere  espece  dc  la  courbe  (2)  n'ait  que  deux  periodes  dis- 
tinctes. 

Pour  que  la  courbe  (2)  soit  la  transformee  rationnelle  d'une  courbe 

donnee  (i)  de  genre  i,  il  faut  de  plus  que,  parmi  les  integrates  J^  a 

deux  periodes,  it  en  existc  une  dont  les  periodes  w  et  w'  satisfassent  a 

la  condition 

a m  0)  -h  /I  Ci)\ 
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a  et  p  sont  les  periodes  de  I'integrale  do  premiere  espece  de  (i), 
/w,  /2,  m\  n  des  enticrs. 

La  question  qui  nousoccupe  ne  differe  done  pas  du  probleme  de  la 
reduction  des  integrales  abeliennes  aux  integrales  elliptiques.  Je  ron- 
voie,  pourcette  question,  aux  travaux  bien  connusdeMM.  Weierstrass, 
E.  Picard,  Poincare,  etc. 

On  pent  decider  algebriqueinent  si  la  courbe  (2)  est  une  transfor- 
noee  d'ordre  v  d'une  courbe  de  genre  i  :  j'entends  par  transformation 
d'ordre  v  une  transformation  (3)  telle  qu'a  tout  point  (y»s)  de  (i) 
correspondent  V  points  (ji.s,)  de  (2).  Mais  on  ne  saitpas,  en  general, 
determiner  une  limite  superieure  de  v. 

Le  genre  de  (2)  est  au  moins  egal  a  i,  puisque  cette  courbe  pos- 
sede  une  integrale  de  premiere  espece.  Si  />'=  i,  on  pent  ramener  la 
courbe  (2)  a  ta  forme 


3.  =  v/(»-vi)(i-A'j7;), 


et  I'equation  (5')  s'ecrit 
dy 


Idy, 


^/('-rM('-^^r^)     s/o-jnc-^f/J) 


On  retombe  ainsi  sur  le  probleme  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques.  Pour  qu'on  puisse  passer  rationnellement  de  (i)  a  (2),  il 
faut  et  il  suffit  que  k\  verifie  une  des  equations  modulaires  relatives 

Ceci  a  lieu  en  particulier  si  A  =  A,.  II  vient,  en  faisant  X  =  -, 


fidy 


dyx 


v/('-.X*)("-A-*/')       v/('-7?)("-^*7J)' 


on  doit  avoir 


Si  Ton  pose 


on  trouve 


0) 

—  =z  a  ■ 


'■P, 


:  m  H-  /^ a  -H  m (3  =r  w' 4-  w' 


•  un 


?> 
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ou  bien 

m'  (X 


(b)  ni  -\-  noL  —  n' 

Dans  le  cas general,  a^  -h  p^  est  incommensurable ;  Tegalite  (a) exige 
que  m'  et  n  soiont  nuls,  et  I'egalite  (b)  que  m  =  n\  On  a  alors 

^  =1  m  rzz  n' 

et  on  pent  ecrire 

V  —  sn  tf 

r,  —  snimz  -t-C); 


V,  est  (lonne  en  fonction  de  y  et  do  v^(i  —  J*)(i  —  ^V")  par  les  for- 
niules  de  multiplication  et  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  le  cas  particulier  oil  (a*4-P*)  est  commensurable,  il  pent 
exister  d'autres  transformations  de  la  courbe  (i)  en  elle-meme.  On  voit 
immediatement  que,  si  (a--i-  f^^)  eta  sont  deux  nombres  commensu- 
rables  (autrement  dit  si  a  et  p^  sont  commensurables),  il  existe  une 
infinite  de  transformations  rationnelles  de  la  courbe  (i)  en  elle-meme; 
ces  transformations  correspondent  aux  valeurs  des  nombres  m,  n,  m\ 
n\  UL  obtenues  de  la  maniere  suivante  : 

On  pose 

I  c    d  \ 

( IC  IP  ^^^^^  irreductibles  j  >  et  on  prend  pour  n  un  multiple  quelconque 

des  entiers  rf,  d'  (ond,  -  si  rf'est  pairj-  AppelonsD  le  plus  petit  com- 
mun  multiple  de  ces  deux  nombres;  on  a 

w  =  yD  =  qd  =  q'd'      (  OU  </'  —  )  ; 

on  fait  ensuite 

ni'  z=  —  qc 

et 

mm  /j'-H  2^'c'     (ou  m  =  n' -^-q'c'y  si  d'  est  pair); 

rentier  n'  est  choisi  arbitrairement. 
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Lesnouvelles  transformations  dependent  de  deux  entiers  arbitraires 
V  et  n'  et  se  confondent  avec  les  premieres  pour  v  =  o.  Cette  classe 
exceptionnelle  de  courbes  de  genre  i  correspond  aux  fonctions  ellip- 
tiques  qui  admettent  la  multiplication  complexe. 

En  resume,  une  courbe  de  genre  (i)  se  iaisse  toujours  transformer  en 
elle-mime  rationnellement  d'une  infinite  de  manieres,  Ces  transformations 
dependent  d'un  parametre  C  et  d'un  entier  (x  arbitraires.  Quandle  module 
k^  de  la  courbe  est  un  module  singulier  pour  lequel  les  fonctions  elliptiques 
admettent  la  multiplication  complexe,  ces  transformations  dependent  d'un 
second  entier  arbitraire. 

Si  la  transformation  est  birationnelle,  X  =  i,  et  la  transformation 
ne  depend  plus,  comme  on  sait,  que  de  la  constante  arbitraire  C.  On 
obtient  toutesles  transformations  rationnelles  do  lacourbe(i)en  elle- 
meme,  en  operant  la  substitution  birationnelle  la  plus  generale  sur 
toutes  les  substitutions  rationnelles  obtenues  en  laissant  constant  le 
parametre  C. 

Ce  point  etabli,  supposons  qu'on  ait  trouve  une  transformation 
rationnelle  de  la  courbe  (i)en  une  courbe  (2)  de  genre/?'.  On  pent  en 
deduire  une  infinite  d'autres  qui  dependent  d'un  parametre  et  d'un 
entier  arbitraires,  en  se  servant  des  transformations  de  (i)  en  elle- 
meme.  Dans  certains  cas,  la  substitution  la  plus  generale  qui  transforme 
(i)  en  (2)  renferme  d'autres  entiers  arbitraires,  mais  elle  ne  saurait 
dependre  d'un  second  parametre  C  continu. 

Pour  le  voir,  revenons  a  Tegalite 

(5')  ^y  —  ^iP'i(.ri»  ^i)4-...-hVP;>.(/i,  z,) ^^^ 

Les  \  satisfont  aux  ip'  egalites 

-• > 

Dans  ces  equations  les  a>?,  . . . ,  o>]^'  designent  les  ip'  periodes  ele- 
mentaires  de  J| ,  les  /W/,  n,  des  entiers. 

Admettons  qu'on  ait  trouve  un  systeme  de  nombres  m,,  n,  pour 
lesquels  les  equations  precedentes  soient  compatibles.  Ces  equations 

Ana.  de  I'Ec.  TformaU.  3'  Serie.  Tome  VIII.  —  Avril  1891.  I  5 
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ne  sont  pas  indeterminees,  sinoti  on  pourrait  sedonnerarbitrairement 
au  moins  un  des  X,  et  les  autres  en  dependraient  algebriquement,  ce 
que  nous  savons  absurde  (*).  D'autre  part,  les  \  une  fois  determines, 
Tequation  (5')  definit  une  transformation  (3)  qui  ne  contient  que  la 
constante  C.  C'est  done  le  seul  parametre  continu  qui  figure  dans  la 
transformation  la  plus  generale. 

Nous  arrivons  ainsi  aux  conclusions  suivantes  : 

On  ne  peut  passer  rationnellement,  en  general,  d*une  courbe  de  genre  i 
a  une  courbe  de  genre  p\  Une  telle  transformation ,  quand  elle  existe^ 
depend  d*une  seule  constante  et  d*un  entier  ou  de  plusieurs  entiers  arbi- 
traires  (en  nombre  au  plus  egal  a  ^p'), 

3.  J'ai  insiste  surle  cas  de  p  =  i  pour  bien  marquer  les  differences 
essenliclles  qui  le  distinguent  du  cas  oup  est  quelconque,  que  nous 
allons  maintenantetudier. 

Tout  d'abord,  p'  est  au  moins  egal  a/>,  car  les/?  integrales  distinctes 
J,  de  premiere  espece  relatives  a  (i)  se  transforment  enp  integrales 
distinctes  de  premiere  espece  de  la  courbe  (2). 

Si  [X  designe  Tordre  de  la  transformation  (3),  il  est  meme  facile 
d'etablir  une  relation  entre  (x,/?  etp'. 

Soient  en  effet  m  et  m'  les  degres  des  courbes  (i)  et  (2),  et  conside- 
rons  toutes  les  courbes  C,  de  degre  (m  —  3),  qui  passent  par  les  points 
doubles  A  de  la  courbe  (1).  Ces  courbes  adjointes  ont  pour  equation 

AiPi (/,  z)  -+-  A,P,(K,  3)  +. . .+  A,,P^(7,  z)  =  o. 

L'une  quelconque  de  ces  courbes  se  transforme  par  la  substitution 
(3)  en  une  courbe  adjointe  C'de  (2),  ainsi  qu'il  resultedes  tbeoremes 
etablis  dans  le  premier  paragraphe. 

Une  courbe  C  rencontre  la  courbe  (i)  en  (2/?  —  2)  points,  distincts 
des  points  A.  D'autre  part,  a  chaque  point  {y^,z^)  de  (2)  correspond 

(1)  Ccci  nous  montre  quo  le  determinant  des  coefficients  des  X  est  different  de  z^ro  au 
moins  pour  un  syst^me  de  p*  des  Equations  pr6c6dentes  :  par  exemple,  pour  eelui  des  p' 
premieres  Equations.  [Autrement,  d'ailleurs,  il  existerait  des  integrates  de  premiere  espece 
J'  de  la  courbe  (a)  sans  periodes.]  Une  fois  connus  les  ap'  entiers  W|»  wi,  . . .,  Wps  /i^., 
les  X  sont  done  determines.  l\  en  r^suUe  que  la  transformation  (3)  ne  saurait  d6pendre 
de  plus  de  ip'  entiers  arbi traires  (en  dehors  de  la  constante  C). 


Digitized  by 


Google 


SLR    LES   EQUATIONS   DIFFERENTIELLES   DU    PREMIER    ORDRE.  II 5 

un  seul  point  (7,  z)  de  (i),  sauf  pour  des  points  (y\  s')  exceptionnelst 
eta  chaque  point (j,  5)  de  (1)  correspondent  (x  points  (y^,  5,),  sauf 
pour  des  points  (y\  z')  exceptionnels.  Choisissons  done  une  courbeC 
qui  ne  passe  par  aucun  dc  ces  points  (y\  z')  :  aux  (2/?  —  2)  points 
communs  a  C  et  a  (i)  correspondent  (2/?  —  2)[iL  points  communs  a  C 
eta  (2).  Ces  points  sont  distincts;  autrement,  a  un  point  (j^,  s,)cor- 
respondraient  plusieurs  points  (7,  z);  il  en  resulte  qu'on  doit  avoir 

(2/?  — 2)/x  =  2^'  — 2,        ou  bien        l^^=- 

Ceci  nous  montre,  comme  nousle  savions  deja,  (\\xep=p'  si  (x=  i, 
mais  aussi  que  la  reciproque  est  vraie  :  loute  substitution  rationnelle 
qui  transforme  une  courbe  en  une  courbe  de  mfme  genre  est  necessaire- 
ment  birationnelle  (*). 

De  plus,  si  (/?'—  1)  est  un  nombre  premier,  la  courbe  (2)  nesaurait 
etre  la  transformee  rationnelle  que  d'une  courbe  degenre  2.  Si  (p'  —  i) 
admet  des  diviseurs,  p  —  i  doit  etre  un  de  ces  diviseurs.  Enfin,  (x  ne 
pent  dcpasser/?'—  i. 

Nous  allons  demontrer  maintenant  qu'il  n'existe  qu*un  nombre  tini 
de  substitutions  (3)  permettant  de  passer  de  la  courbe  (i)  a  la  courbe 
(2),  quand/>  est  superieur  a  i. 

Nous  Savons  en  elTet  qu'une  telle  substitution  verifie  Tegalite 

Cette  equation,  jointe  a  Tequation  (i),  determine  algebriquement  y 
et  :;  en  fonction  de  y,,  :;,.  Par  exemple,  si  on  elimine  z,  il  rcste  une 
equation  en  y^ yx,  z^.  Quand  on  exprime  qu'une  racine  de  cette  equa- 
tion est  fonction  rationnelle  du  point  j'^,  s,  de  (2) 

y  — «o(/i)-^«i-i-t-...-^«^/t'< 

et  qu'il  en  est  de  meme  de  5,  on  obtient  un  certain  nombre  de  condi- 
tions algebriques  entre  lesX,,  [x,-.  Si  ces  relations  sont  incompatibles, 
il  n*existe  pas  de  substitution  (3)  repondant  a  la  question.  Si  elles 

(>)  Cette  proposition  a  d^ji  6t6  Stabile  par  Weber  {Journal  de  Crclle,  1879). 
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sont  compatibles  et  detcrminees,  il  existe  un  nombre  fini  de  telles 
transformations.  D'autre  part,  elles  ne  peuvent  etre  indeterminees; 
autrement,  une  infinite  de  substitutions,  dependant  algebriquement 
d'un  parametre,  transformeraient  (i)  en  (2). 

La  demonstration,  ainsi  presentee,  ne  comporte  pas  d'exception. 
Nous  allons  toutefois  en  indiquer  une  seconde,  qui  met  en  evidence 
quelques  particularites  interessantes. 

Parmi  les  courbes  C  adjointes  a  (i),  choisissons-en  deux  qui  aient, 
sur  (i),  un  point  commun  et  un  seul.  La  chose  est  toujours  possible 
quand  (i)  n'est  pas  hyperelliptique.  C'est  la  un  fait  bien  connu  dont  on 
se  rend  compte  aisement  ainsi  : 

Quand  il  n'existe  pas  deux  courbes  C  repondant  a  la  courbe  imposee, 
c'est  que  toutes  les  courbes  C  passant  par  un  point  M,  de  (i)  ont  avec 
cette  courbe  au  moins  un  second  point  commun  N,  (en  dehors  des 
points  multiples  A).  Par  suite,  toutes  les  courbes  C  qui  ont  un  point 
fixe  M,  sur  la  courbe  (i)  ont,  par  le  fait  meme,  un  second  point  fixe  N^ 
sur  cette  courbe. 

Assujettissons  les  courbes  C  a  passer  par.(/?  —  2)  points  fixes  M,, 
Mo,  . . .,  Mp_,,  pris  sur  (i)  en  dehors  des  points  A.  L'equation  du  fais- 
ceau  de  courbes  ainsi  obtenu  est  de  la  forme 

et  ces  courbes  ont  sur  (i)  (/>  —  2)  autres  points  fixes,  N,,N2, ...,  N^.^- 
Quand  /  varie,  le  nombre  des  points  variables  de  I'intersection  de  (i) 
et  de  (C)  est 

m(m  —  3)  —[{m  —  i)(/w—  2)  —  2/>  4-  2/?  —  4]  =  2. 

Les  coordonnees  de  ces  deux  points  d'intersection  sont  donnees  par 
des  equations  de  la  forme 

y^g{t)  -^/i(t)  v/RT0» 

avec  cette  condition 

c'est-a-dire  que  la  courbe  (i)  se  ramene,  par  une  transformation  bira- 
tionnelle,  a  la  forme  hyperelliptique. 
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Inversement,  quand  ( i )  est  de  Tespece  hyperelliptique,  deux  courbes  C 
n'ont  jamais  un  point  commun  avec  (i)  sans  en  avoir  un  second. 

11  suflit  de  verifier  le  fait,  en  supposant  I'equation  de  (i)  ramenee  a 
la  forme 

les  courbes  C  sont  alors  decomposables  en  droites 

et  si  Tune  passe  par  le  point  (/o»To)  de  (i),  elle  passe  aussi  par  le 
point  (^,  -To). 

Supposons  done,  en  premier  lieu,  que  la  courbe  (i)  ne  rentre  pas 
dans  cette  ciasse  exceptionnelle,  et  soient 

les  equations  de  deux  courbes  C  qui  out  sur  la  courbe  (i)  un  point 
commun  et  un  seul  Mo  ou  {y^,  z^)  (en  dehors  des  A).  Ces  deux  equa- 
tions peuvent  s'ecrire 

l^(7,^)-l^(7,^)=o, 

P3(/,^)-Pi(7,^)  =  o, 

P3,  P2,  P^  etant  lineairement  independants.  Comine  nous  I'avons  de- 
montre,  la  substitution  (3)  verifie  les  egalites 

IP>(r,g)  _  f^iPi(ri>gi)+'"-»-/^/>'(.rii^t) ^ 
Pi (/,  5)  X, P;  (7„  w, )  + . . .  -h  'kp'iyx,  -, ) ' 
Pi(7,-)       ^iP'i(/i,-i)H-...  +  V(7i»-i)' 

oil  les  X/,  (JL,,  V,-  sont  des  constantes  convenablement  choisies. 

Pour  toutes  valeurs  des  j^,,  5,  verifiant  Tequation  (2),  ces  deux 
equations  (8)  doivent  etre  compatibles  avec  Tequation  (i).  Si  nous 
oxprimons  qu'il  en  est  ainsi,  nous  formons  un  certain  nombre  de  con- 
ditions algebriques  auxquelles  doivent  satisfaire  les  X,  (jl,  v. 

Pour  tout  systemc  X,  [x,  v  (*)  repondant  a  ces  conditions,  les  equa- 


(1)  Nous  supposons  dcart^es  les  solutions  ou 

h       V-j      V ' 
ct  aussi  celles  oh  les  X,  fi,  v  sont  nuls. 
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lions  (8)  et  (i)  ont  au  moins  une  solution  (y,  z)  commune.  Ce  point 
y,  z  varie  avec  y,,  z^,  sinon  on  aurait  constamment 

et  les  polynomes  P)  verifieraient  une  relation  lineaire  et  homogene 
(lont  les  coefficients  (constants)  ne  seraient  pas  tons  nuls. 

D'autre  part,  les  equations  (8)  et  (i)  ne  peuvent  avoir,  pour  un 
point  quelconquc  cle(2)(y,,  s,),  plus  d'une  solution  (XfZ)  commune, 
puisqu'elles  n'ontqu'une  solution  commune  pour  les  valeurs  (,yi,^i) 
qui  correspondent  a  (7o»^o)- 

Les  valeurs  (y,  z)  de  cette  solution  commune  s'expriment  done  ra- 
tionnellement  en  fonction  de  j,,  5,. 

J'ajoute  que  deux  systemes  distincts  de  solutions  X,  (ji,  v  correspon- 
dent a  deux  transformations  (3)  distinctes.  En  disant  que  les  deux 
systemes  (>.,  (x,  v),  (V,  [x',  v')  sont  distincts,  j'entends  que  les  X,  [x,  v 
ne  sont  pas  respectivement  proportionnels  aux  X',  [x',  v'. 

En  etfet,  si  les  deux  substitutions  (3)  coincidaient,  on  aurait 

r\\{y.z)dz  _  i:ihP',(yuZy)dz,  _  C/lX;PHy,,z,)dz, 
J        f(^)       ~"  Fl.  -  F.. 

identite  qui  exige  que 


On  verrait  de  meme  que 


Done  a  deux  systemes  X,  (x,  v  distincts  correspondent  deux  substi- 
tutions (3)  distinctes. 

II  en  resulte  que  les  relations  qui  lient  les  rapports  des  X,  (x,  v  sont 
ou  incompatibles  ou  delerminees.  Ces  relations,  qui  sont  algebriques, 
ne  sauraient  admettre  qu'un  nombre  fini  de  solutions  :  il  n'existe 
done  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  (3)  transformant  (i)  en  (2), 
et  la  methode  precedente  permet  de  les  calculer  algebriquement. 

4.  On  peut  donner  plus  de  symetrie  au  raisonnement  employe  en 
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introduisant  la  courbe  gauche  a  laquelle  M.  Noether  a  donne  ie  nom 
dc  courbe  normale. 
Regardons  les  p  quantites 

comme  les/?  coordonnees  homogenes  d'un  certain  point  N  dans  Tes- 
pace  a  (/?  —  i)  dimensions.  Quand  le  point  (y,  z)  decrit  la  courbe  (i), 
Ie  point  N  decrit  une  courbe  gauche  T  dans  Tespace  a  (/?  —  i )  dimen- 
sions. Celte  courbe  F  est  la  courbe  normale  attachee  a  la  courbe  ( i). 

A  chaque  point  (  v,  z)  de  (i)  correspond  un  point  de  T  et  un  seul. 

Reciproquement,  si  la  courbe  (i)n'est  pas  hyperelliptique,  a  chaque 
point  de  F  correspond  un  point  de  (i)  et  un  seul. 

En  eflet,  soient 

_  P.  _  *'»  _  »\' 

les  rapports  des  coordonnees  homogenes  d'un  point  dc  F.  Les 
courbes  C, 


\\-OLp.,\\-r.O 


ont  (en  dehors  des  points  A)  un  point  commun  M  silue  sur  (i)  et  un 
seul;  autrement,  toutes  les  courbes  C  qui  ont  un  point  commun  sur  (i ) 
en  auraient  par  le  fait  meme  un  second,  et  la  courbe  serait  hyper- 
elliptique. 

D'apres  cela,  il  y  a  une  correspondance  birationnelle  enlre  les 
courbes  (i)  et  F. 

Remarquons  que  la  courbe  F  n'est  definie  qu'a  une  transformation 
homographique  pres. 

Si  Ton  elimine  (y,s)  entre  les  egalites  qui  expriment  les  p  coor- 
donnees P/,  on  obtient  (p  —  2)  relations  homogenes  entre  ces  coordon- 
nees. Ces  relations,  que  nous  appellerons  les  relations  (a),  sont  les 
equations  de  F. 

On  pent  de  meme  attacher  a  la  courbe  (2)  une  courbe  gauche  T  de 
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I'espace  a  {p  —  i)  dimensions,  definies  par  {p  —  2)  relations  homo- 
j^enes  entre  les  P/,  relations  que  nous  designerons  par  la  lettre  (P). 

Admetlons  qu'il  existe  une  substitution  (3)  transformant  (i) en  (2). 
Les  P,  deviennent  des  fonctions  de  ji,  5^,  qui  continuent  a  verifier  les 
relations  (a)  ;  d'autre  part,  on  a 

P2(7>g)_/^iP;(.ri,^!)4-fx,p;(vt,  Ji)-i-...-hfXp>Pp>(ji,:;0 
Pi(r,^)  >^iP;(7i,^i)+...4-VP;.(ji,iJ,) 

P3(.r,^)^ViP;(.ri,^i)-^...  +  V;.>Pp,(y,,^i) 
\\{y.z)      X,P;(j„5,)  +  --.  +  VP;'(/u-i)' 

On  voit  done  que  les  coordonnees  d'un  point  de  la  courbe  F  s'ex- 
priment  homographiquement  en  fonction  des  coordonnees  d'un  point 
de  r. 

Analytiquement,  on  voit  qu'en  remplagant  dans  les  equations  (a) 
les  P,  par  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  des  Py  (les  coefficients 
etant  des  constantes  convenablement  choisies),  les  {p  —  2)  relations 
entre  les  P}  ainsi  formees  doivent  etre  des  consequences  des  relations 
(^).  Ce  fait  s'exprimera  par  des  relations  algebriques  entre  les  X,  [x,  v. 

Inversement,  quand  les  points  de  la  courbe  F  correspondent  homo- 
graphiquement aux  points  de  F',  par  des  formules  telles  que 

p,  =  x.p;+x,p,4-...-hVPp, 


cette  corrcspondance  homographique  definit  une  substitution  raiion- 
nelle  transformant  la  courbe  (i)  en  la  courbe  (2). 

Dans  ce  cas,  en  effet,  a  chaque  point  de  (2)  correspond  un  et  seal 
point  de  (F'),  a  chaque  point  de  F'  un  et  seul  point  de  F,  enfin  a 
chaque  point  de  F  un  et  seul  point  de  (i).  Chaque  point  {y,  z)  de  (i) 
est  done  defini  rationnellement  en  fonction  d'un  point  ( j< ,  s, )  de  (  2). 
Le  raisonnement  n'excepte  pas  le  cas  oil  la  courbe  (2)  serait  de  Fes- 
pece  hyperelliptique. 

Quand  la  substitution  (3)  est  birationnelle,/?  =p\  et  la  corrcspon- 
dance homographique  entre  les  deux  courbes  (F)  et  (F')  est  reci- 
proque. 

Inversement,  s\p=p\  la  substitution  (3)  est  necessairement  bira- 
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lionnelle»  car  la  correspondance  entre  F  etF'  est  reciproque  :  a  un 
point  (j,  s)  (le  (i)  correspond  un  point  de  F,  a  ce  point  un  point  de 
r,  a  ce  dernier  enfin  un  point  (Jm^O  de  (2),  si  cette  courbe(2) 
n'est  pas  hyperelliptique. 

Cecas,  oil  (2)  serait  hyperelliptique,  ne  peut  d'ailleurs  se  presen- 
ter. Pour  le  voir,  rameuons  I'equation  (2)  a  la  forme 

p 
Les  polynomes  P^.  ne  renferraant  pas  -s, ,  les  rapports  p^  s'exprimeraient 

rationnellement  en  j, ,  et  comme  les  coordonnees  (j,  5)  d'un  point  de 

i> 
(i)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  p^>  elles  s'exprimeraient  elles- 

memes  rationnellement  en  fonction  d'un  parametre.  La  courbe  (i)  se- 
rait done  de  genre  zero,  tandis  que  p  est  plus  grand  que  i  par  liypo- 
tbese. 

Nous  sommes  conduits  ainsi  aux  propositions  suivantes  : 

On  ne  peut  passer  rationnellement  d'une  courbe  (i)  de  genre  superieur 
a  I  a  une  courbe  hyperelliptique  (2),  si  la  courbe  (1)  nest  ellt-mime  hy- 
perelliptique. 

Toute  transformation  rationnelle  qui  permet  de  passer  d*une  courbe 
{\)  de  genre  superieur  a  i  et  non  hyperelliptique  a  une  autre  courbe  {'2) 
de  mime  genre  p  est  necessairement  birationnelle. 

Ce  theoreme,  nous  Tavons  demontre  plus  liaut  dans  tous  les  cas. 

Pour  qu'il  existe  une  substitution  rationnelle  qui  ptimette  de  passer 
d'une  courbe  (i)  non  hyperelliptique  a  une  autre  courbe  (2)  du  mfme 
genre  p,  ilfautet  il  suffit  que  les  deux  courbes  (1)^/(2)  admettent  la 
mime  courbe  normale. 

Remarquons  en  passant  que  lamethodeprecedentefournitunmoven 
de  calculer  les  modules  d'une  courbe  algebrique  ou  d'une  surface 
de  Riemann.  Ces  modules  ne  sont  autre  chose  que  les  invariants  de  la 
courbe  F  relatifs  a  la  substitution  homographique  la  plus  generate. 

Observons,  au  point  de  vue  de  la  marche  du  calcul,  qu'on  peut 
choisir  P,,  P^,  P3,  lies  par  une  des  relations  (a)  : 

H(P„P„P3)=o. 

Ann.  de  I'Ec,  Norm.  3*  Serie.  Tome  VIU.  —  Avbil  1891.  16 
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p.  .  P»     P 

(le  telle  tagon  que  —^  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  p^,  —• 

Cette  courbe  H  =  o,  de  degre/>H-i,  introduite  par  Clebseh,  cor- 
respond birationnellement  a  (i)  ct  son  equation  se  calcule  aisement. 
Si  Ton  pose 

?*  —  Y  1^—7 

pour  que  { r)  corresponde  rationnellement  a  (2),  11  faut  et  il  suftit 
qu'on  puisse  disposer  des  constantes  X,  [jl,  v,  de  telle  fa^on  qu'en 
faisant 

dans  Tequation 

lI,{Y,Z)-o, 

I'equation  ainsi  obtenue  soit  une  consequence  de 

(2)  ¥{y,,z,)  =  o. 

5.  Au  lieu  de  faire  usage  de  la  courbe  normale  de  M.  N(ctber,  on 
pouvait  avoir  rceours  a  certaines  considerations  indiquees  par  M.  Poin- 
care  dans  le  Memoire  deja  cite  (*). 

Ecrivons  Tequation  des  courbes  adjointes  C 

A,  P,(  J,  z)  -+-  A,P,(  J,  z)-^...-^  A,  P„0',  z)^o 
et  de  meme,  I'equation  des  courbes  adjointes  C 

BiP;(j„5,)+...4-B;,P;,/(/„5,)  =  o. 

Soient 

®  (Aj,  A„  . . .,  Ap)i^  o, 

les  deux  relations  algebriques  et  homogenes  qui  expriment,  la  pre- 
miere, que  la  courbe  C  est  tangen  tea  (1),  laseconde,  que  C'est  tangente 
a  (2). 

Designons  par  (7,5)  les  coordonnees  du  point  de  contact  de  C  et 

(*)  11.  PoiNCARE,  Jcta  mnthematicay  t.  VII. 
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(le  (i ).  Nous  aurons 

z  Tzz  Rj(A,,  Aj,  . . .,  Ap), 

R  et  R,  etant  deux  fonctions  rationnelles.  Toutefois,  cette  derniere 
proposition  cesse  d'etre  cxacte  si  les  courbes  C  ne  peuvent  avoir  un 
point  de  contact  avec  (i)  sans  en  avoir  plusieurs.  C'est  precisement  ce 
qui  arrive  pour  les  courbes  hyperelliptiques. 

Supposons  eneffet  que  la  courbe  (i)soit  hyperelliptique  et  ramenee 
a  la  forme 

^«=R(7). 

Les  courbes  C  ont  alors  pour  equation 

A,  -^  A,/  -h ...  -4-  A;, j'^-*  =  o. 

La  relation  0  =;=  o  cxprime  alors  que  cette  equation  a  une  racine 
double  en  y.  A  tout  systemc  de  A,,  Aj,  . . .,  A^,  verifiant  cette  condi- 
tion correspond  une  seule  valeur  de  j,  mais  deux  valeurs  de  z  : 


Inversement,  si  toutes  les  courbes  C  tangentes  a  la  courbe  (i)  ont 
avec  cette  courbe  plusieurs  points  de  contact,  la  courbe  est  hyper- 
elliptique. 

Soiten  effet  M  un  point  de  contact  de  (i)  et  de  C.  Par  hypothese, 
toutes  les  courbes  C  tangentes  en  M  a  la  courbe  (i)  ont  avec  cette 
courbe  au  moins  un  second  point  de  contact  N. 

Je  dis  en  preniier  lieu  que  ce  point  N  est  le  meme  pour  toutes  les 
courbes  C  tangentes  a  (i)  en  M. 

Pour  le  voir,  designons  par(j^,5o)  lescoordonnees  deM,  par  {y,z) 
celles  de  N. 

Le  point  (jo»  ^o)  etant  un  point  de  contact  de  (i)  et  de  C,  ses  coor- 
donnees  satisfont  aux  egalites 

A,  Pi(7o,  5o)     -4-...-^ApPp(yo,  So)     —  o. 


d^  •    •^^''  dy 
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Le  symbole 

dx 

represente,  dans  cotte  derniere  equation,  la  valcur  que  prend  la  fonc- 
tion 

dl'iJYyZ)       dViiv.z)        dy 
dy  dz         d/{y,  z ) 

dz 
quand  on  y  fait  y  =7o»  ^  =  ^o- 

Par  hypothese,  le  point  (7, 5)  doit  verifier,  par  le  fait  meme,  les  re- 
lations analogues 

^kiVAy.z)     =0. 


2* 


=  0, 


Ces  egalites  doivent  done  etre  des  consequences  des  pricedentes, 
quels  que  soient  les  A/,  ce  qui  exige  qu'on  ait 

et  de  meme 

^P/(j>^)_vp(..     .  ■    .^Pi(.ro,^o) 

dy       -^*/(/o,-o)-+-f^        -^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  /,«  =  i,  2, ...,/?. 
On  en  deduit  aussitot 

Les  quantites  /o.  ^o  etant  donnees,  ces  equations  sont  de  la  forme 

Pi(7,^)-f-«p,(r,5)-^pp,(j,5)  =  o, 
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a,  p  designant  des  constantes.  Une  telle  relation  ne  peut  jamais  se 
reduire  a  une  identite.  Elle  determine  done  sur  la  courbe  (i)  des 
points  particuliers  N  qui  correspondent  au  point  M. 

Pour  rappeler  ce  fait,  designons  par  {y\%z\)  les  coordonnees  d'un 
de  ces  points  N. 

Revenons  alors  aux  egalites  (A).  II  est  facile  de  voir  que,  dans  ces 
egalites,  \l  est  nul.  Sinon  Tegalite 

resulterait  des  deux  egalites 

2A,P,(jKo»5o)   =:0, 

c*est-a-dire  que  toute  courbe  G  passant  par  les  deux  points  M  et  N 
serait  tangente  a  la  courbe  (i)  au  point  M. 

Or  cette  supposition  est  inadmissible,  comme  on  peut  s'en  rendre 
compte  de  la  maniere  suivante  :  considerons  toutes  les  courbes  C  qui 
passent  par  le  point  M  et  coupent  la  courbe  (i)sous  un  angle  donnea; 
elles  rencontrent  la  courbe  (i)  en  un  certain  nombre  de  points  va- 
riables Q/,  qui  parcourent  la  courbe  (i)  et  coincident,  pour  certaines 
courbes  C,  avec  N.  Ces  courbes  passent  par  M  et  N  sans  etre  tangentes 
a(i)  au  point  M  ('). 

Done  [X  est  nul,  et  Ton  a 

c'est-a-dire.  que  Tequation 

est  une  consequence  de  Tequation 

2A/P/(7o,-o); 

(*)  A  la  v6rit6,  ce  raisonnoment  suppose  p>3,  Sijo  =  3,  on  ramene,  par  une  trans- 
formation birationnoUe,  I'^quation  (i)  i  6tre  du  quatrieme  degr6,  et  le  th^or^me  que  nous 
voulons  d^montrer  apparail  imm6diatement. 
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toute  courbe  C  qui  passe  par  M  passe  par  N.  La  courbe  (i)  est  de  Tes- 
pece  hyperelliptique. 

Si  (lone  nous  laissons  de  cote  la  classe  des  courbes  (i)  hyperellip- 
tiques,  les  coordonnees  j, ;;  des  points  de  contact  d'une  courbe  C  avec 
(i)  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  A/ 

j  =  R  (A,,  A,,  ...,  A;,), 
j'=zR,(A,)A„...,A^). 

Les  quantites  A/  sont  assujetties  a  la  seule  relation 

®(Ai,  Aj,  . . .,  Ap)  =0. 

Cela  pose,  admettons  qu'il  exisfe  unc  substitution  rationnellc  (3) 
permettant  de  passer  de  la  courbe  (i)  a  la  courbe  (2). 

Par  cette  substitution,  les  courbes  C,  definies  par  I'equation 

AI P,  (/i,  -1)  -h ...  4-  ApP,,(7,  z)  =  o, 

se  transforment  en  un  faisceau  de  courbes  C"  dependant  lineairement 
de  p  parametres  homogenes 

Dans  cette  equation,  les  A}  sont  de  la  forme  suivante  : 

(A)  a;  =  >.;  At  4-  x;As-+-.  . .  +  x;a^, 

les  \j  designant  des  constantes. 

Si  les  courbes  C  sont  tangentes  a  (i),  les  courbes  C  correspondantes 
sont  tangentes  a  (2).  Ce  fait  geometrique  equivaut  a  cet  autre  fait  ana- 
lytique  :  si  les  A,  verifient  la  relation 

B(A,,  A2,  . . .,  Ap)  —o, 

les  quantites  A}  verifient  la  relation 

BiCAj,  A',,  . .  .,A'p')  —  o. 

Ainsi,  s'il  existe  une  substitution  rationnelle  (3)  qui  transforme  (i) 
en  (2),  il  existe  une  transformation  homographique  de  la  forme  (k), 
qui  permet  de  passer  de  la  relation 

0(  Ai,  Aj,  . . .,  Ap)  ~o 
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a  la  relation 

Bi(A',,  A',,  . . .,  A^)  —  o. 


I  27 


Lareciproque  estvraie.  Pourl'enoncer  sous  une  forme  geometriqiie, 
regardons  les  A^,  A2,  . . .,  A^  comme  les  coordonnees  homogenes  d'un 
point  dans  Tespace  a  (/?  —  i)  dimensions.  L'equation  homogene 

0(A,,  Aj,  .  .  .,  Ap)  ::=0 

represente  une  surface  dans  cet  espace.  De  meme  Tequation 

61  ( A',,  A',,  . . .,  A),)  —  o 

represente  une  surface  dans  I'espace  a  (/?'—  i)  dimensions.  Si  la  sur- 
face 0  =  0  correspond  homographiquement  a  la  surface  0,  =  o  [par 
desformules  telles  que  (^)],  celtecorrespondance  definit  une  transfor- 
mation rationnelle  de  (i)  en  (2). 

En  effet,  choisissons  parmi  les  courbes  C  un  faisceau  quelconque 
dependant  de  deux  parametres  et  assujetti  a  Tunique  condition  do 
renfermer  une  courbe  ayanl  avec  la  courbe  (i)  un  point  de  contact  el 
un  seul.  Soit 


(0 


A,P,(  V,  3)  -f-  A,P,(  V,  Z)  4-  AsPal  V,  3)  =  o 


l'equation  de  ce  faisceau. 

A  ces  courbejj  C  correspondent  par  la  transformation  (3)  dos  courbes 
C  dependant  de  deux  parametres  et  dont  l'equation  s'ecrit 


avec 


A,Qi(v,,5,)H-A,Q2(jH5,)-+-A303(ri.-i)  — o 

i  =  p' 

i  =  l 
i  =  p' 

i  =  p' 


les  a,  ^,  Y  etant  des  constantes  qui  dependent  des  Vj. 
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Si  Ton  se  donne  un  point  de  contact  (jo  5,)  de  la  courbe  (2)  avec 
la  courbe  (/'),  la  courbe  (/')  est  determinee,  et  les  rapports  j^,  ^ 
sont  donnes  rationnellement  en  fonction  de  (y,,5,)par  les  equations 

Ai  Qi(7„  5, )  -h  A,  Q,(7„  5,)  -H  A,Q,( jt,  5,)  =  o; 

\i -f h  Aj -1 h  A, -^ =  o. 

^/i  <ri  ^7i 

D'autre  part,  la  courbe  (/ )  correspondante  est  tangente  a  la  courbe  ( 1 ) 
en  un  point  (v,  5),  car  A, ,  Aj,  A,  verifient  la  relation 

0(Ai,  A„  A,)  =  o; 

les  coordonnecs  (j,  5)  du  point  de  contact  s'expriment  rationnelle- 

A     A 

menten  fonction  des  rapports  ~j  ~>  par  suite,  en  fonction  de  (j^it^^). 

Ai     At 

II  suffira  done  d'examiner  si  Ton  pent  passer  de  la  surface  0|  =  o  a 
la  surface  0  =  o  par  une  transformation  homographique  (k).  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  les  rapports  des  Vj  verifient  certaines 
relations  algebriques,  qui  sont  ou  incompatibles  ou  determinees. 

Quand  les  deux  courbes  (i)  et  (2)  sont  de  meme  genre,  la  corres- 
pondancc  homographique  entre  les  deux  surfaces  0  =  o  et  0,  =  o  de 
I'espace  a  (/?  —  i)  dimensions  est  reciproque.  Les  relations  (k)  defi- 
nissent  alors  les  A/  en  fonction  lineaire  et  homogene  dfes  Ay,  et  le  rai- 
sonnement  precedent  montre  que  la  transformation  rationnelle  de  la 
courbe  (i)  en  la  courbe  (2)  est  necessairement  birationnelle. 

Ce  raisonnement  serait  toutefois  en  defaut  si  la  courbe  (2)  etait 
hypercUiptique;  mais  nous  avons  montre  que  ce  cas  ne  pent  se  pre- 
senter. Voici,  d'ailleurs,  comment  on  le  verrait  directement : 

Supposons  que  (2)  soit  hyperelliptique,  et  ramenons-la  a  la  forme 

Toules  les  courbes  C  qui  passent  par  le  point  (Jm-i)  passent  par  le 
point  (ji,  —5,);  par  suite,  toutes  les  courbes  C  qui  passent  par  le 
point  (7, 3)  correspondant  a  (y^ ,  5^ )  passent  par  le  point  (y\  z')  cor- 
respondant  a  (j,,  —5,).  Ceci  montre  que  la  courbe  (i)  est  hyper- 
elliptique, ou  bien  que  les  points  (7,5),  (7,5')  coincident.  Mais, 
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dans  cette  derniere  hypothese,  j  et  z  s'exprimeraient  rationnellement 
en  fonction  de  r,,  et  ia  courbe  (i)  serai t  de  genre  o,  ce  qui  est  ab- 
surde.  La  courbe  (i)  est  done  hyperelliptique. 

Nous  retrouvons  ainsi,  par  cette  seconde  methode,  tons  les  resultats 
que  nous  avions  obtenus  en  faisant  usage  de  la  courbe  normale  de 
M.  Noether. 

6.  II  nous  reste  a  examiner  avecquelque  detail  lecasoii  la  courbe  (i) 
est  hyperelliplique. 

Ramenons  d'abord  Tequation  (i)  a  la  forme 

^»  =  R(7). 
Pour  une  telle  courbe, 

P.=  i,       Pt=v,       P,=/S         ..,       Pp  =  r"-»; 

on  doit  done  avoir 

i=p' 
Pt  _  Y   f^'P^(.^'>^») 

Pi~'^~^^-P,(7„c.) 

is  1 

et,  par  suite, 

R,  designant  une  fonction  rationnelle  de  y^,  5,.  Si  Ton  exprime, 
d'autre  part,  que  ^Ri  doit  etre  une  fonction  rationnelle  du  point 
(r,,5,)  de  (i),  on  obtient  certaines  relations  algebriques  entre  les 
rapports  des  X,  [ji,  relations  qui  sont  incompatibles  ou  determinees. 

Examinons,  en  particulicr,  le  cas  oil  /?=/?.  En  premier  lieu,  la 
courbe  (2)  est  alors  hyperelliptique.  En  effet,  toutes  les  courbes  C  qui 
passent  par  le  point  (jo»  -0)  de  (i)  passent  aussi  par  le  point 
{y^,  -  5o).  Les  courbes  C  correspondant  aux  courbes  C  (lesquelles 
comprennent  toutes  les  courbes  C,  puisque  p  =p')  ne  peuvent  done 
avoir  un  point  commun  (Vi^s,)  sur  (2)  sans  en  avoir  un  second 
{y\fZ\)  :  ces  points  (ji.^i)*  {y\f^\)  sont  les  correspondants  de 
(7o»  ^o)»  (jot  -— -So),  et  ne  peuvent  se  confondre;  car  autrement,  au 
raeme  point  (71,  5<)  de  (2)  correspondraient  deux  points  de  (i).  La 
courbe  (2)  est  done  hyperelliptique. 

Ann,  de  I' fie.  Normale,  3«  Serie.  Tome  VII.  —  Avril  i«9i.  17 
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J'ajoute  que  la  correspondance  entre  les  deux  courbes  est  biration- 
nelle.  Soit,  en  efTet, 

Tequation  de  (2).  On  doit  avoir 

et  aussi 

P(r.) 

P,  Q,  S  designant  trois  polynomes  de  degre  (p  —  i)  au  plus  en  j^,. 
Ces  egalites  ne  sauraient  etre  compatibles  que  si  Ton  a 

Q  (.V|  )  _  IJ-Vi  +  (J-l 

A,  X,,  [X,  [X,  etant  quatre  constantes.  Done 


-t-x.' 

-  =  «0'i)  + 

■5.|3(r,). 

d'autre  part. 


a  et  p  etant  rationnels.  Ces  egalites  nous  montrcnt  que  y,  et  z^  s'ex- 
priment  rationnellement  en  r,  s.  La  correspondance  entre  (i)  et  (2) 
est  done  birationnelle.  Nous  verifions  ainsi,  dans  tons  les  cas,  le  theo- 
reme  que  nous  avions  etabli  en  general  au  debut  de  cette  etude  : 
quand/?  =^'(^  >•  i),  les  transformations  (3)  sont  birationnelles. 

7.  Les  conclusions  auxquelles  nous  arrivons  sont  les  suivantes  : 

Etant  donnees  deux  courbes  algebriques  (i)  et  (2.)  de  genre  p  et  p\  si 
p  est  superieur  a  \y  il  nexiste  paSy  en  general^  de  substitutions  ration- 
nelles  (3)  permettant  de  passer  de  la  courbe  (i)  a  la  courbe  (2).  De  telles 
substitutions,  quand  elles  existent,  ne  sont  jamais  quen  nombre  limitdy  et 
se  calculent  a  Vaide  d* operations  algebriques. 

Le  genre  p'  de  (2,)  est  inferieur  ou  egal au  genre  p  de  (i).  Si p  =p\ 
toute  substitution  rationnelle  qui  transforme  (i)  en  {2)  est  birationnelle. 
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Phis  generalementy  [x.  designant  Vordrs  de  la  subslitution  rationnelle  (3), 
on  a 

Les  courbes  de  genre  o  et  i  sonl  les  seules  qui  se  laissent  transformer 
en  courbes  du  m6me  genre  par  des  substitutions  simplement  rationnelles, 

QuGJid  la  courbe  (a)  est  hyperelliptique,  toute  courbe  (i)  de  genre  plus 
grand  que  i  dont  elle  est  la  transformee  rationnelle  est  hyperelliptiqiie . 

Dans  ce  qui  precede,  nous  avons  suppose  qu'on  se  donnait  la 
courbe  (i)  de  genre  p  qu'il  s'agissait  de  transformer  rationnellement 
en  la  courbe  (2),  de  genre  p'. 

Plus  generalement,  on  peut  chercher  a  resoudre  le  probleme  sui- 
vant  : 

Etant  donnee  une  courbe  (^1)  de  genre  p\  re^onnaUr?  si  ell?  est  la 
transformee  rationnelle  d'une  courbe  de  genre  p, 

Quand  /?  =  i,  le  probleme,  comme  nous  Tavons  dit,  se  ramtMie  a 
reconnaitre  si  une  integrale  de  premiere  esi)e:!e  de  la  courbe  {1)  n'a 
que  deux  perio.les. 

Quand />  est  superieur  a  i,  la  question  se  resout  algebriquoment. 
Tout  d'abord,  si  p  =/?',  la  transformation  est  necessairement  biration- 
nelle;  toutes  les  courbes  de  la  meme  classe  que  (2)  sont  des  transfor- 
mees  biralionnelles  de  cette  courbe  et  repondent  a  la  question.  Mais 
nous  ne  regardons  pas  comme  distinctes,  dans  ce  qui  va  suivre,  deux 
courbes  qui  correspondent  a  la  meme  surface  de  Riemann.  Nous  cber- 
cbons  seulement,  parmi  les  courbes  (1)  qui  se  transforment  rationnel- 
lement en  la  courbe  (2),  un  type  de  chaque  classe.  Toutes  les  courbes 
appartenant  a  la  meme  classe  jouiront  de  la  meme  propriete. 

D'apres  un  theoreme  deja  rappele  de  Clebsch,  toute  courbe  de  genre  p 
(non  hyperelliptique)  peut  etre  ramenee  au  degre/?  -h  i  par  une  trans- 
formation birationnelle.  Prenons  done  comme  courbe  (i)  la  courbe  de 

degre  (/>-+-  1)  la  plus  generale  a    ^  ^""' p\  points  doubles.  Son 

equation  dependra  encore  d'un  certain  nombre  d'indeterminees  a,, 
a,,  . .  •,  a^fc.  Donnons  a  ces  constantes  des  valeurs  quelconques  et  ecri- 
vons  les  equations  necessaires  et  suffisanles  pour  qu'il  existe  une 
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correspondance  rationnelle  de  (2)a(i).  Nousobtenons  ainsi  cer(aines 

relations  algebriques  auxquelles  doivent  satisfaire  les  a,,  a^ a^. 

Quand  ces  relations  sont  compatibles,  en  remplacant  les  a/  par  un  sys- 
leme  quelconque  de  solutions,  on  forme  I'equation  d'une  courbe  (i) 
dont  (2)  se  deduit  rationneilement. 

Pour  chercher  les  courbes  (i)  hyperelliptiques,  on  procede  de  la 
meme  maniere,  en  prenant  leur  equation  sous  la  forme 

/*=>•(/ -i)(/-A-,)(r-/r,)...(r~^(tp-u). 

En  donnant  a/>  les  valeurs  i  -4- (a  etant  un  diviseurde/?'—  i), 

on  determine  algebriquement  toutes  les  courbes  du  genre/?  plus  grand 
que  I,  dont  (2)  est  la  transformee  rationnelle,  ou  plutot  des  types  de 
toutes  les  classes  de  ces  courbes. 

Parmi  ces  courbes,  en  peut-il  exister  une  infinite  qui  soient  dis- 
tinctes?  autrement  dil,  ces  courbes  peuvent-elles  appartenir  a  uile 
intinite  de  classes? 

Pour  nous  en  rendre  compte,  assujettissons  dans  I'equation  (1)  les 
constanles  a/  a  des  conditions  arbitraires  choisies  de  fagon  que  cette 
equation  ne  depende  plus  que  de  (3/?  —  3)  indeterminees  ft,  permet- 
tant  de  donner  aux  (3/>  —  3)  modules  de  (1)  des  valeurs  quelconques. 
Ceci  est  toujours  possible  :  ces  conslantes  forment  alors  elles-memes 
un  sysleme  de  modules  de  (i). 

Raisonnons  main  tenant  sur  cette  equation  (i)  comme  plus  haut.  Les 
1^/ doivent  satisfaire  a  des  conditions  algebriques  qui  sont  ou  incom- 
patibles,  ou  determinees,  ou  indeterminees.  Dans  le  premier  cas,  il 
n'existe  pas  de  courbes  de  genre  i  repondant  a  la  question;  dans  le 
second,  il  en  existe  un  nombrc  limite  et,  dans  le  troisieme,  une  inti- 
nite dont  les  modules  dependent  algebriquement  de  parametres  arbi- 
traires. 

Je  vais  montrer  que  ce  dernier  cas  ne  saurait  se  presenter. 

Soit,  en  effet, 

(i)  /(  r,  3,  ^//,  ...)  =  o 

Tequalion  de  la  courbe  (i)  dont  les  modules  dependent  de  /,  w,  ... 
algebriquement.  Faisons  varier  seulement  le  parametre  /. 
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Par  hypotbese,  une  substitution  (3)  permet  de  passer  de  (i)  a  la 
courbe  donnee  (2)  et  verifie,  par  suite,  les  egalites 

Si  les  X,  ne  dependent  pas  de  /,  la  courbe  (i)  a  des  modules  indepen- 
(lants,  car  on  a 

p 

K  =  p^  =  pi(ji,-i), 

p,  p,  ne  renferinant  pas  t;  la  relation  entrc  yj  et  ^  ne  depend  done  pas 
de  /,  et,  d'autre  part,  la  correspondance  entre  (y],Q  et  (y,  z)  esl  bi- 
rationnelle  si  P,,  P2,  P3  sont  convenablement  choisis. 

Le  raisonnement  est  en  defaut  quand  (i)  est  hyperelliptique;  on  a, 
dans  ce  cas,  si 

z*^  =  R(j,  /,  a.  . . .)  =7(j-  I)  (7-  /,) . .  .  (/  -  A-,;.-,) 

est  Tequation  de  (i), 


(a')  f^^^lJ^J^l^^^ 


f;. 


et  les  X,  doivent  dependre  de  /  si  les  kj  en  dependent;  autrement, 
pour  une  valeur  de  /  qui  rend  egales  deux  racines  de  R,  le  premier 
inembre  deviendrait  infini  en  certains  points  (jK,  s)  de  i,  le  second 
mcmbre  restant  toujours  fini. 

Adniettons  done  que  X,  dependent  de  /  dans  I'equation  (a)  et  Irai- 
tons  d'abord  le  cas  oil  (i)  serait  hyperelliptique.  Quand  /  tend  vers  /„, 
le  second  membre  de  (a')  croit  indefiniment,  quel  que  soit  (j,,  z^); 
le  premier  membre,  au  contraire,  ne  devient  infini  que  pour  des  va- 
leurs  particulieres  (jof^o)  de  (7,-).  II  faut  done  que  7=  9(7,,  r.,), 
:;  =  ^(j,,5,)  tendent  respectivement  vers  y©,  z^  quand  /  tend  vers  /o» 
<|uel  que  soit  le  point  (y^ ,z^)  de  (2).  Les  fonctions  9  et  ^  dependent 
dvi  /  algebriquement  et  se  laissent  developper  suivant  les  puissances 

(le  (/  —  /„)"  =  T ;  par  exemple, 

y-ro=A(j„5,)T>+A.O'.,^,)T>-^'-^...- 
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Soit  A,  le  premier  des  coefficients  A  qui  depende  effeclivement  de 
(7i»-i);  posons 

r  -  vo  — TM  A  4-  A,Th-  . . .  -f-  \...,V''' ) 
'' '■ xXw =  ^ 

et  de  meme 

La  coiirbe  que  decrit  repoint(r,,i^)  est  encore  liyperelliptique, 

(0'  :'=p(t)), 

et  correspond  birationnellement  a  la  courbe  (i)  par  une  substitution 
de  la  forme 

EUe  a  done  memes  modules,  ot  deux  de  ces  modules  devicnnentegaux 
pour  t  =  Iq.  En  raisonnant  sur(iy  comme  sur(i),  on  voit  que  le  point 
(yj,  l)  doit  tendre  vers  un  point  (yi^,  to)  particulier  quand  /  tend 
vers/o»  etcelaquel  que  soit  le  point  (y,,^^,)  de  (2).  Or  (y],  ^)  varie, 
pour/  =  /o»  avec  (  v,,  s,).  Les  modulesde([)et(iy  sont  done  indepen- 
dants  de  t,  c.  q,  f.  d. 

(^e  raisonnement  s'etend  aux  courbes  (r)  quelconques.  Ecrivons  la 
condition  quedoivent  verifier  les  (3p  —  3)  coefticients  modules  de(i) 
pour  que  le  genre  de  cette  courbe  s'abaisse.  On  forme  ainsi  une  rela- 
tion en  /  qui  a  au  moins  une  racine  t  =  t^.  Pour  /  =  /o»  '^  premier 
membre  de  (a)  devient  intini  au  moins  en  un  point  (jo»^o)  de(i). 
Nous  pouvons  d'ailleurs  admeltre  qu'il  ne  devient  pas  infini  pour 
t  =  io^  qnel  que  soit  le  point  (y^^),  sinon  il  contiendrait  en  facteur 
{t  —  /o)"  ^t  on  le  multiplierait  par  (/  —  /o)"^".  Dans  ces  conditions, 
un  au  moins  des  coefficients  Xy  doit  etre  infini  pour  /=  t^.  On  en  con- 
clut, comme  ci-dessus, que,  /  tendantvers  t^,  y=o( y^ , z ^), z=  '\f(y ^, z t) 
doivent  tendre,  quel  que  soit  le  point  (j, ,5,)de  (2),  vers  les  valeurs 
(.Vo»-o)  parliculieres  qui  rendent  le  premier  membre  de  (i)  infini. 
Le  raisonnement  s'acbeve  des  lors  comme  pour  les  courbes  hyperellip- 
tiques. 

Nous  sommes  maintenant  en  etat  d'enoncer  le  theoreme  suivant  : 

Les  courbes  de  genre  plus  grand  que  i  qui  se  laissent  transformer 
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rationnellement  en  une  courbe  donnee  (2)  appartiennent  a  un  nombre 
limite  de  classes.  On  pent  determiner  algebriquement  un  type  de  chaque 
classe  ou,  si  I'on  t^eut  encore,  leurs  modules. 

Le  precede  que  nous  venons  d'employerdemontre  egalement  quune 
courbe  donnee  (2)  ne  peut  ^tre  transformee  rationneUe  d'une  courbe  de 
genre  i  et  de  module  arhitraire, 

8.  Pour  terminer cette  etude,  je  signaleral  les  rapports  du  problenie 
de  la  transformation  rationneUe  des  courbes  algehriques  avec  le  pro- 
bleme  de  la  reduction  des  integrales  abeliennes  et  cclui  de  la  transfor- 
mation des  fonctions  fuchsiennes. 

Tout  d'abord,  quand  une  courbe  (2)dc  genre  />'est  la  transformee 
rationneUe  d'une  courbe  (i)  de  genre  />,  /;  des  integrales  abeliennes 
de  premiere  espece  attachees  a  la  courbe  (2)  (integrales  a  2// pe- 
riodes),  n'ont  que  ip  periodes  distinctes. 

Pour  ce  qui  est  de  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes,  ce 
probleme,  analogue  au  probleme  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques,  peut  s'enoncer  ainsi  :  on  se  donne  un  groupe  fuchsien  G, 
et  deux  fonctions  fondamentales  correspondantes 

et  Ton  demande  de  determiner  un  second  groupe  G  jouissant  de  la  pro- 
priete  suivante. 
Si  Ton  pose 

pour  certaines  valours  convenablement  choisies  des  constantes  a,  ^, 
y,  5,  les  deux  fonctions  fondamentales 

y^^{t\      z^VL{t) 

s*expriment  rationnellement  a  Taide  de$i(/,),  !!,(/<). 

D*apres  les  idees  de  MiM.  Poincare  et  F.  Klein,  le  groupe  fuchsien  G, 
definit  une  surface  de  Riemann  ou,  si  Ton  veut,  une  classe  de  courbes 
algebriques  dont  Tune  est  representee  par  la  relation  entre  les  deux 
fonctions  4>,,  11,, 
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Dc  meme,  au  groupe  G  correspond  la  courbe 


Posons 


et,  (le  meme. 


puisque  G  resout  le  probleme  de  la  transformalion,  on  a 

R  el  R,  etant  deux  fonctions  rationnelles;  par  suite. 

On  se  trouve  ramene  ainsi  a  determiner  les  courbes  dc  genre  p  infe- 
I'ieur  a  p\  dont  la  courbe  (2)  est  la  transformee. 

Ktant  donne  un  groupe  fuchsien  G,,  de  genre />',  on  sait  done  deter- 
miner algebriquement  tous  les  groupes  transformes  G,  de  genre  plus 
grand  que  i.  La  recherche  des  groupes  G  de  genre  1  revient  a  recon- 
naitre  si  une  des  inlegrales  de  premiere  espece  de  la  courbe  F  =  o  n'a 
que  deux  periodes;  mais  les  theoremes  precedents  n'indiquent  rien 
sur  les  groupes  G  de  genre  o. 

9.  Les  propositions  que  nous  venons  d'etablir  ont  leurs  equivalentes 
dans  la  theorie  des  transformations  rationnelles  des  surfaces.  Je  me 
bornerai,  sur  ce  point,  aux  indications  suivantes.  Soient 


(0 


¥{jr,x,z)  —  o 


Tequation  d'une  surface  algebrique  S;  />  le  nombre  (plus  grand  que  i ) 
des  polynomes  Q  lineairement  distincts  adjoinls  a  la  surface;  p^   le 
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genre  de  Tintersection  C  de  S  avec  la  surface  2  (ou  Q  =  o);  designons 
par  Y  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  S;  cette  courbe  ren- 
contre S  en  (pt  —  i)  points. 

Nous  distinguerons  trois  groupes  de  surfaces  :  le  premier  (le  plus 
general),  comprend  les  surfaces  S  pour  lesquelles  toule  surface  2 
qui  passe  par  un  point  de  S  ne  passe  pas  necessairement  par  d'autres 
points  de  S  correspondants  (en  dehors  des  points  singuliers  de  S). 
Pour  ces  surfaces,  les  p  polynomes  Q  distincts,  regardes  comme  les 
coordonnees  homogenes  d'un  point  de  Tespace  a  (/>  —  i)  dimensions, 
definissent  (aune  transformation  homographique  pres)  une  surfaces, 
de  cet  espace,  dite  surface  normaley  qui  correspond  birationnellc- 
ment  a  S.  D*une  maniere  plus  precise,  on  pcut  exprimer  que  les  trois 
surfaces 


ont  avec  S  un  point  commun  et  un  seul.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit 
que  a,  p,  y  verifient  une  relation 


(I)' 


?(a»P»7)  =  o, 


et,a  chaque  point  (a,  p,  y)  de  (i)  correspond  un  seul  point  (a?,  y,  z) 
de  S.  Cette  surface  S,,  qui  correspond  birationnellement  a  S,  est  de 
dcgre  (/?«  ""  /^  -+-  3),  comme  I'a  montre  M.  Noether. 

Le  second  groupe  (oil  nous  rangeons  les  surfaces  de  genre/?  =  3) 
comprend  les  surfaces  pour  lesquelles  toute  surface  S,  passant  par  un 
point  de  S,  passe  par  {n  —  i)  autres  points  correspondants.  On  a  ne- 
cessairement 

Toute  surface  2  tangente  a  S  au  point  {x,  j,  z)  est  tangente  a  S  aux 
points  correspondants.  Toute  courbe  y  qui  passe  par  {x,y,  z)  (ou  est 
tangente  a  S  en  ce  point)  passe  par  les  points  correspondants  (ou  est 
tangente  a  S  en  ces  points). 

Le  troisierae  groupe  comprend  les  surfaces  S  (en  particulier  les 
surfaces  de  genre/>  =  2)  pour  lesquelles  deux  surfaces  2,  qui  ont  un 
point  commun  avec  S,  ont  une  ligne  commune  avec  cette  surface. 
Pour  ces   surfaces »    les  courbes  C  se  decomposent  en  courbes  de 

Ann.  de  Vke.  Normale.  3*  Serie.  Tome  VIII.  —  Mai  1891.  18 
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genre  i,  et  le  rapport  q  z'^''^'^!  ^st  une  fonction  de  q /"^''^.'^x  quand 
(or.y,  z)  varie  sur  S. 

Ceci  pose,  soient  S'  une  seconde  surface 

(2)  F(^',/,5')  =  o, 

p'  eip\  les  nombres  qui  correspondent  aux  nombres/?  etp,. 

Admettons  qu'on  puisse  passer  rationnellement  de  (i)  a  (2)  par  la 
.  transformation 

(3)  .r  =  h(x^,y,z'),        y^k{x\y\z'),         z^l{x',y\z% 

qui  depend  de  paranietres  arbitraires.  En  repelant  le  raisonnement 
qu'emploieM.  Picard  (*)  dans  Tetude  des  transformations  biration- 
nelles  des  surfaces,  on  demontre  que  toute  integrale  double  de  pre- 
miere espece  J  de  S  se  transforme  en  une  integrale  de  S' 

J  =  Xi j;  -+-).,  j;  -f- ...  -f-  Xp' Jp , 

lesX/Ctant  des  constantes.  On  en  conclut  que/?  elantplus  grand  que  i , 
la  transformation  (3)  ne  saurait  dependre  de  deux  parametres  arbi- 
traires. Si  elle  depend  d'un  parametre,  S  rentre  dans  le  troisieme  groupe, 
et  le  module  des  courbes  C  (de  genre  1)  est  constant.  Quand  S'  est  du 
troisieme  groupe.  Hen  est  de  mSme  de  S.  Enfin,  on  a,  dans  tous  les  cas. 

Si  je  designe  par  [l  Tordre  de  la  transformation  (3),  c'est-a-dire  le 
nombre  de  points  (a?',  j',  J3')de  S  qui  correspondent  a  un  point  (.r,  v,  5) 
de  S,  ce  nombre  [x  satisfait  a  Tegalite 


/>,  — I 

Supposons  maintenantque  Set  S'  appartiennent  au  premier groupe; 
on  aura 

On  devra  done  pouvoir  determiner  les  constantes  X,  (x,  ...,  de  fagon 
que  les  rapports  a,  p,  y  introduits  plus  haul  verifient  la  relation  (iV, 

(*)  E.  Picard,  Thiorie  des  fond  ions  alg^brlques  de  deux  variables  (ioc,  cit.). 
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ei  ces  conditions  sont  suffisantes.  Ceci  nous  montre  qu  onpeut  calculer 
algebriquement  toutes  les  transformations  (3);  il  ne  saurait^  par  suite, 
exister  entre  (i)  et  (2)  quun  nombre  fini  de  transformations  ration- 
nelles.  Ceci  revient  a  dire  qu'on  passe  de  la  surface  de  la  normale  S,  a 
la  surface  normale  S'  a  Faide  de  la  transformation 


'I 


1=1 

Sidonc  p=^p\  la  transformation  (3)  est  necessairement  birationnelic. 
On  pourrait  se  servir  egalement  de  la  condition  qui  exprime  que  la 
surface  S  (ou  la  courbe  y)  est  tangente  a  S. 

Passons  au  cas  oil  S'  est  du  second  groupe,  S  etant  du  premier,  etoii 
il  existe  une  transformation  (3).  La  methode  precedente  s'appliquc. 
Ajoutons  que,  a',  P',  y'  designant  les  rapports  de  quatre  polynomes  Q' 
quelconques,  la  surface  S',  ou 

9'(a',[3',/)=:o 

correspond  rationnellement  a  S.  Si  S',  n'est  pas  du  premier  groupe, 
on  raisonne  sur  S,  comme  sur  S',  et  comme  le  genre  />,  des  S]  dimi- 
nue,  on  parvient  a  une  surface  S"  du  premier  groupe  qu'on  peut  sub- 
slituer  a  S'.  Si  p  =p'\  la  correspondance  entre  S  et  S"  est  necessaire- 
ment birationnelle.  * 

Plus  generalement,  cherchons  toutes  les  surfaces  S  distinctes  du 
premier  groupe,  qui  correspondent  rationnellement  a  la  surface  don- 
nee  S'.  (Nous  ne  regardons  pas  comme  distinctes  deux  surfaces  qui  se 
correspondent  biralionnellement.)  On  peut  toujours  supposer  S  de 
degre  (/?,  ~/>-i-3),  par  suite  de  degre  au  plus  egal  k  (p\  —p'-h  3). 
On  determine  des  lors  algebriquement  toutes  les  surfaces  cherchees  de  ce 
degre,  II  n  existe  quun  nombre  fini  q  de  surfaces  S  reellement  distinctes 
et  repondant  a  la  question. 

Plagons-nous  maintenant  dans  le  cas  oil  S  appartient  au  second 
groupe.  On  peut  determiner  algebriquement  toutes  les  substitu- 
tions(3)et,  par  suite,  il  n'en  existe  qu'un  nombre  fini.  On  le  voit, 
en  raisonnant  comme  M.  Picard  et  en  exprimant  que  les  equations 
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et  les  equations  (i)  et  (2)  dcterminent  rationnellcment  un  sysleme 
(le  valeurs  (a?,j, s)  en  fonction  du  point  {x\y\z')  de  S',  sip,  =p',, 
la  transformation  (3)  est  birationnelle. 

On  pent  egalement  determiner  algebriquement  toutes  les  surfaces  S 
distinctes  du  second  groupe  qui  correspondent  rationnellement  a  S'. 

Supposons  enfm  que  S  soit  du  troisieme  groupe,  ce  qui  a  toujours 
lieu  si  S'  appartient  lui-meme  au  meme  groupe.  Nous  aurons 

II  doit  exister  un  faisceau  de  surfaces  £',  dependant  de  (p  —  i)  para- 
rnetres  et  tel  que  deux  surfaces  du  faisceau  qui  ont  un  point  arbi- 
traire  commun  sur  S' coincident  le  long  de  S'.  Cette  condition,  tou- 
jours satisfaite  si  />  =  2,  montre  que,  si  p  =p'f  S'  doit  apparlenir  au 
troisieme  groupe.  II  faut,  de  plus,  que  la  courbe  C  (de  genre  i) 

0,-aQ,  =  o,        Fz=o 

corresponde  rationnellement  a  la  courbe  C 

0;-«0;=o,       F=o. 

La  question  revicnt  a  reconnailre  si  une  integrale  de  premiere  espece 
de  la  courbe  C  (pour  un  certain  faisceau  de  surfaces  S')  ne  seramene 
pas  aux  integrales  elliptiques. 

Cette  question  resolue,  on  determinerail  algebriquement  les  trans- 
formations (3),  s'il  en  existe.  Quand  le  module  k^  des  courbes  C  est 
constant,  la  transformation  (3)  peut  dependre  d' un parametre  et  de  plu- 
sieurs  entiers  arbitraires.  Si  kr  nest  pas  constant^  la  transformation  ne 
saurait  dependre  que  d' entiers  arbitraires. 

Cette  etude  se  rattache  au  probleme  de  la  transformation  des  fonc- 
tions  hyperfucbsiennes.  Mais  je  me  reserve  de  developper  ailleurs  ces 
considerations,  qui  nous  entraineraient  trop  loin  de  notre  sujet. 

{A  suirre.) 
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DE  LA 


THfiORIE  GEnERALE  DES  FONCTIONS 

(suite), 

Par  M.  RIQUIER, 

PROFESSEUR    A     L\    FACLLTE     DES    SCIENCES     DE     CAEN. 


Expressions  calculables  par  cheminement. 

29.  Outre  les  fonctions  proprement  dites,  precedemment  conside- 
rees(*),  on  rencontre  sans  cesse,  dans  I'Analyse  moderne,  certaines 
expressions,  dites  calculables  par  cheminement,  dont  Timportance  est 
capitale.  Nous  proposerons  a  cet  egard  une  theorie  qui  nous  semble 
etre  a  la  fois  rigoureuse  et  conforme  a  la  nature  du  role  analytique 
de  ces  expressions.  En  comparant  notre  maniere  de  voir  a  celle  de 
M.  Meray  (^),  le  lecteur  pourra  constater  aisement  et  Tidentite  du 
point  de  depart,  et  les  differences  notables  qui  separent  ensuite  les 
deux  theories. 

30.  Une  serie  entiere  en  j?  —  iCo,  j  —  jo»  •••»  admettant  quelque 
systeme  de  rayons  de  convergence,  definit,  comme  nous  Tavons  dit  au 
n*^  13,  une  fonction  olotrope  de  a;,  y,  ...,  dans  toute  Telendue  de 
Tespace  oil  la  convergence  subsiste.  Donnons  a  ce  developpement  la 
forme  de  Taylor;  puis,  designant  par  iP,,  j,,  ...  des  valeurs  particu- 
lieres  comprises  entre  les  limites  de  convergence,  ihtroduisons,  dans 
ce  developpement  etdans  toutes  ses  derivees,  Thypothese  numerique 
a:  =  a7,,j  =  j< Le  calcul  des  sdmmes  de  ces  divers  developpe- 

(>)  yoir  les  num^ros  de  f6vrier  et  mars  1891. 
(•)  Nouveau  Pr^c'is,  p.  91  ^98. 
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ments,  une  fois  effectue,  nous  permetlra  evidemment  do  construire 
celui  de  notre  fonction  a  partir  des  nouvelles  valeurs  initiales  ^,, 
J,,'...  :  ce  deuxieme  developpement  de  Taylor,  entier  en  x  —  x^, 
y  —  yi,  . . . ,  admettra  certainement  quelque  systeme  de  rayons  de  con- 
vergence, et  nous  dirons,  pour  abreger,  quMl  se  raccorde  avec  le  prece- 
dent. 

Cela  pose,  considerons  un  ckemin  brise  giydint  pour  ^o/7i/w^/5  succes- 
sifs  les  points 

(flr),=  (x„7,,  ...), 
(a),— (a?,,  v„  ...), 


(:>.!) 


(A)  =  (X,Y,  ...)• 


Si,  a  partir  de  ces  sommets  successifs,  on  pent  construire  autant  de 
developperaents  dont  chacun  se  raccorde  avec  le  precedent,  et  dont  le 
premier  ne  soitautre  que  le  developpement  donne,  le  chemin  brise  (21) 
sera  d'li  pralicable  relativement  a  celui-ci.  Ainsi,  il  faudra  d'abord  que 
le  developpement  donne  admette  des  rayons  de  convergence  respecti- 

vement  superieurs  aux  modules  des  differences  x^  —  x^^  y^  —  y^ 

ce  qui  permettrade  construire,  a  partir  des  valeurs  initialesa?^,^,,  . ;. , 
un  deuxieme  developpement  se  raccordant  avec  le  premier;  il  faudra 
(usuiteque  ce  nouveau  developpement  admette  des  rayons  de  conver- 
ijence  superieurs  aux  modules  des  differences  x^  —  x^.y^  —  y^,  ..., 
ce  qui  permettrade  construire,  a  partir  des  valeurs  initiales  372,^^3, . .., 
un  troisieme  developpement  se  raccordant  avec  le  second;  et  ainsi  de 
suite  jusqu'au  developpement  construita  partir  de  x^,  y^, ...,  qui  doit 
admellre  des  rayons  de  convergence  superieurs  aux  modules  des  dif- 
ferences X  —  Xg,  Y  — y^,  ...,  afin  qu'un  dernier  developpement 
puisse  etre  finalement  construit  a  partir  de  X,  Y, 

Xous  nommerons,  avec  M.  Meray,  serie  ou  developpement  /onda- 
mental  h  serie  enticre  en  a?  —  ^o»  J— Vo»  . . .,  choisie  comme  base  des 
calculs  precedents,  et  nous  affecterons  de  la  meme  qualification  les 
premieres  valeurs  070,  ro»  •••  des  variables  independantes,  ainsi  que 
le  point  (a)o  dont  elles  sont  les  coordonnees  imaginaires. 

Nous  aurons  plus  d'une  fois  a  exprimer  que  deux  chemins  brises  de 
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meme  extremile,  praticables  par  rapport  a  un  developpement  fonda- 
mental  donne,  conduisent  au  meme  developpement  final  :  en  desi- 

gnant  par 

(«)o(a)i(«)«...(a)^(A), 

(a)o(a'),(«')f..(«'V(A) 

les  deuK  cbemins  brises  dont  il  s*agit,  nous  exprimerons  cette  equiva- 
lence a  Taide  de  la  notation 

V  [(«)a  («),  («).  . . .  (a)^  (A)]  =  W  [(a)o  (a),  (a)  . . .  (a' V  (A)]. 

3 1 .  Si,  par  rapport  a  un  developpement  fondamental  donne,  deux 
chemins  brises  de  m&me  extremite, 

(22)  (a)o(a),(a),  ...(a)^(A), 

(23)  («)o(«')i(^')t.    .(«'V(A), 

sont  praticables  et  equi\?alents ;  si  de  plus,  le  chemin  brise 

(a)a(a),(a),...(a)^(A)(a),...(a),.. 

ohtenu  par  un  certain  allongement  de  (22),  est  praticable :  le  chemin 

brise 

(«)o(a'),(a'),...(«')^'(A)(a),  ...(a),, 

obtenu  par  le  mSme  allongement  de  (i3),  est  praticable  comme  le  prece- 
dent, et  conduit  au  m^.me  developpement  JinaL 

32.  Etant  donne  un  developpement  fondamental,  entier  par  rapport 
aux/i  differences  or  —  x^  y  —  jo>  •  •  •  ♦  nous  dirons  qu'un  arc  continu, 
trace  dans  I'espace  a  2n  dimensions  (3)  (6),  part  du  point  fondamen- 
tal (30),  lorsqu'aux  valeurs  initialcs  ^o, /o»  ...  des  indeterminees 
reelles  s,  t,  ...,  dont  il  depend,  correspondront,  pour  :r,  y,  ...,  les 
coordonnees  imaginairesoTo,  jo»  •••  du  point  dont  il  s'agit. 

Si,  a  partir  de  (^o,  t^,  ...),  on  inscrit  dans  Tare  donne  un  chemin 
quelconque 

(24)  (5o,  ^0-   •••)>       (^1,  ^,   ...)»        ••• 

(5),  la  suite  formee  avec  les  systemes  de  valeurs  de  x,  y,  . . . ,  qui 
correspondent  a  ses  divers  sommets,  constitue,  dans  Tespace  a  in 
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dimensions,  un  chemin  brise  (30) 

(a5)  (^o»7o,  ...)»       {^uyi,"-)f       ...» 

ayant  son  origine  au  point  fondamental.  Nous  dirons  de  meme,  en 
pareil  cas,  que  le  chemin  inscrit  (24)  a  son  origine  au  point  fonda- 
mental, et  qu'il  est  praticable  ou  non  par  rapport  au  developpement 
donne,  suivantquele  chemin  (25)jouitounondecette  propriete  (30). 

Cela  pose,  si  ton  pent  assigner  une  constante  positive  p  jouissant  de 
la  propriete  que  les  divers  chemins  de  regulateur  p  (5),  inscrits  dans  I* arc 
en  question  a  partir  du  point  fondamental,  soient  tous  praticabtes,  les 
coefficients  du  developpement  final  auquel  on  est  conduit  a  Vextremite 
d'un  semblable  chemin  dependent  uniquement  des  valeurs  de  s^  /,  ... 
qui  en  foumissent  le  dernier  sommet. 

Nous  demontrerons  comme  il  suit  cette  proposition  capitale  : 

I.  Considerons  un  developpement  fondamental  admettant  les  rayons 
de  convergence  R^,  R^,  . ..,  et  un  chemin  brise  (30) 

(a)o  =  (^oi  Joj  •  .  •)i 

(a),  =  (jro-+-A,,Vo-H^i»  •  •  •)  =  (.a^j,  r„  ...), 

(a),  =  (xi-|-A„/,-hX„  ...)  =  (J?j,Ji,  ...). 


ayant  son  ongine  au  point  fondamental  {x^^  y^^  . ,  .^\  siles  accroisse- 
ments  successivement  attribues  aux  t^ariables  verifient  les  relations 

[  mod/it4- mod^sH-. . . -i-mo(i^^<  R;c» 
( <<> )  \  mod  k^  4-  mod  A^,  h-  . . .  -t-  mod  kp  <  R^, 


les  deux  chemins 

{a),{a),{a)^  ...  {a)p, 

(a)o(a)p 
sont  praticables  et  conduisent  au  mfime  developpement  finaL 
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On  sail  (13,  III)  que  la  somme  du  developpement  foDdamental  de- 
finit  une  fonction /(x,y,  ...),  olotrope  a  I'interieur  des  cercles  de 
rayons  R^,  R^, ...  decrits  des  points  a^o^yo*  ••  •  comme  centres.  Cela 
etant,  si  Ton  designe  par  q  un  entier  quelconque  de  la  suite  1,2,...,/?, 
les  relations  (26)  donnent  immediatement 

mod  (Xg  —  a:^)  =  mod  ( Ai  -h  A,  4- . . .  -h  A^)  <  Rx> 
mod  iyq—  7o)  =  mod  (A:,  4-  A:,  -f- . . .  4-  A:^)<  Ry, 


des  lors,  les  points  (a)o,  (a)<,  (a)^,  ...,  (a)p  sont  tous  situes  dans  un 
espace  ou  la  fonction/(a?,  j, ...)  est  olotrope,  et  la  quantite 

/(ar^_i4-A,  y^., -+-A-,  ...) 

est  developpable  en  une  serie  entiere  par  rapport  a  A,  A,  . . . ,  tant  que 
les  modules  de  ces  accroissements  sont  respectivement  inferieurs  aux 
differences 

Rx  —  mod  {xq-t  —  Xq)  =  Ra.  —  mod  ( Aj  4- . . .  -+-  A^_i ) » 
Ry  —  mod  (/^-,  —  Jo)  =  Rr  —  mod  ( it,  4- ...  4-  A-^-, ) , 


(13,  HI).  Comme  on  a  precisement,  en  vertu  de  (26), 

mod  (Ai  4-  Aj  4- . . .  4-  Ay_,)  4-  mod  A^  <  R-^, 
mod  (A:,  —  A:,  4-..  .4- A:^-i)  4- mod  Ar^  <Rj,, 


les  valeurs 

Xg=Z  Xq^l  -{-  hqy  y^  =zr  J^_,  4-  ATy,  ... 

se  trouvent  certainement  dans  les  limites  ou/(a:,  j,  . . .)  est  develop- 
pable par  la  formule  de  Taylor  a  partir  des  valeurs  aT^_, ,  yg_^ , 

Cela  pose,  si  Ton  considere  le  developpement  de/(a:,  j,  . . .)  a  par- 
tir des  valeurs  initiales  x^^^y^,  ...,  Thypothese  numerique  x  =  x^, 
r  =7,, ... ,  introduite  dans  ce  developpement  et  dans  toutes  ses  deri- 

Ann,  de  i'Ac  NormaU,  3*  Serie.  Tome  VUI.—  Mai  1891.  19 
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vees,  fournira,  a  des  facteurs  numeriques  pres,  les  coefficients  du 
developpement  de  /(^,  j,  . . .)  a  partir  de  a?,,y,, . . .  et  permettra  de 
construire  le  developpement  dont  il  s'agit.  Ce  deuxieme  developpe- 
ment une  fois  connu,  on  en  deduira,  par  le  meme  mecanisme,  le 
developpement  de/(a:,  r,  ...)  a  partir  du  troisieme  sommet  {x.,^ 
Vsf  ...)•  ®^  di\vi^\  de  suite  jusqu'au  sommet  final  {oOp,  Vp,  ...).  Le 
chemin 

(a)o(a)i  (a),  ...  {a)p 

est  done  praticable  et  equivalent  au  chemin  direct  (a)o(a);,. 

II.  Tout  chemin  brise  (30)  praticable  par  rapport  a  tin  developpement 
donne,  et  ayant  tous  ses  sommets  dans  les  limites  de  convergence  du  deve- 
loppement dont  il  sagit,  equivaut  au  chemin  direct  forme  avec  les  deux 
sommets  extremes. 

1**  Le  point  ci-dessus  enonce  est  exact,  lorsque  le  nombre  des  som- 
mets est  egal  a  3. 

En  designant  par /(a?,  r, . . .)  la  somme  de  notre  developpement 
fondamental,  entier  en  cc^x^yy—y^,  ...,  et  par 

(A)  zz:{X,  Y,  ...), 

les  trois  sommets  de  notre  chemin  brise,  on  observera  tout  d'abord 
que  le  developpement  auquel  on  est  conduit  en  (a),  coincide  avec  celui 
de/(a:,  J,  ...)  effectue  a  partir  des  valeursa?,,  j,, .... 
Si  Ton  considere  maintenant  les  differences 

mod.r,  — modX,    modj,  —  modY,     ..., 
un  certain  nombre  d'entre  elles, 

modxi—modX,     ..., 
sont  >  o,  tandis  que  les  autres, 

mod /i— mod  Y,     ..., 
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sont  ^o.  Cela  etant,  les  deux  arcs  continus 

(27) 

• ♦ 

J?  =:X, 


^""^^  V-^yi+(Y-7i)/, 


dependant  chacun  d'une  indeterminee  assujettie  a  varier  de  o  a  i,  sont 
entierement  situes  dans  les  limites  de  convergence  de  la  serie  propo- 
see.  Effectivement,le  premier  de  cesarcscommenQant  en  (^1,7,, ..  ), 
le  second  se  terminant  en  (X,  Y,  ...),  et  les  points  (a?,,  j^,,  ...), 
(X,  Y,  .  • .)  se  trouvant  cornpris  Tun  et  Tautre  dans  les  limites  en  ques- 
tion, il  suffit  de  faire  voir  que  les  differences 

mod^i  —  moda?,     ... 

sont^o  sur  toute  Tetendue  du  premier  arc,  et  que  les  differences 

mod  Y  — mod/,     ... 

jouissent  de  la  meme  propriete  sur  toute  Tetendue  du  second.  Or,  si 
Ton  tient  compte  des  inegalites 

modjTi^modX,     ..., 
mod/i^modY,     ..., 

les  relations  evidentes 

modj?!  — (i  — 5)modj7i  —  5raodj:i  =  o,     . . ., 
modY  — (i  —  0  modY  — /modY  =0,     ... 

donnent  successivement,  les  premieres 

modjT,— (i  — 5)  raoda?!  — 5modX^o,     . . ., 
modd?,  —  mod[(i  — 5)j7i-i-5X]2o,  . . ., 

modxi  — mod[a;i4-(X  — j:i)5]^o,  ..    , 
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les  dernieres 

modY— (i  —  /)mod/,—  /modY^o,     . . ., 

mod  Y  —  mod [(i  —  /)/i -+-  / Y]  ^ o,  . . . , 

modY  —  mod[ji4-(Y  — 7,)/]>o,         

Cela  pose,  i1  resulle  du  n"  19  que  la  fonction  f{x,y^  ...)  admet 
sur  toute  I'etendue  de  ces  deux  arcs  des  olometres  au  moins  egaux  a 
certaines  constantes  positives  S^,.,  S^.,  ....  Formons  alors,  avec  o  et  i 
comme  termes  extremes,  deux  suites  croissantes 

o,      s',     s\      ...,      S^''\      1, 
o,      /',      l\       ...,      ti^\      1 

telles  que,  pour  cliacun  des  deux  chemins  inscrits  qui  leur  corres- 
pondent respectivement  sur  les  arcs  (27)  et  (28),  les  differences  for- 
mees  avec  les  coordonnees  imaginaires  sembiables  de  deux  sommets 
consecutifs  quelconques  presentent  des  modules  respectivement  infe- 
rieurs  a  S^p,  S^,  ...  (7).  Puis,  considerant  les  deux  chemins  brises  qui, 
dans  I'espace  a  2/2  dimensions,  correspondent  respectivement  a  ces 
deux  chemins  inscrits  (*),  observons  que  le  sommet  final  du  premier 
coincide  avec  le  sommet  initial  du  second,  que  le  chemin  brise  resultant 
de  leur  juxtaposition  bout  a  bout  a  son  sommet  initial  en  (a:,,  j,, . ..)' 
son  sommet  final  en  (X,  Y,  . . .),  et  que,  si  Ton  prend  pour  developpe- 
ment  fondamental  celui  de/(a:,  y,  ...)  effectue  a  partir  des  valeurs 
^ifjif  •••.  le  parcours  total  de  ce  dernier  chemin  fait  retomber  de 
toute  necessite  sur  le  developpcment  dc/(a:,  y,  . . .),  effectue  a  partir 
des  valeurs  X,  Y,  . . ..  Assurons-nous  enfin,  chose  extremement  aisee, 
que,  sur  le  chemin  brise  dont  il  s'agit,  la  somme  des  modules  des 
accroissements  successivement  attribues  a  chaque  variable  est  egale  a 
Tune  ou  a  I'autre  des  quantites 

mod(X  — j::i),     mod(Y  — V,),     ..., 

suivant  qu'il  s'agit  de  Tune  ou  de  Tautre  des  variables  .r,  )-,  .... 
Comme,  en  vertu  de  notre  hypothese,  le  point  (X,Y, ...)  est  situe 
dans  les  limites  de  convergence  du  developpcment  qui  correspond  au 


(*)  Voir  Ic  d6but  du  present  iiumcro. 
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sommet  initial  (a?,,^,, ...),  on  pourra  passer  directement  de  celui-ci 
au  sommet  final  (X,  Y, . . .)  (I). 
En  consequence,  le  developpement  auquel  conduit,  en 

(A)  =  (X,Y,  ...), 

le  chemin  donne  (a)o(a),(A)  coincide  avec  le  developpement  de 
f{x,y, ...),  effectue  a  partir  des  valeurs  X,  Y,  —  II  equivaut  done 
au  chemin  direct  (a)o(A). 

2?  Le  point  enonce  au  debut  du  present  alinea  est  exact,  quel  que 
soit  le  nombre  des  sommets  de  notre  chemin  brise. 

Si  Ton  designe,  en  effet,  par  (a)o,  (a),,  (a)^,  ...,  («)^»  (A)  1es 
sommets  successifs  du  chemin  dont  il  s'agit,  on  a,  en  vertu  de  i/^, 

^[(a)o(a)i(^),]  =  V[(«)o(a),] 

(30).  d'ourondeduit(31) 

^[(«)o(«),(a)i(a)3]  =  ^[(«)o(a),(a),]. 
Une  nouvelle  application  de  i^  donne  alors 

^[(«)o(«)«(«)3]  =  ^[(a)o(a)3], 
d'oii.  par  comparaison  avec  la  relation  qui  precede, 

En  continuant  ce  raisonnement  de  proche  en  proche,  on  tombera  fina- 
lement  sur  la  relation 

^[(«)o(a)i(a).. .  .{«)^( A)]  =  ^[(a)a(A)]. 

III.  La  proposition  formulee  par  notre  enonce  general  est  exact e,  si 
Varc  depend  d'ane  seule  variable  s. 

i^  En  designant  par  ^o  et  S  Ics  valeurs  initiale  et  finale  de  la  variable 
dont  il  s'agit,  tout  chemin  inscrit 

partant  du  point  fondamental,  se  compose  d'une  suite  limitee  de  frag- 
ments alternativement  directs  et  immerses,  c'est-a-dire  tels,  que  les  diffe- 
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rences  formees  en  retranchant  chaque  vaieur  de  s  <le  la  suivante  aient 
toutcs  le  signe  dc  S  —  s^,  s'il  s'agit  d'un  fragment  de  rang  impair,  et  le 
signc  contraire,  s'ii  8*agit  d*un  fragment  de  rang  pair. 

2°  Deux  chemins  inscrits  de  regulateur  p,  composes  Tun  et  Tautre 
d'un  simple  fragment  direct,  et  dont  Textremite  finale  correspond, 
pour  tous  deux,  a  une  meme  vaieur  de  ^,  conduisent  au  meme  develop- 
pement  final. 

Soient 

(29)  5o*>i...vs^*^ 

(30)  5o5>;...5;-s^»> 

les  deux  chemins  dont  il  s'agit.  Si,  entre  les  valeurs  extremes  5o,  S(*), 
(les  deux  suites  precedentes,  on  range  par  ordre  de  grandeur  les  va- 
leurs s\,  /^,  ...,  Sg.,  s\,  y^,  ...,  5^,  00  obtient  un  troisieme  chemin 
inscrit 

(3i)  5o0',o't. . .  ff^-f^'S'*^ 

equivalent,  comme  nous  allons  le  voir,  a  chacun  des  proposes. 

Parcourons,  en  effet,  la  suite  (3i),  jusqu*a  ce  que  nous  y  trouvions 
le  terme  s\,  et  soit,  pour  fixer  les  idees, 

(32)  5o  (Jj  (7j  0-3  (T4 

(oil  a^  =  s\)  la  portion  de  suite  ainsi  obtenue.  Deux  termes  quelconques 
de  cette  suite  partielle  presentant  une  difference  numeriquement  infe- 
rieure  a  p,  il  resulte  de  notre  hypothese  que  le  chemin  (Sa)  est  prati- 
cable  et  a  tous  ses  sommets  situes  dans  les  limites  de  convergence  du 
developpement  initial.  Des  lors,  en  vertu  de  I'alinea  II,  la  portion  ^o^', 
du  chemin  (29)  equivaut  a  la  portion  du  chemin  (3i),  qui  commence 
et  finit  aux  memes  valeurs  de  5,  et  Ton  verra  de  proche  en  proche  qu'il 
en  est  de  meme  des  portions  successives 

Le  chemin  (3i)  est  done  equivalent  a  (29)  et,  en  vertu  d'un  raisonne- 
nient  semblable,  a  (3o);  ces  derniers  sontdonc  equivalents  entre  eux, 
ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

3°  Un  chemin  inscrit  de  regulateur  p,  compose  de  k  fragments  alter- 
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nativement  directs  et  inverses,  equivaut  a  tout  chemin  direct  de  memo 
rigulateur  dont  Textremite  finale  correspond  a  la  meme  valeur  de  s, 
Supposons  d'abord  *  =  2,  et  soit 

(33)  So  ...  S(«>   ...  S<*) 

le  chemin  inscrit  dont  il  s'agit.  La  valeur  S^*^  etant  comprise  dans  I'in- 
tervalle  de  s^  a  S^'^  on  peut  (2?),  sans  alterer  les  coefficients  du  deve- 
loppement  final,  intercaler  a  la  place  voulue  la  valeur  S^*^  dans  la  por- 
tion directe  du  chemin  (33),  et  considerer  celui-ci  comme  compose 

des  trois  fragments 

*o  ...  St»)   ...  S^»J   ...  St'>, 

l^s  deux  premiers  directs,  le  troisieme  inverse.  A  ce  dernier,  on  peut 
en  outre  substituer  un  fragment  forme  avec  les  memes  valeurs  de  s 
que  le  second,  mais  dans  Tordre  inverse;  car  les  deux  fragments  que 
Ton  remplace  ainsi  Tun  par  Tautre  constituent  deux  chemins  directs, 
et  par  suite  equivalents  (2**),  relativement  a  Tare  partiel  qui  com- 
mence a  S^*^  et  finit  a  S^^^  Designant  alors  par 

S^«),    5„    su     ...,    s^,     S^n 

les  valeurs  successives  de  s  qui  constituent  le  deuxieme  fragment,  il 
est  ais^  de  se  convaincre  que  les  deux  chemins  inscrits 

So   ...   S<«)5,5,  .  .  .   5^-t5^S<«>5^5^_,    .  .  .   5,*,S«*\ 

So  ...  Si«> 

sont  equivalents :  car  Tapplication  alternative  de  Talinea  precedent  (11) 
et  du  n"  31  nous  donne 

W[So  . . .  S(«>5,5,  . . .  s^^tSfrS^'^s^]         —  ^:^[So  . .  .  S(*)5,5,  . . .  s^^^s^], 


et  nous  conduit  ainsi  de  proche  en  proche  a  Tequivalence  dont  il 
s'agit.  Le  chemin  (33)  equivaut  done  a  quelque  chemin  direct  de 
regulateur  p  allant  de  5o  en  S<^\  et,  par  suite  (2**),  a  tout  chemin  direct 
remplissant  cette  double  condition. 
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11  nous  suffit  maintenant  de  faire  voir  que,  si  le  point  en  question  (3°) 
est  vrai  pour  un  chemin  compose  de  *  —  i  fragments,  il  Test  encore 
pour  un  chemin  compose  de  k  fragments,  par  exemple 

5,  . . .  S<»>  . . .  S<»)  . . .  etc.  . . .  S(*-»)  . . .  S^*J. 

Designons,  a  cet  effet,  par 

deux  chemins  directs,  de  regulateur  p,  allant  respectivement  de  ^o 
a  S^^-'^  et  de  s^  a  S^*^  On  a,  d'une  part,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis, 

W[s^  ...  S^»)  ...  Sf*)  ...  etc.  ...  St*-*)]  =  ^[5o  ...  S(*-»)], 

d'ou(31) 

^'[s,  ....  Sf»)  ...  S,...  etc.  ...  S<*--»>  ...  S<*)]  =  ^[5o  ...  S(*-«)  ...  S<*>]; 

en  se  reportant,  d'autre  part,  soil  a  2^",  soit  au  cas  deja  examine  dans  3"", 
suivant  que  le  dernier  fragment  S^*"*^  ...  S^*^  est  direct  ou  inverse,  on 
a  la  relation 

qu'il  suffit  de  comparer  avec  la  precedente  pour  en  deduire  le  point 
que  nous  avons  en  vue. 

IV.  Les  hypothises  etant  les  mimes  que  dans  not  re  enonce  general,  un 
chemin  inscrit  de  regulateur  p  qui  contient  le  fragment 

(34) 

equivaut  au  chemin  inscrit  (rfe  mime  regulateur)  que  Von  deduit  du 
premier  en  remplagant  a  par  0  dans  le  sommet  intermediaire  du  frag- 
ment (34)' 

EfTectivement,  le  troisieme  chemin  inscrit  que  Ton  deduit  du  pre- 
mier en  y  remplagant  le  fragment  (34)  par 


(35) 


((7,    /j,     .  .  .), 

(^,    /„     ...), 

I    (<^,     ^,     ..     ), 
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est  necessairement  praticable,puisqu'il  admet,  comme  les  precedents, 
le  regulateur  p.  D'un  autre  cote,  1e  second  et  le  troisieme  sommet  du 
fragment  (35)  sont  compris  dans  les  limites  de  convergence  du  deve- 
ioppement  correspondant  au  premier;  le  troisieme  et  le  quatrieme, 
dans  les  limites  de  convergence  du  developpement  correspondant  au 
second.  On  pent  done,  en  vertu  de  Talinea  II,  supprimer  a  volonte  soit 
le  second,  soit  le  troisieme  sommet  du  fragment  (35),  ce  qui  fait  re- 
tomber,  soit  sur  le  fragment 

(^     ^,     ...), 

soit  sur  le  fragment  (34). 

V.  Notre  proposition  est  exude  dans  le  cos  general  ou  I'arc  donne 
depend  de  p  variables  s^  /,  .... 

Si  i'on  a  egard  a  Talinea  III,  il  suffit  evidemment  de  faire  voir  qu'en 
la  supposant  exacte  pour  un  arc  a/>  —  i  variables,  elle  Test  necessaire- 
ment encore  pour  Tare  donne. 

A  cet  effet,  designons  par  {s^,  t^,  . . .)  le  point  initial  de  Tare,  et  par 
((T,  T,  ...)  un  systeme  de  valeurs  arbitrairement  choisies  dans  les 
intervalles  respectifs  oil  les  p  variables  ^,  ^  . . .  sont  assujetties  a  se 
mouvoir.  Si  Ton  considere  Tare  a  />  —  i  variables,  oblcnu  en  attribuant 
a  5  la  valeur  fixe  ^o^'c'^  f^^santmouvoir  les  autres  variables  /,  ...  dans 
ceux  des  intervalles  precedents  qui  leur  correspondent,  tous  les  che- 
mins  inscrits  de  regulateur  p  ayant  leur  origine  en  (/©»  • .  •)  sont  prati- 
cables,  et,  des  lors,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis,  conduisent  en  (t,  . . .) 
a  un  seul  et  meme  developpement  final.  Si,  prenant  ensuite  ce  dernier 
comme  developpement  fondamental,  on  considere  Tare  a  une  seule 
variable  obtenu  en  attribuant  a  ^,  ...  les  valeurs  fixes  t,  . . .  et  en  fai- 
sant  mouvoir  s  dans  Tintervalle  qui  lui  correspond,  tous  les  cbemins 
inscrits  de  regulateur  p  ayant  leur  origine  en  s^  sont  encore  prati- 
cables,  et  des  lors  (III)  conduisent,  en  a,  a  un  seul  et  meme  develop- 
pement final.  Or,  comme  nous  allons  le  faire  voir,  le  parcours  d'un 
chemin  quelconque  de  regulateur  p,  inscrit  dans  Tare  donne  de 
(^o»  ^o»  . . .)  ^  (^»  '^'  •  •  •)»  f^'^  necessairement  relomber  sur  le  develop- 
pement dont  il  s'agit. 

Ann,  de  VRe.  KormaU.  3'  Serie.  Tome  VII.  —  Mai  1891.  20 
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Effect! vement,  soil 

1    (.?o»  ^»   •  • 

j    (■?!,    ^.    ■  . 

(3(>) 

'     (.V„    ^„        . 

(.^3,    tz.    .  . 

((7,   T,    .. 

un  semblable  chemin,  Lc  chemin  inscril 


(:^7) 


deduit  du  precedent  a  I'aide  d'un  mecanisme  facile  a  apercevoir,  admet 
aussi  le  regulateur  p,  et  Ton  voit  sans  peine  qu'il  liii  est  equivalent : 
car  on  pent,  en  vertu  de  I'alinea  IV,  remplacer  s^  par  s^  dans  la  cin- 
quienie  ligne  du  Tableau  (37),  puis  faire  successivement  la  nieme 
substitution  dans  la  quatrieme,  la  troisieme  et  la  seconde  ligne.  Con- 
siderant  alors  le  tableau  resultant,  on  pourra  de  meme  remplacer  5, 
par  s.,  dans  sa  sixieme,  sa  cinquieme,  sa  quatrieme  et  enfin  sa  troi- 
sieme ligne.  En  continuant  ainsi  et  reunissant  en  un  seul  les  derniers 
sommcts  du  tableau  final,  qui  coincident  avec  (t,  t,  . . .).  on  retombera 
sur  le  tableau  (36), 

U  suffit  niaintenant  d'observer  que  le  cbemin  (3^)  se  compose  de 
deux  fragments  consecutifs  respectivement  inscrits  dans  Tare  a/i  —  i 
variables  et  dans  Tare  a  une  variable  dont  nous  avons  parle  ci-dessus, 
le  premier  de  (/q,  . . .)  a  (t,  . . .),  le  second  de  ^0  J^  ^• 

33.  Lorsque  les  bypotheses  formulees  par  Tenonce  du  numero  pre- 
cedent se  trouvent  realisees,  nous  dirons  que  Tare  donneest/>ra/fV?a&/<', 
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avec  le  regulateur  ^^  par  rapport  au  developpenient  fondamental.  A 
tout  point  de  cet  arc,  c'est-a-dire  a  tout  systeme  de  t^aleurs  des  indeter- 
minees  reelles  dont  il depend,  on  pent  alors  faire  correspondre  un  deve- 
loppement  determine,  en  s'astreignant  a  ne  considerer  que  les  chemins 
inscrits  de  regulateur  p  parmi  ceux  qui  vont  de  I'origine  de  Tare  au 
point  considere  ;  le  parcours  d'un  semblable  chemin  se  nomme,  pour 
abreger,  le  parcours  de  Varc,  effectue  de  Torigine  au  point  dont  11 
s'agit.  D'aillcurs,  la  proposition  formulee  a  Tcilinea  II  du  numero  pre- 
cedent permet  de  supprimer  parfois  tels  ou  tels  sommets  du  chemin 
inscrit,  ce  qui  abrege  evidcmment  Toperation. 

34.  En  supposant,  comme  de  raison,  que  le  developpement  fonda- 
mental admette  quelque  systeme  de  rayons  de  convergence,  tout  arc 
continu,  trace  a  partir  du  point  fondamental  dans  des  limitcs  snffisam- 
ment  rcstreintes,  est  praticable.  Considerons,  en  eflet,  un  arc  compris 
dans  les  limites  de  convergence  du  developpement  fondamental;  desi- 
gnons  par/(x,  y,  ...)  la  somme  de  ce  dernier,  par  o^^.,  S,.*  •••  les  olo- 
metres  de/(a?,r,  ...)  sur  Tare  dont  il  s'agit  (19),  enfin  par  p  une 
quantite  positive  telle  que,  sur  tout  cbemin  inscrit  de  regulateur  p,  les 
differences  formees  avec  les  coordonnees  imaginaires  semblables  de 
deux  sommets  consecutifsquelconques  presentent  des  modules  respec- 
tivement  inferieurs  a  o^.,  S^, . . .  (7)  :  cela  pose,  on  voit  immediatement 
que  Tare  donne  est  praticable  avec  le  regulateur  p  (33). 

D'un  autre  cote,  deux  arcs  continus,  praticables  par  rapport  a  un 
meme  developpement  fondamental  et  respectivement  termines  en 
deux  points  de  memes  coordonnees  imaginaires,  peuvent  conduire, 
soit  au  meme  developpement  final  (comme  cela  aurait  lieu  ,  par 
exemple,  si  les  deux  arcs  etaicnt  entierement  situes  dans  les  limites 
de  convergence  du  developpement  fondamental),  soit,  au  contraire,  a 
deux  developpements  distincts. 

Nous  dirons,  en  consequence,  qu'un  developpement  fondamental 
donne  (admettant  quelque  systeme  de  rayons  de  convergence)  definit, 
non  pas  une  fonction,  mais  \xx\q pseudo-fonclion  (')  de  o^,  j,  . . . ;  nous 
dirons  encore  que  cette  derniere  est  calculable  suivant  tel  ou  tel  che- 

(*)  Le  terme  do pseudo-fona ion  est  emprunlc  a  M.  Meray. 
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min,  brise  ou  continu,  lorsque  le  chemin  dont  il  s*agit  sera  praticable 
par  rapport  au  developpement  donne  (30)  (33). 

35.  Si  ron  substitue  d  un  deK^eloppement  fondamental  quelconque  sa 
derivee  d*ordres  partiels  p,  qr,  ....  lout  chemin  brise  praticable  (30)  reUi- 
ti^'ement  aiLv  anciennes  donnees  I'est  encore  relatis^ement  aux  nouvelles, 
ct  les  developpements  successifs  obtcnus  dans  le  second  cas  sont  les  de'rivees 
d'ordresp^  q,  . . ,  de  ceuxque  Von  obtient  dans  le  premier, 

II  en  resiihe  que  la  pseudo-fonction  definie  par  les  nouvelles  donnees 
est  calculable  (3i),  aK*ec  le  m^me  regulateur,  surtoiU  arc  continu  ou  la 
premiere  est  supposee  V^tre,  el  que  le  developpement  de  la  seconde  en  un 
point  quelconque  de  cet  arc  (33)  est  la  derivee  d'ordres  p,  q^  ...  du  dive- 
loppement  correspondant  de  la  premiere. 

Cette  denxieme  pseudo-fonction  se  nomme  la  derivee  d^ordrcs  par- 
tiels  p,  q,  . . .  de  la  proposee.  En  tout  point  d'un  arc  praticable,  les  va- 
leurs  d'une  pseudo-fonction  donnee  et  de  ses  diverses  derivees  sont, 
aux  facteurs  numeriques  connus  pres,  les  coefficients  du  developpe- 
ment correspondant  de  la  pseudo-fonction  donnee. 

II  est  clair  que,  si  deux  arcs  praticables  de  meme  extremite  condui- 
sent,  pour  une  pseudo-fonction  donnee,  a  un  meme  developpement 
final,  ces  deux  arcs  jouissent  de  la  meme  propriete  relativement  a  une 
derivee  quelconque. 

36.  Si  Ton  designe  par 

(38)  /(//,^',  ...) 

la  somme  d'un  developpement  entier  en  u  —  w^*  ^'  ~  ^'o»  •  •  •»  <'l  par 

(39)  U(x,.)',  ...),     V(.r,j.,  ...),     ... 

les  sommes  de  developpements  entiers  en  x  —  x^,  y  —  7o»  •  ••»  ayant 
respectivement  i/o,  v^,  ...  pour  termes  constants,  on  sait  (27)  que, 
pour  des  valeurs  de  x,  y,  ...  suttisamment  voisines  de  x^,  jo»  •••» 
Texpression 

(40)  F(x,  J,  . . .)  -/[U(.r,  J,  .  . .),  V(.r,  /,  ...),...] 

pent  elle-meme  etre  mise  sous  forme  d'un  developpcMiient  entier  en 
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T  — a:o,j— Vo, Ces  divers  developpements,  consideres  conjointe- 

menl  avec  le  point  fondamcntal  (wo»^o»  •••)  s'il  s'agitdu  premier,  ou 
avec  le  point  fondamental  {x^.y^,  ...)  s'il  s'agit  des  suivants,  defi- 
nissent  autant  de  pseudo-fonctions,  auxquelles  nous  attribuerons  les 
denominations  respeetives  de  pseudo-fonction  composante,  pseudo- 
fonclions  simples^  pseudo-fonction  composee. 

Avant  d'enoncer  la  proposition  generale  relative  aux  pscudo-fonr- 
tions  composees,  il  importe  d'observer  que  la  valeur  variable  acquise 
par  une  pseudo-fonction  donnee  de  r,  y,  ...  aux  divers  points  d'un 
arc  continu  praticable,  a  pour  elements  (&)  deux  fonctions  conti- 
nues (7*)  des  indetermineos  reelles  ^,  /,  ...  dont  Tare  depend.  Effecti- 
vement,  si  Ton  designe  par  a,  t,  ...  des  valeurs  particulieres  altri- 
buees  a  f,  /,  . . .,  et  par  5,  yj,  ...  les  coordonnees  imaginaires  du  point 
correspondant  de  Tare  donne,  la  valeur  de  notre  pseudo-fonction,  pour 
des  valeurs  de  5,  /,  ...  suftisammcnt  voisines  de  <j,  t,  ...,  s'obtiendra 
en  substituant  aux  2n elements dej"  —  $,v  —  r^, .  ..,dansun  certain  de- 
veloppement  G(x-,  y, . . .),  enlier  par  rapport  a  ces  differences,  in  fonc- 
tions continues  de  ^,  /, Des  lors,  pour  des  valeurs  numeriquement 

assez  petites  de  5  —  a,  /  —  t les  modules  de  j?  —  $,  j  —  yj,  ... 

tomberont  au-dessous  de  touto  quantite  donnee,  par  consequent  aussi 
celui  de  la  difference  G(,r,  v,  .. .)  —  G(^,  r^  . ..),  et,  a  plus  forte  rai- 
son,  les  valeurs  numeriques  des  deux  elements  de  cette  derniere. 

D'apres  cela,  si,  dans  Vespace  indejini  relatif  aux  variables  unaf^i- 
naires  x^y^ . . .  (6),  on  trace.apartir  du  point  fondamental  (x^.y^, , . .), 
an  arc  continu  praticable  pour  les  diverses  pseudo-fonctions  simples  (3<))» 
le  point  ayant  pour  coordonnees  imaffinaires  les  valeurs  correspondant es 
de  celles-ci  decrit ,  dans  respuce  indejini  relatif  aux  variables  imap- 
naires  w,  r,  ...,  un  arc  continu  dependant  des  m^mes  indeterminees 
reelles  que  le  premier. 

37.  Cela  pose,  si  les  diverses  pseudofonctions  simples  (Sq)  sont  toutvs 
calculables  sur  un  m^me  arc  continu  {a),  et  si  la  composante  (3S)  j'ouit 
de  la  m^fne  propriete  sur  Tare  correspondant  (A)  decrit  par  le  [yoint 

tU(jr,  V,  ...),  V(^,7,  ...),  ...J 

(36),  la  pseudo-fonction  composee  (  \o)  est  calculable  sur  Care  (a),  et  son 
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developpemvnl  en  un  point  quekonque  de  celui-ci  sohtienl  en  combinant 
les  developpements  correspondants  (33)  des  pseudo-fonciions  simples  et 
romposante  a  ('aide  du  mecanisme  decrit  an  /«'*  27. 

Pour  abreger,  nous  ne  ferons  guore  qu'euonctM*  succossiveinent  les 
(livers  points  a  demontrer. 

I.   Lorsqnune  pseudo-fonction  de  x,  v,  . . .  est  calculable  sur  un  arc 

(lonne,  on  peut  assigner  certaines  consiantes  positives  8^.,  ^y que  son 

developpemenl  en  un  point  variable  de  rare  (33)  ne  cesse  d*admettre 
comme  rayons  de  convergence. 

Le  fait  en  question  se  demontre  par  des  raisonnements  tout  a  fait 
analogues  a  ceux  du  n°  18,  et  nous  Texprimerons  d'une  maniere  plus 
hreve  en  disant  que  notre  pseudo-fonction  admet,  sur  toute  I'etendue 
de  Tare  donne,  des  rayons  de  convergence  au  moins  egaux  a  o^., 


En  designant  par  5,  /,  ...  les  indelerminees  reclles  dont  depend 
Tare  donne,  soit  w  une  con.stante  positive  telle  que,  pour  deux  points 

(s',t',  ...),      (s\  t\  ...), 

arbitraircmenl  choisis  sur  cet  arc,  les  differences  forniees  avec  les 
coordonnees  imaginaires  semblables  presentent  des  modules  respecti- 
vcnient  inferieurs  a  S^.,  o_^,  ...,  aussitot  que  les  differences  *"  —  5, 
/"—  /',...  sunt  numeriquemenl  inferieurs  a  w  (7)  :  il  n'est  pas  inutile 
d'observer  que  la  constante positive  co,  ainsi  determinecy  peut  senir  de 
regulateur  a  la  pseudo-fonction  sur  rare  donne, 

li.  Lorsqu  une  pseudo-fonction  de  a*,  v,  ...,  calculable  sur  un  arc 
donne,  adniety  sur  toute  Vetendue  de  cet  arc,  les  rayons  de  conver- 
gence S^,  0^.,  ...  (I),  respectivement  superieurs  aux  constantes  positives 
Oj.,  dy,  . . . ,  on  peut  assigner  une  derniere  constante  positive  au-dessous  de 
laquelle  tombe  sans  cesse  le  module  du  developpement  de  la  pseudo-fonc- 
tion ^  quels  que  soient  et  le  point  de  rare  auquel  ce  developpement  se  rap- 
portCy  et  les  valeursy  de  modules  inferieurs  ou  egaux  a  o^,  5^.,  . . . ,  attri- 
buees  aux  accroissements  variables  quiyfigurent, 

III.  Soient 
o'.  A'  deux  constantes  positives  telles  que  Ton  puisse  assigner  aux 
divcrses  pseudo-fonctions  simples,  tout  le  long  de  Tare  (a),  quelque 
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systeme  (fixe)  de  rayons  de  convergence  >  S\  et  a  la  composante, 
tout  le  long  de  Tare  (A),  quelqne  sysleme  (egalement  fixe)  de 
rayons  de  convergence  >A'(I); 

L  unequantite  positive  au-dessousdelaquelletombentconstanimentles 
modules  des  developpements  des  diverses  pseudo-fonctions  simples, 
quels  que  soient  et  le  point  de  Tare  {a)  auquel  ces  developpements 
se  rapportent,  et  les  valeurs,  de  modules  inferieurs  ou  egaux  a  o', 
attribuees  aux  accroissements  variables  qui  y  figurcnt  (II); 

^  une  quantite  positive  inferieure  a  S',  et  telle  que  I'expression 


'{R)RF"] 


tombe  au-dessous  de  A'  tant  que  les  variables  positives  ^,  yj,  ... 
restent  a  la  fois  inferieures  a  ^; 
r  une  quantite  positive  telle  que,  pour  deux  points 

arbitrairement  choisis  sur  Tare  (a),  les  differences  formees  avec 
les  coordonnees  imaginaires  semblables  presentent  des  modules 
inferieurs  a  ^,  aussitot  que  les  differences  s"—  s\  i"  —  t\  ...  sont 
toutes  numeriquement  inferieures  a  r  (7). 

Cela  pose,  on  se  convaincra  sans  difficulte  que  la  pseudo-fonction 
composee  est  calculable  sur  Tare  (a)  avec  le  regulatcur  r,  et  que  son 
developpement  en  un  point  quelconque  de  Tare  \a)  s'obtient  confor- 
mementaux  indications  de  I'enonce. 

38.  La  remarque  suivante  est  parfois  utile. 

Si  les  diverses  pseudo-fonctions  simples  sont  calculablcs  suivantun  m^nie 
c/iemin  hrise  {^0),  si,  d' autre  part,  la  composante  est  une  fonction  inde- 
finiment  olotrope  (12)  (26),  Ui  pseudo-fonction  composee  est  elle-meme 
calculable  suivant  le  chemin  brise  dont  il  sagit;  chacun  des  developpements 
successifs  quelle  four  nit  alors  admet  comme  rayons  de  convergence  ceux 
quaxlmettent  a  la  fois  les  developpements  de  m^me  rang  des  pseudo-fonc- 
\  tions  simples y  et  s'obtient  en  combinant  ces  derniers  avec  celui  de  la  com- 

\  posante. 
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39.  Soient 

(-iO  y^{^r,y,  ...),     V(^,  V,  ...),      ... 

diverses  pseudo-fonctions  de  x,  v,  . . .  (en  nombre  limile); 

quelques-unes  de  leurs  derivees  (en  nombre  egalement  limite)  (35); 

le  point  fondamental  commiin  a  toutes  ces  pseudo-fonctions,  et 

leurs  valeurs  fondamentales.  Soil,  d'autre  parf, 
(42)  fi^^y,  ...,",  i\  ...,?,  ..•) 

une  pseudo-fonction  composante  avec 

(•^'o>  J'o>   •  •  •  >  '^o>  *'o>   •  •  • »  9o>   •  •  • ) 

comme  point  fondamental. 

Si  ron  trace  a  partir  de  {xq,  y^, , ..)  un  arc  pralicabU  pour  les  diverses 
pseudo-fonctions  (^i),  si  I* on  suppose  en  outre  que  Varc  correspondanl 
(31))  decrit  par  le  point 

[j,-,  J,  ...,  U(j7,  J,  ...),  V(x,  J,  ...),  ...,  ^(.^,  J,  ...),  •■  .] 

soit  lui-mime  praticable  pour  la  pseudo-fonction  composante  (42),  le 
simple  rapprochement  des  n^^  35  et  37  nous  fait  voir  que  le  premier  de  ces 
deux  arcs  est  praticable  pour  la  pseudo-fonction  composee,  et  nous  apprend 
a  former  le  developpement  de  cette  derniere  en  un  point  quelconque  de 
Varc  dont  il  s'agitj  connaissant  les  developpements  correspondants  des 
pseudo-fonctions  (4i)  ^/  (42). 

Considerons  maintenant  deux  pseudo-fonctions  composees,  (inies  ou 
differentielles,  et  supposons  que  les  diverses  donnees  fondamentales 
definissant  de  part  et  d'autre,  comme  ci-dessus,  les  pseudo-fonctions 
simples  et  composantes,  aient  ete  choisies  de  telle  maniere  que  les 
developpements  fondamentaux  des  deux  pseudo-fonctions  composees 
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soient  identiques.  Si  Ton  trace  alors,  a  partir  du  point  fondamental 
commun  a  ces  dernieres,  un  arc  tel  que  la  proposition  precedente  soit 
applicable  a  toutes  deux,  leurs  developpements  construits»  d*apres  le 
mecanisme  indique,  en  un  meme  point  quelconque  de  Tare  dont  il 
s'agit,  seront,  eux  aussi,  identiques  Tun  h  Tautre. 

40.  Ddsignons par 

(43)  /i(j:,^,  ...),    /i(.2?,7,  ...)»     •••»    fg{^^yy-')y     •••• 

de$  pseudo'fonctions  toutes  calculables  sur  un  mime  arc  coruinu  partant 
du  point  fondamental  common,  et  supposons  que,  pour  chaque  point  par- 
ticulier  de  Varc  dont  il  s'agit  {cest-a-dire  pour  chaque  systeme  de  valeurs 
particulieres  attribuees  aux  indetermindes  reelles  s^  t^  ...  dont  il  depend), 
on puisse  assigner :  i^  un  systeme  de  rayons  de  convergence  8^^  8^,  .. . , 
commun  en  ce  point  a  toutes  les  pseudo-fonctions  de  la  suite,  mais  variable 
d'un point  a  l' autre;  2®  un  groupe  de  qiiantites positis^es 

et  une  serie  convergente  a  termes  positifs 

M,  -4-  M,  -f-  . . .  -f-  M^  4-  . . . , 

variables  encore  d'un  point  a  r autre,  et  tels  que  les  developpements  des 
diverses  pseudo-fonctions  (43)  au  point  consideri  conservenl  des  modules 
respectivement  inferieurs  a  M|,  M^,  . . . ,  M^,  . . . ,  lorsquon  attribue  aux 
accroissements  variables  quiyfigurent  des  valeurs  quelconques  de  modules 
respectivem^ent  infeiieurs  ou  egaux  a  S^.,  S^,  . . . . 

Cela  etant,  si  Von  considere  la  serie  ayant  pour  termes  les  sommes  des 
developpements  fondam^ntaux  des  pseudo-fonctions  proposies,  quon  la 
transforme  en  une  autre  procedant  suivant  les  termes  elementaires  de  ces 
series partielles,  et  quon  opere /inalement  la  reduction  des  termes sembla- 
hles,  la  pseudo'fonction  definie  par  le  developpement  resultant  est  elle- 
m£me  calculable  sur  Varc  donne,  et  son  developpement  en  un  point  quel- 
conque de  celui-ci  peut  se  deduire ,  a  Vaide  du  mime  mecanisme,  des 
developpements  correspondants  des  pseudo-fonctions  proposees. 

On  demontrera,  par  des  raisonnements  analogues  a  ceux  du  n**  18, 

Ann,  de  VKc,  Normale,  3«  SerijB.  Tome  VIII.—  Mai  1891.  21 
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que  les  quantites  S'^,  S^,  ...,  variables  d'un  point  a  I'autre  de  Tare 
donne,  restent  toujours  au  moins  egales  a  certaines  constantes  posi- 
tives ^^,  ^j.,  . .. ;  puis,  on  designera  par  r  une  constante  positive  telle 
que,  pour  deux  points 

arbitrairementchoisis  sur  Tare  donne,  les  differences  formees  avec  les 
coordonnees  imaginaires  semblables  presentent  des  modules  respecti- 
vement  inferieurs  a  ^x^  ^yy  ...,  aussitot  que  les  differences  s"  —  s\ 
t"  —  /',...  sont  toutes  numeriquement  inferieures  a  r  (7),  et  Ton  fera 
voir  que  la  pseudo-fonction  deduite  des  proposees  parle  mecanisme 
indique  est  calculable  sur  Tare  donne  avec  le  regulateur  r. 

41.  Les  functions  proprement  dites  (et  c'est  la  une  observation  de 
la  plus  haute  importance)  se  defmissent  tres  souvent  a  I'aide  de 
pseudo-fonctions ;  le  mecanisme  de  cette  generation  est  d'ailleurs  tres 
facile  a  saisir. 

Etant  donnes  une  pseudo-fonction  de  J7,y,  .. .,  et  un  espace  con- 
tinu  (4)  comprenant  le  point  fondamental,  considerons,  parmi  les  arcs 
traces  a  partir  de  ce  point  dans  Tespace  donne,  ceux  qui  satisfont  a 
tel  ou  tel  groupe  de  conditions  (comme,  par  exemple,  de  dependre 
d'indeterminees  reelles  en  tel  ou  tel  nombre,  ou  bien  encore  d'en  de- 
pendre par  des  relations  de  telle  ou  telle  nature,  etc.).  Si  tout  point 
(a;,  r,  ...)  de  Tespace  donne  se  trouve  situe  sur  quelqu'un  des  arcs 
dont  il  s'agit,  si  de  plus  ces  derniers  sont  tons  praticables,  si  enfin  le 
developpement  auquel  on  est  conduit  a  Textremite  de  chacun  d'cux 
depend  uniquement  des  coordonnees  imaginaires  de  cette  extremite, 
et  non  de  Fare  suivi  pour  y  arriver,  il  est  clair  que  Ton  peut,  a 
Taidede  notre  pseudo-fonction,  definirdans  Tespace  donne  une  fonc- 
tion  proprement  dite  de  ^,  j, 

42.  Deux  arcs  continus ,  praticables  par  rapport  a  un  developpement 
fondamental  donne,  et  aboutissant  respectwement  en  deux  points  de  m^mes 
coordonndes  imaginaires y  conduisent  au  m6me  developpement  finaly  si  les 
deux  chemins  brisds  a  I'aide  desquels  celui-ci s  obtient  depart  et  d' autre  (33) 
peuvent  itre  choisis  de  maniere  a  constituer  les  deux  termes  extremes  de 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES    PRINCIPES   DE   LA   THlfeORIE   GlfeN^RALE   DES    FONCTIONS.  1 63 

quelque  suite  de  chemins  brises,  ay  ant  torn  mimes  points  initial  et  final 
que  les  arcs  proposes,  et  satisfaisant  a  la  triple  condition  : 

i^  Que  les  sommets  soient  en  mSme  nomhre  sur  deux  quelconques 
d'entre  eux; 

2®  Quen  designant  par  S^,  §j.,  . . .  certaines  constantes  positi^^es,  les 
differences  jormdes  avec  les  coordonnees  imaginaires  semblables  de  deux 
sommets  consecutifs  appartenant  a  un  mime  chemin^  ou  de  deux  sommets 
de  mime  rang  appartenant  a  deux  chemins  consecutifs,  presentent  tou- 

fours  des  modules  respectivement  inferieurs  df  — >  -^j  •  •  • ; 

3**  Enfin,  que  les  des^eloppements  successifs  auxquels  conduit  I'un  quel- 
conque  de  ces  chemins  admettent  tous  comme  rayons  de  convergence  les 
constantes  §^,  S^,,  . . . . 

II  sufQt  evideminent  de  demontrer  Tequivalence  de  deux  chemins 
consecutifs  pris  dans  la  suite  dont  parle  I'enonce.  Or,  si  Ton  de- 

signe  par 

(a)o(a)i(a),  ...  (a);(A) 

et 

(«)o(a)i(«),  ...(«)aA) 

les  deux  chemins  en  question,  nos  hypotheses,  combinees  avec  le 
n°  3i  el  I'alinea  I  du  n**  32,  donnent  successivement 


^l(«)o(a)i]  =  ^'[(«)o(«)i(a),], 


puis 


^^[(«)o(a)t(a),] 
=  V[(a)o(a),(a),(a),]=:^[(a)o(a)t(«),]  =  ^[(a)o(a),(a),(a),], 


d'oii 


puis  encore 


^[(«)o(«)i(a),]  =  ^[(a)o(a),(a),(a),]; 


d'oii 
etc. 


^[(«)o(a)i(«)«(a)s]  =  ^[(«)o(«)t(«),(«),(«)3] 

=  ^[(a)o(a),(a),(a)3]=:^^[(a)o(a),(a),(a),(a)3], 

^[(«)o(a),(«),(«)3]  =  ^l(a)o(«)i(a),(a),(a),]; 
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On  arrivera  ainsi  a 

^[(«)o(«)i(«)....(a).]  =  ^[(«)o(a)i(«)t...  («)/(«)/], 

et  finalement  a 

^[(a)o(ai)(a),...(a)/(A)] 

=  ^[(a)o(a),(a),  . . .  (a),(a),(A)]  =  W[{a),(a),{a),  . . .  (a),(A)]. 


Application  des  theories  pricddentes. 

43.  Designant  par  u  une  fonction  inconnue  des  variables  imagi- 
naires  x,  y,  ...,  et  par  a?o»  7o»  •••  des  valeurs  fixes  respectivement 
attribuees  a  ces  dernieres,  considerons  un  systeme  d'equations  diffe- 
rentielles  ayant  respectivement  pour  premiers  membres  certaines  de- 
rivees  d'ordres  partiels  donnes  de  la  fonction  inconnue,  et  pour  seconds 
membres  autant  de  developpements  entiers  en  x  —  x^,  y—yo,  .... 
La  recherche  de  tous  les  developpements  de  meme  forme  qui,  substi- 
tues  a  u  dans  ces  diverses  equations,  en  rendent  les  premiers  mem- 
bres respectivement  identiques  aux  seconds,  se  trouve  contenue  tout 
entiere  dans  les  considerations  suivantes,  que  nous  nous  bornerons  a 
rappeler  comme  etant  confines  de  tout  le  monde. 

I.  Nous  nommerons  derwees  principales  de  la  fonction  inconnue 
celles  qui  figurent  dans  les  divers  premiers  membres  du  systeme  pro- 
pose, ou  qui  peuvent  se  deduire  de  quelqu'un  d'entre  eux  par  des  dif- 
ferentiations convenables.  Les  autres  derivees  porteront  le  nom  de  pa- 
rametriques  {^). 

Par  exemple,  si  les  derivees  du  premier  ordre  de  la  fonction  incon- 
nue sont  toutes  donnees,  ses  derivees  de  tous  ordres  sont  necessaire- 
ment  principales. 

Si  les  derivees  d'ordre  total  K,  sans  aucune  d'ordre  inferieur,  sont 
toutes  donnees,  les  derivees  d'ordre  inferieur  a  K  sont  parametriques, 
et  toutes  les  autres  sont  principales. 

(*)  Les  locutions  de  derivees  principales  et  de  derivees  parametriques  se  Irouvent 
d^j^  employees  dans  unM^nioire  public  par  M.  M6ray  avec  notre  collaboration  ol  intitule  : 
Sur  la  convergence  des  developpements  des  intSgredes  orditiaires  d'ansfst^me  d'equations 
diff6rentielles  partielles  {Annales  de  I'Ecole  Normale,  Janvier,  f^vrier  et  mars  1890). 
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Dans  le  systeme 

d^u  dUi  d}u    _p 


dydz  '  dzdx  dx  dy 

oil  u  designe  une  fonction  inconnue  et  P,  Q,  R  trois  fonctions  con- 
nues  des  variables  independantcs  x^y^z^  les  derivees  de  1/ qui  con- 
tiennent  au  denominateur  de  leur  notation  la  differentielle  d*une  seule 
variable  sont  parametriques,  tandis  que  toutes  les  autres  sont  princi- 
pales. 

II.  SiUtsomme  dequelque  developpement  eruieren  x  —  x^,  y  —  y^y , . . 
verifie  identiquement  les  diverses  equations  du  systeme,  elle  verifie  encore 
toutes  ceUes  quil  est  possible  d*en  deduire  par  des  differentiations  quel- 
conques, 

Une  identite  constante  entre  les  diverses  expressions  ainsi  obtenues 
pour  une  meme  derivee  principale  quelconque  est  done  une  condition 
absolument  necessaire  a  Texistence  des  integrales  cherchees.  D'ail- 
leurs»  les  relations  mutuelles  que  cette  condition  impose  aux  divers 
seconds  membres  se  ramenent  a  un  nombre  fini  d'entre  elles,  dont  les 
autres  ne  sont  que  de  simples  consequences,  etque  nous  nommerons, 
suivant  Tusage,  conditions  d'integrabilite. 

III.  Tout  devehppement  entier  enx  —  x^^y  —  y^^  . . . ,  dont  la  somme 
f{x^  y»  •  •  •)  '^^rijie  identiquement  les  equations  proposees,  peut  itre  recon- 
struity  des  que  Von  connatt  seulement  les  valeurs prises  en  x^^  y^^  ...  par 
f{x^y,  . . .)  et  ses  dii^erses  derivees  parametriques. 

Nous  nommerons  determination  initiale  (*)  de  I'integrale  la  partii* 
du  developpement  qui  correspond  a  Tensemble  des  derivees  parame- 
triques,  par  opposition  avec  la  partie  restantc,  que  nous  nommerons 
partie  principale. 

IV.  Les  conditions  d^integrabilite  (11)  etant  supposees  satisfaites,  il 
existCy  pour  une  determination  initiale  arbitrairement  choisie  (sous  la 
seule  restriction  d'etre  convergente)^  un  developpement  et  un  seul  dont  la 
somme  verifie  identiquement  les  equations  proposees;  la  partie  principale 

( ^ )  Locution  d6ja  employee  dans  le  M6moire  cit6  k  la  page  pr6c^dcnte. 
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(le  ce  developpement  converge  dans  les  limites  oil  les  dwers  seconds  mem- 
bres  jouisscnt  a  lafois  de  cette  propriete. 

Nous  nommerons  intigrale principale  I'integrale  particuliere  qui  cor- 
respond a  une  determination  identiquement  nuUe. 

44.  Nous  considererons  maintenant  des  systemes  de  la  forme  sui- 
vante  : 

Les  n  variables  independantes  etant  partagees  en  deux  groupes  deter- 
mines,  tels  que 

(■♦4)  ^,     /»     •   •, 

(45)  .r\    /,-    ...  : 

1°  Les  seconds  membres  du  systeme  considere  se  reduisenl  a  de  simples 
dcveloppemenls  entiers  en 

X      Xqj     y      y^y     . .  . ,     X       x^y    y       y^^      .  .  . ; 

'2"  Les  derivdes  de  la  fonction  inconnue  qui  en  constituent  respective- 
men  t  les  premiers  membres ^  ne  renferment,  aux  denominateurs  de  leurs 
notations,  aucune  des  differentieltes  dx\  dy\  ...   des  variables  (45); 

3*^  Le  systeme  dont  il  sagit  renferme  quelque  groupe  d' equations  en 
nombre  egalacelui  des  variables  (44)»  ^^  ay  ant  respectivement  pour  pre- 
miers membres 

d''u      d^u 

oil  hy  k,  ...  designent  des  entiers  positifs  quelconques, 

II  est  bien  facile  de  voir  que,  dans  la  determination  initiale  (43,  III), 
ordonnde  par  rapport  a  x  —  Xq,  y  —y^,  . ..,  certains  termes,  d'expo- 
sants  determines y  et  en  nombre  essentiellement  limite,  ont  alors  pour  coef- 
ficients des  series  arbitraires  en  x  —  x'^^,  y  —  y'^,  . . . ,  tandis  que  tous  les 
autres  ont  pour  coefficients  ziro.  Nous  nommerons,  pour  abreger,  coef- 
ficients de  la  determination  initiale  les  series  arbitraires  dont  nous 
vonons  de  parler. 

45.  Les  variables  imaginaires  etant  partagees,  comme  au  numero 
precedent,  en  deux  groupes  (44)»  (45),  qui  en  contiennentchacun  un 
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nombre  quelconque,  tragons  dans  I'espace  indefini  relatif  aux  variables 
x^y^  ...,  un  arc  continu  partant  de  (o^o.^'o*  •••)♦  puis,  dans  Tespace 
indefini  relatif  aux  variables  a?',  j',  . . .,  un  deuxieme  arc  continu  par- 
tant de  (i2?o»7o»  •••)  '  '^  consideration  simultanee  de  ces  deux  arcs, 
que  nous  supposerons  dependre  respectivement  de  deux  groupes  d'in- 
determinees  reelles 

.5,        t,        .  .  . , 
a  f        €>  f         •  •  •  9 

n*ayant  aucune  indeterminee  commune,  fournit  un  troisiemcarc  con- 
tinu trace  a  partir  de  (^o^yo* -- 'f^'o^yo^ -• -)  dans  Tespace  indefini 
relatif  a  toutes  les  variables  imaginaires.  Pour  abreger,  nous  desi- 
gnerons  respectivement  ccs  trois  arcs  par  A,  A'  el  (A,  A'). 

Cela  pose,  et  le  sysleme  diffcrenliel  donne  elant  de  la  forme  definic 
au  numero  precedenty  une  integrale  particuliere  du  sysleme  en  question 
est  calculable  sur  Varc  (A,  A'),  si  les  seconds  memhres  jouissent  tous  de 
cette  propriete^  et  quen  m^me  temps  les  coefficients  de  la  determination 
initiale  (44)  soient  tous  calculables  sur  Varc  A'. 

I.  Si  les  divers  seconds  memhres  du  sysleme  defini  au  /^"  44  sont  calcu- 
lables suivant  un  chemin  brise,  pour  tous  les  sommets  duquel  Irs  va- 
riables imaginaires  oc^  y,  ...  du  premier  groupe  restenl  fixes,  i inte- 
grale principale  (43,  IV)  est  egalement  calculable  suivant  le  chemin  dont 
il  s'agil^  et  cluicun  des  dexeloppements  successifs  quelle  fournit  alors 
admet  comme  rayons  de  convergence  ceux  qu  \ulmettenl  a  la  fois  les 
developpements  de  mime  rang  founds  par  les  divers  seconds  memhres. 

En  vertu  du  n^  35,  toute  derivee  de  i integrale  principale  jouit  commr 
elle  de  cette  propriete. 

En  effet,  le  developpement  de  Tintegrale  principale,  construit  a  partir 
du  sommet  initial  de  notre  chemin  brise,  admet,  comme  on  sail,  les 
rayons  de  convergence  communsaux  developpements  correspondants 
des  divers  seconds  membres  (43,  IV),  et  un  cheminement  direct  per- 
mettra,  pour  lui  comme  pour  eux,  de  passer  du  premier  sommet  au 
second.  Si,  dans  le  systeme  donne,  on  remplace  alors  les  seconds 
membres  par  leurs  developpements  respectifs  construits  a  partir  du 
deuxieme  sommet,  on  voit  immediatement  que  le  developpement  de 
notre  integrale,  construit  a  partir  du  meme  sommet,  est  encore  inte- 
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gr^ile  principale  relativement  au  nouveau  systeme.  On  raisonnera  dela 
meme  maniere  sur  ce  nouveau  systeme»  puis  sur  un  troisieme»  etainsi 
(le  suite  jusqu'a  ce  que  I'on  soil  parvenu  au  sommet  final. 

II.  Considdrons  un  chemin  brise 

[(«)o,  («')o]  =  [(^o,/o,   ...)>  (-^i^/i.   •••)] 

[(«)o,  (a'),]=[(^o,  Jo,  . .  0.  (^;,  y\. . . .)]    ' 


[(«)o,  («')*]  =  [(-^0,70,  •••)»(^A,7i,  •..)] 

satisfaisant  a  la  double  condition  :  i®  qrwp  les  coordonnees  imaginaires 
correspondant  aux  variables  x,  j^, . . .  conservent,  pour  tous  les  sonunets, 
des  valeurs  fixes  a^o»  Jo»  ••• ;  2®  qae^  pour  deux  sommets  consdcutifs 
quelconqueSf  les  differences  formies  avec  les  coordonnees  imaginaires  de 
mSmes  noms^  parmi  celles  qui  correspondent  aux  variables  x\y , .  ..y  pre- 
sentent  des  modules  toujours  inferieurs  aux  constantes  positives  S>p'f  ^yy  — 

Considerons  en  outre  une  pseudo-fonction  rf^  a?,  j^,  . . . ,  a;',  y' ,  . . . ,  cal- 
culable suii^ant  le  chemin  brise  dont  il  s  'agit,  de  telle  maniere  que  les  g-h  i 
developpements  successifs  auxquels  ce  dernier  conduit  admettent  tous 
comme  rayons  de  convergence  les  constantes  posit  ii^es  S^^,  S^., .. . ,  S^s  §/, 

Cela  etant,  si,  parvenu  en  un  sommet  quelconque  [(fl)o»  (^')a]»  ^^ 
ordonne  par  rapport  a  cc  —  x\^y  —  y\^  ..  Ae  devehppement  correspon- 
dant, et  que  Von  attribue  ensuite  a  rr,  v,  . . .  des  valeurs  particulieres 
verifiant  les  relations 

mod  (j;  —  ;ro)<  dart        mod(7— j'oX^r. 


le  chemin  brise 


{o!)k  («' Wi  . . .  («')* 


est  praticable  pour  le  dd\;eloppement  resultant. 

Le  seul  enonce  de  cette  proposition  subsidiaire  suffit  presque  a  en 
faire  apercevoir  I'evidence. 
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III.  Revenant  a  notre  enonc^  general,  designons  par 
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(46) 


6x9  i' 


'y» 


^x'9      ^y'f 


des  coQstantes  positives  telles,  que,  en  un  point  quelconque  de  Tare 
(A,  A'),  les  pseudo-fonctions  definies  par  les  seconds  membres  de  notre 
systeme  admettent  comme  rayons  de  convergence  les  constantes  dont 
il  s*agit  (37, 1).  Designons  ensuite  par  co  une  constante  positive  suffi- 
samment  petite  :  i^  pour  que  les  coefficients  de  la  determination  initiale 
admettent  tons  sur  Fare  A'  le  regulateur  (o;  2°  pour  que,  deux  points 

(C,  T,  .  .  .,  (j'f  t',    .  .  .), 
(0,  t,   ...,5',    t',    ...) 

etant  arbitrairement  choisis  sur  Tare  (A,  A'),  les  differences  formees 
avecleurs  coordonnees  imaginaires  semblables  presentent  des  modules 
respectivement  inferieurs  aux  constantes  (46),  des  que  les  diff^erences 

(7  —  5,      T  — t       ...,      or'— 0',      t'— t',       ... 

sont  toutes  numeriquement  inferieures  a  o>.  Cela  pose,  nous  efl^ec- 
tuerons  notre  demonstration  en  prouvant  que  Tintegrale  particuliere 
consideree  est  calculable  suivant  tout  chcmin  de  regulateur  co,  inscrit 
dans  (A,  A')  (6)  (32). 
Designons  en  effect  par 


(47) 


[(«)o,  («')o]  — [(»2^o,7o, 

[(«i),  (a')i]  —  [{^iyyif 


[(^)^,  {^\]  =  [(^^,  7^,  . . .),  «,  7;,  . . .)] 


les  points  de  Tespace  a  2n  dimensions  qui  correspondent  aux  sommets 
successifs  d'un  semblable  chemin  inscrit.  L'integrale  particuliere  que 
nous  considerons  s'obtient  en  ajoutant  a  l'integrale  principale  Po  du 
systeme  donne  So  la  determination  initiale  D©.  En  vertu  de  notre 
hypothese,  combinee  avec  Tobservation  du  n""  38,  la  pseudo-fonction 
definie  par  D^  est  calculable  suivant  le  chemin  brise  (47),   et  tout 


j4na.  de  I'P^,  Norm.  3»  Serie.  Tome  VHI.  —  Joix  1891. 
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revient  alors  a  faire  voir  que  la  pseudo-fonction  definie  par  Pq  jouit  de 
la  meme  propriete. 

En  premier  lieu,  puisque  le  developpement  Po  admet  les  rayons  de 
convergence  communs  a  tous  les  seconds  membres  de  So  (43,  IV), 
on  pourra,  pour  lui  comme  pour  eux,  cheminer  directement  du 
sommet  [(a)o,)(a')o]  au  sommet  [(a)i,  (a')«l-  ^^^^  pose,  si  dans  les 
equations  du  systeme  donne  S©  on  remplace  les  divers  seconds  membres 
par  leurs  developpements  construits  a  partir  des  valeurs 

le  developpement  de  Tintegrale  P©,  construit  a  partir  des  memes 
valeurs,  verifie  identiquement  le  systeme  ainsi  forme  S,.  Ce  deve- 
loppement pent  d'ailleurs  sc  decomposer  en  deux  parties  P4,D,, 
jouant,  a  Tegard  du  systeme  S,,  les  roles  respectifs  d'integrale  princi- 
pale  et  de  determination  initiale.  Tout  revient  alors  a  faire  voir  : 
1°  que  rintegrale  principale  P,  est  calculable  suivant  le  chemin  brise 

( [(«V,(«')^]; 

2°  que  les  coefficients  de  la  determination  initiale  D,  le  sont  suivant 
le  chemin  brise 

(49)  («'),(«').  ...  («V 

Or,  a  un  facteur  numerique  pres,  chaque  coefficient  de  D,  est  la 
valeur  que  prend,  pour  a?  =  a?,,  j=j,,  ...  (et  pour  des  Valeurs 
dea?',  y,  ...  suffisamment  voisines  de  oc\^ y\,  ...)  Tintegrale  P©  ou 

quelqu'une  de  ses  derivees  relatives  aux  seules  variables  x^  y^ Au 

meme  facteur  pres,  ce  coefficient  pent  done  s'obtenir  en  developpant 
Pa  ou  la  derivee  dont  il  s'agit  a  partir  des  valeurs 

■^0*   y^y    ••.»   *^i>  yu    •••> 

ordonnant  par  rapport  aux  differences  x  —  x\^  y  —  y\^  •  •  •  ^^  faisant 
dans  le  resultat  re  =  a\,y  =y^y Celapose,  il  resulte  de  nos  hypo- 
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theses  que  le  chemin  brise 


est  praticable  pour  chacun  des  developpements  (en tiers  en  a;  —  x^, 
y  —  y Of  ••  •»  ^'— ^i^y  —  J^i»  •••)  figurant  dans  les  seconds  membres 
du  systeinedonn6So»  et  conduit,  pour  chacun  d'entre  eux,  k.des  de- 
veloppements successifs  admettant  les  rayons  de  convergence  (46) ;  il 
Jouit  done  des  memes  proprietes  par  rapport  au  deveioppement  P©  ou 
a  Tune  quelconque  de  ses  derivees  (I).  D'ailleurs,  pour  deux  som- 
mets  consecutifs  quelconques,  les  differences  telles  que  a?^^,  —  a?'^, 
Ja+i — y'ki  •••  presentent  des  modules  respectivement  inferieurs  hS^j, 
8/,  —  Finalement,  comme  les  valeurs  particulieres  a?,,  ^,,  .. .,  sa- 
tisfont  aux  conditions 

mod(a:i— ^o)<d^,        mod(7i— XoX^r*  ••» 

notre  lemme  de  I'alinea  II  est  applicable  et  montre  que  chaque  coef- 
ficient (44)  de  D|,  obtenu  a  Taide  des  operations  decrites  ci-dessus, 
est  calculable  suivant  le  chemin  brise  (49)- 

Tout  revient  alors  a  prouver  que  Tintegrale  principale  P|  est  calcu- 
lable suivant  le  chemin  brise  (4^).  On  fera  pour  cela  un  raisonnement 
analogue  a  celui  que  nous  venons  de  faire  sur  P^,  et  Ton  continuera 
ainsi  jusqu'a  ce  que  Ton  soit  parvenu  au  sommet  final  du  chemin 
brise  (47)- 

46.  En  designant  par  x^  y^  ...  les  n  variables  independantes  imagy 
naires  (^que  nous  supposons  cette  fois  former  un  groupe  unique)^  si  le  sys* 
teme  donne  a  pour  seconds  membres  de  simples  developpements  entiers  en 
^  "~  ^0 » y  ""  JKo »  "  -yCtsil  renferme  quelque  groupe  de  n  equations  ay  ant 
respectivement  pour  premiers  membres 

d^^u       d^'u 


Digitized  by 


Google 


172      RIQUIER.  —  SUR  LES  PRINCIPES  DE  LA  TH^QRIE  GENERALE  DES  FONCTIONS. 

tout  chemin  brise  praticable  a  lafoispour  les  divers  seconds  membres  test 
aussi  pour  une  integraJe  particuliere  quelcongue ;  en  outre,  chacun  des 
developpements  successifs  que  fournit  alors  fe  calcul  par  cheminement  de 
Vintegrale  considdrde  admet  comma  rayons  de  convergence  ceux  quad- 
mettent  a  lafois  les  developpements  de  m£me  rang  four nis  par  les  divers 
seconds  membres. 

On  le  voit  sans  peine  en  observant  que  la  determination  initiale  est 
ici  un  simple  polynome  en  a?,  j, 
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Traduction  de  M.  H.  PAD£. 


§  Vl.  —  Giomitrie  des  rayons  vecteurs  r^ciproques.  Interpretation 

de  x-^iy. 

Revenons  maintenant  a  ia  discussion  des  differentes  especes  de 
recherches  geometriques,  commencee  dans  les  §§  II,  U\.  A  plusieurs 
poijits  de  vue,  on  pent  regarder  comme  analogue  au  genre  de  conside- 
rations de  la  Geometric  projective  une  categoric  de  considerations 
geometriques  oil  il  est  fait  un  constant  usage  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  reciproques  :  ainsi  les  recherches  relatives  a  ce  qu'on 
nomme  les  cyclides  et  les  surfaces  anallagmatiques,  ia  theorie  gene- 
rale  des  systemes  orthogonaux,  puis  des  recherches  sur  le  poten- 
tiel,  etc.  Si  Ton  n*a  pas  encore  rassemble  en  une  Geometric  particu- 
liere  les  considerations  de  ces  theories,  comme  on  Ta  fait  pour  les 
projec lives,  Geometrie  dans  laquelle  il  faudrait  prendre  pour  groupe 
fondamental  V ensemble  de  transformations  obtenu  en  reunissant  le 
groupe  principal  a  la  transformation  par  rayons  vecteurs  rdciproques, 
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il  faut  I'attribuer  a  cette  circonstance  fortuite  que  ces  theories  n'ont 
pas  encore  ete  jusqu'ici  Tobjet  d'une  exposition  systematique;  les 
differents  auteurs  qui  ont  travaille  dans  ce  sens  n'ont  pas  ete  eloignes 
d'une  telle  consideration  methodique. 

L'analogie  entre  la  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reciproques  et  la 
Geom6trie  projective  s'offre  d'elle-m^me  dfes  que  Ton  se  propose  de  les 
comparer,  et,  par  suite,  sans  entrer  dans  le  detail,  il  nous  suffira  d'at- 
tirer  I'attention  sur  les  points  suivants: 

Les  notions  elementaires  de  la  Geometrie  projective  sont  celles  du 
point,  de  la  droite,  du  plan.  La  circonference  et  la  sphere  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second 
degre.  L'infini  s'y  presente  comme  un  plan ;  la  figure  fondamentale  qui 
correspond  a  la  Geometrie  elementaire  estune  section  conique  imagi- 
naire  a  Tinfini. 

Les  notions  elementaires  de  la  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reci- 
proques sont  celles  du  point,  de  la  circonference,  de  la  sphere.  La 
droite  et  le  plan  sont  des  cas  particuliers  de  ces  deux  dernieres  carac- 
terises  par  le  fait  qu'elles  contiennent  un  certain  point,  le  point  a 
rinfini,  qui,  du  reste,  au  sens  de  la  methode,  n'est  pas  un  point  plus 
remarquable  que  les  autres.  On  obtient  la  Geometrie  elementaire  des 
que  ce  point  est  suppose  fixe. 

La  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reciproques  peutetre  presentee  de 
fagon  a  prendre  place  a  cote  de  la  theorie  des  formes  binaires  et  de  la 
Geometrie  de  Tespace  regie,  si  toutefois  on  traite  celles-ci  comme  il  a  ete 
indique  dans  les  paragraphes  precedents.  Nous  pouvons  tout  d'abor^^ 
pour  arriver  a  ce  resultat,  nous  limiter  a  la  Geometrie  plane  et,  par 
suite,  a  la  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reciproques  dans  le  plan  (*). 

Nous  nous  sommes  deja  appcsantis  sur  la  connexion  qui  existe 
entre  la  Geometrie  plane  elementaire  et  la  Geometrie  projective  d'une 
surface  du  second  degre  dont  un  point  est  particulierement  specifie. 
Si  Ton  fait  abstraction  de  ce  point  particulier  et  que  Ton  considere,  par 


(*)  La  G6om6trie  des  rayons  vecteurs  r6ciproques  sur  la  droite  6quivaut  ^  T^lude  pro- 
jective do  la  droite,  puisque  les  transformations  sont  les  mdmes  de  part  et  d'autre.  Dans 
la  G^om^trie  des  rayons  vecteurs  r6ciproques,  on  pent  done  aussi  parler  du  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  d'une  droite,  puis  d*une  circonference. 
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• 

consequent,  la  Geometrie  projective  sur  la  surface  elle-meme,  on  a  la 
representation  de  la  Geometrie  plane  des  rayons  vecteurs  reciproques. 
II  est,  en  effet,  facile  de  se  convaincre  (*)  qu'au  groupe  de  transfor- 
mations par  rayons  vecteurs  reciproques  dans  le  plan  correspond, 
par  la  representation  de  la  surface  du  second  degre,  Tensemble  des 
transformations  lineaires  de  celle-ci  en  elle-meme.  Par  consequent : 

La  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reciproques  dans  leplan  et  la  Geome- 
trie projectis^e  sur  une  surface  du  second  degre  sont  une  seule  et  mime 
chose; 

et  semblablement : 

La  Geometric  des  rayons  vecteurs  reciproques  dansVespace  est  identique 
avec  V etude  projective  d'une  multiplicite  representee  par  une  iquation 
quadratique  entre  cinq  variables  homogenes. 

La  Geometrie  dans  I'espace  estainsi  rattachee,  par  la  Geometrie  des 
rayons  vecteurs  reciproques,  a  une  multiplicite  k  quatre  dimensions, 
tout  comme  elle  Test  k  une  multiplicite  a  cinq  dimensions  par  la 
Geometrie  projective  de  Tespace  regie. 

En  n'ayant  egard  qu'aux  transformations  reelles,  la  Geometrie  des 
rayons  vecteurs  reciproques  nous  donne  encore,  d'un  autre  cote,  une 
representation  et  une  application  interessantes.  Si,  en  effet,  on  repre- 
sente  de  la  fagon  habituelle  la  variable  complexe  x  -\-iy  sur  le  plan,  k 
ses  transformations  lineaires  correspond  le  groupe  des  rayons  vecteurs 
reciproques  limite,  comme  nous  Tavons  dit,  aux  transformations 
reelles  (^).  Mais  Tetude  des  fonctions  d'une  variable  complexe  qui  est 


(1)  P'oir  le  travail  d6ji  cit6  :  Veber  Liniengeometrie  und  metrische  Geometrie  {Math. 
Ann,,  t.  V). 
(>)  [La  facon  de  dire  du  texte  n*est  pas  exacte.  Toutes  les  transformalions  lineaires 

5'  =  ^ — 5  (oil  2'  =  x'  -^ijr\  z  =  x-h  if)  correspondent  aux  seules  transformations  du 

groupe  des  rayons  vecteurs  reciproques  qui  ne  renversent  pas  les  angles  (par  lesquelles 
les  points  cycliques  du  plan  ne  sont  pas  permutes  entre  eux).  Pour  embrasser  le  groupe 
entier  des  rayons  vecteurs  reciproques,  il  faut,  aux  transformations  pr6c6dentes,  adjoindre 

OLZ  -h  3 

encore  cellefr-ci  (qui  ne  sont  pas  moins  importantes)  :  a'=  — = — -f  oil  Ton  a  encore 
i'  =  j/-f-  iy^  mais  oil  z  =  x  —  ijr,] 
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supposee  soumise  a  des  transformations  lineaires  quelconques  n'est 
rien  autre  que  ce  que,  avec  une  methode  d'exposition  un  peu  diffe- 
rente,  on  nomme  la  theorie  des  formes  binaires.  Ainsi  : 

La  theorie  desforrnes  binaires  trouve  sa  representation  dans  la  Geome- 
trie  des  rayons  vecteurs  reciproques  et  de  telle  sorte  que  les  valeurs  com- 
plexes  des  variables  sont  aussi  representees. 

Du  plan  nous  pouvons,  pour  parvenir  au  domaine  de  representation 
le  plus  habituel  des  transformations  projectives,  passer  a  la  surface  du 
second  degre.  Puisque  nous  ne  considerons  que  des  elements  reels  du 
plan,  le  choix  de  la  surface  n'est  plus  indifferent;  il  faut  evidemment 
qu'elle  ne  soit  pas  reglee.  En  particulier,  nous  pouvons,  comme  d'ail- 
leurs  on  le  fait  aussi  pour  Finterpretalion  d'une  variable  complexe, 
supposer  que  ce  soit  une  sphere,  et  nous  obtenons  rfinsi  ce  theoreme  : 

La  theorie  des  formes  binaires  de  variables  complexes  trowe  sa  repre- 
sentation dans  la  Geometrie  projective  d'une  surface  spherique  reelle. 

J'ai  cru  devoir  encore  montrer  dans  une  Note  (voir  Note  VII)  a  quel 
point  cette  representation  eclaircit  la  theorie  des  formes  binaires  et  bi- 
quadratiques. 

§  VII.  —  Gta^ralisation  de  ce  qui  pric^de.  66omitrie  de  la  sphere  de  Lie. 

A  la  theorie  des  formes  binaires,  a  la  Geometrie  des  rayons  vecteurs 
reciproques  et  k  celle  de  Tespace  regie,  dont  nous  venous  de  montrer  la 
coordination  et  qui  semblent  ne  differer  que  par  le  nombre  des  varia- 
bles, se  rattachent  certaines  generalisations  que  nous  aliens  mainte- 
nant  exposer.  Elles  serviront  d'abord  a  eclaircir,  par  de  nouveaux 
exemples,  cette  pensee  que  le  groupe  qui  fixe  la  fagon  de  traiterun 
domaine  donne  pent  etre  a  volonte  generalise;  mais,  en  outre,  notre 
but  a  ete  de  presenter,  dans  leurs  rapports  avec  les  idees  ici  exposees, 
les  considerations  developpeespar  Lie  dans  un  Memoire  recent  (').  La 
voie  par  laquelle  nous  parviendrons  a  sa  Geometrie  de  la  sphere 
differe  de  celle  qu'il  a  adoptee  en  tant  qu'il  se  rattache  a  des  notions 

(1)  Partielle  Differentialgleiohungen  and  Complexe  {Math,  Annalen,  t.  V). 
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de  la  Geometrie  de  Tespace  regie ;  pour  nous  conformer  da  vantage  a  I'in- 

tuition  geometrique  ordinaire  et  pour  rester  en  connexion  avec  ce  qui 

precede,  notre  exposition  supposera,  au  contraire,  un  nombre  moindre 

de  variables.  Comme  deja  Lie  I'a  mis  en  evidence  (Gollinger  Nach- 

richtejiy  1871,  n°  7,  22),  les  considerations  sont  independantes  du 

nombre  dcs  variables.  Elles  appartiennent  au  cercle  etendu  de  re- 

cherches  relatives  a  Tetude  projective  des  equations  quadratiques  a  un 

nombre  quelconque  de  variables,  recherches  que  souvent  deja  nous 

avons  toucbees  et  que  nous  rencontrerons  encore  a  plusieurs  reprises  ' 

{voir  entre  autres  le  §  X).  i 

Je  pars  de  la  correspondance  obtenuc  par  projection  stereographique 
entre  le  plan  reel  et  la  sphere.  Dans  le  §  V,  nous  avons  deja,  en  faisant 
correspondre  a  la  droite  du  plan  le  couple  de  points  oil  elle  coupe  une 
conique,  relie  la  Geometrie  du  plan  a  la  Geometrie  sur  la  conique. 
Nous  pouvons,  de  la  meme  fagon,  etablir  une  correspondance  entre  la 
Geometrie  de  Tespace  etla  Geometrie  sur  la  sphere,  en  faisant  corres- 
pondre a  chaque  plan  de  I'espace  la  circonference  suivant  laquelle  il 
co,upe  la  sphere.  Si  maintenant,  par  projection  stereographique,  nous 
transportons  la  Geometrie  etablie  sur  la  sphere  de  celle-ci  auplan  (et 
alors  chaque  circonference  est  transformee  en  une  circonference),  on 
voit  qu'il  y  a  correspondance  entre  : 

La  Geometrie  de  I'espace,  qui  a  pour  element  le  plan  et  pour  groupe 
les  transformations  lineaires  qui  transforment  une  sphere  on  elle- 
meme;  et 

La  Geometrie  plane,  qui  a  -pour  element  la  circonference  et  pour 
j^roupe  le  groupe  des  rayons  vecteursreciproques. 

Nous  voulons  maintenant  etendre  de  deux  manieres  la  premiere  de  ces 
Geometries,  enprenant,  au  lieu  de  son  groupe,  un  groupe  plus  general. 
La  generalisation  qui  en  resulte  se  transporte  alors  immediatement,  au 
moyen  de  la  representation,  a  la  Geometrie  plane. 

Faisons  cette  facile  modification  de  choisir,  au  lieu  des  transforma- 
tions lineaires  de  Tespace,  considere  comme  forme  de  plans,  qui  trans- 
forment la  sphere  en  elle-meme,  soit  I'ensemble  des  transformations 
lineaires  de  I'espace,  soit  I'ensemble  des  transformations  de  plans  de 
I'espace  qui  laissent  [dans  un  sens  quiva  encore  etre  precise]  la  sphere 
inaiteree;  dans  le  premier  cas,  on  fait  abstraction  dela  sphere;  dans  le 

Ann,  de  I'Kc,  Nurmaie.  3«  Seric.  Tome  VIU.  —  Jui:<  1891.  23 
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second,  du  caractere  des  transformations  a  employer  d'etre  lineaires. 
La  premiere  generalisation  se  concoit  immediatement;  nous  pouvons 
done  I'examiner  tout  d'abord  et  en  poursuivre  les  consequences  pour 
la  Geometric  plane.  Nous  reviendrons  ensuite  sur  la  seponde,  011  il  y 
a  tout  d'abord  lieu  de  determiner  la  transformation  correspondante  la 
plus  generale. 

Toutes  les  transformations  lineaires  de  Tespace  transforment  des 
faisceaux  et  des  gerbes  de  plans  respectivement  en  faisceaux  et  en 
gerbes  de  plans.  Sur  la  sphere,  le  faisceau  de  plans  donne  un  faisceau 
de  circonferences,  c'est-a-dire  une  suite  simplementinfinie  de  circon- 
ferences  se  coupant  aux  memes  points;  la  gerbe  de  plans,  une  gerbe 
de  circonferences,  c'est-a-dire  une  suite  doublement  infinie  de  circon- 
ferences orthogonales  a  une  circonference  fixe  (la  circonference  dont 
le  plan  a  pour  pole  le  point  par  lequel  passent  les  plans).  Aux  trans- 
formations lineaires  de  Tespace  correspondent  done  sur  la  sphere  et, 
par  suite,  dans  le  plan,  les  transformations  circulaires  caracterisees 
par  cette  propriete  qu'elles  transforment  des  faisceaux  et  des  gerbes 
de  circonferences  en  faisceaux  et  en  gerbes  de  circonferences  (*).  La 
Geometrie  du  plan  obtenue  en  adoplant  ce  groupe  de  transformations  est 
la  representation  de  la  Geometrie  projective  ordinaire  de  Vespace.  Dans 
cette  Geometric,  on  ne  pourra  pas  faire  usage  du  point  comme  element 
du  plan,  puisque  les  points,  pour  le  groupe  de  transformations  choisi, 
ne  forment  pas  un  corps  (§  V),  mais  on  choisira  comme  elements  les 
circonferences. 

Pour  la  seconde  extension  dont  nous  avons  parle,  il  faut  d'abord 
se  demander  la  nature  du  groupe  correspondant  de  transforma- 
tions. II  s'agit  de  trouver  des  transformations  telles  que  tout  [fai- 
sceau de  plans  dont  I'axe  est  tangent  a  la  sphere]  devienne  un  [fai- 
sceau] ayant  aussi  cette  disposition.  Nous  pourrons,  pour  abreger 
le  langage,  transformer  d'abord  la  question  par  dualite,  et  en  outre 
descendre  d'un  degre  dans  le  nombre  des  dimensions;  nous  au- 
rons  ainsi  a  trouver  les  transformations  ponctuelles  du  plan  qui,  a 
chaque  tangente  d'une  conique   donnee,  fassent  correspondre   une 


(1)  Grassmann  dans  son  Ausdehnungslehre  considere  forluitement  ces  Iransforma lions 
(p.  278  de  r^dition  de  1862). 
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tangente  a  la  meme  conique.  Pour  y  parvenir,  conslderons  le  plan, 
et  la  conique  qui  y  est  situee,  coinme  la  projection  d'une  quadrique 
faite  d'un  point  de  vue  qui  n'est  pas  sur  la  surface  ct  de  telle  sorte 
que  la  conique  soil  la  courbe  de  contour  apparent.  Aux  tangentes 
a  la  conique  correspondent  les  generatrices  de  la  surface  et  la 
question  est  ramenee  a  celle  de  trouver  Tensemble  des  transforma- 
tions ponctuelles  qui  reproduisent  la  surface,  les  generatrices  restant 
des  generatrices. 

II  y  a  autant  qu'on  veut  de  telles  transformations,  car  il  suffit  de 
considerer  le  point  de  la  surface  comme  intersection  des  generatrices 
de  chaque  systeme  et  de  transformer  en  lui-meme,  d'une  fagon  quel- 
conque,  cbacun  de  ces  systemes.  Parmi  ces  transformations  se  trouvent, 
en  parliculier,  cellcs  qui  sont  lineaires  :  ce  sont  les  seules  que  nous 
ayons  a  considerer.  Si  nous  avions,  en  effet,  affaire,  non  pas  a  une 
surface,  mais  a  une  multiplicite  a  plusieurs  dimensions,  representee 
par  une  equation  quadratique,  les  transformations  lirr^aires  seules 
subsisteraient,  les^autres  disparaitraient  (*). 

Rapportees  sur  le  plan  par  projection  (non  stereographique),  ces 

transformations  lineaires  qui  reproduisent  la  surface  deviennent  des 

transformations  ponctuelles  a  deux  determinations,  telles  qu'a  chaque 

tangente  a  la  conique  de  contour  apparent  correspond  bien  de  nouveau 

,^:s==S2e  tangente,  mais  qu'a  toute  autre  droite  correspond,  en  general, 

conique  qui  a  un  double  contact  avec  la  conique  de  contour  ap- 

^ -ent.  On  pent  fort  bien  caracteriserce  groupc  de  transformations  en 

_-rr       -^nt  sur  cette  derniere  une  determination  metriquc  projective.  Les 

^^ — isformations  ont  alors  la  propriete  de  changer  des  points  qui,  au 

-:^m.        -^  de  la  determination  metrique,  sont  a  une  distance  nulle  Tun  de 

B_ ^^^    tre,  ou  des  points  qui  sont  a  une  distance  constante  d'un  meme 

1^     ^m^r^e  point,  en  d'autres  pour  lesquels  les  memes  choses  ont  lieu. 
I^tr^      outes  ces  considerations  peuvent  etre   etendues  a   un  nombre 
^^^=^^?*"    Iconque  de  variables;  en  particulier,  elles  peuvent  etre  employees 


*  Si  Ton  projello  sloreographiquement  la  mulliplicit6,  on  oblient  ce  th^or^me  connii  : 
dehors  des  transformations  du  groupe  des  rayons  vecteurs  rdciproques,  il  n'exUte, 

les  champs  a  plusieurs  dimensions  (et  d6ji  dans  Tespace),  aucune  transformation 
Quelle  conforms.  Dans  le  plan,  au  contraire,  il  en  existe  une  infinite'.  Voir  encore  Icfcj 

ux  cil6s  de  Lie. 
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pour  la  question  posee  au  debut,  et  relative  a  la  sphere  et  au  plan,  qui 
est  alors  pris  pour  element.  Dans  ce  cas,  on  peut  donner  au  resultat 
une  forme  particulierement  intuitive,  parce  que  Tangle  que  forment 
deux  plans,  au  sens  de  la  determination  metrique  basee  sur  la  sphere, 
est  egal  a  Tangle  que  forment,  au  sens  ordinaire,  les  circonferences 
d'intersection  dans  la  sphere. 

Nous  obtenons  done  sur  la  sphere,  et  par  suite  sur  le  plan,  un  groupe 
de  transformations  circulaires  qui  ont  la  propriete  de  transformer  des 
cercles  tangents  (^formant  un  angle  nul)  et  des  cercles  qui  en  coupent  un 
autre  sous  un  mime  angle,  respectivement  en  cercles  qui  satisfont  aux 
mSmes  conditions,  A  ce  groupe  de  transformations  appartiennent  les 
transformations  lineaires  sur  la  sphere  et  les  transformations  par 
rayons  vecteurs  reciproques  dans  le  plan  (*). 

La  Geometric  du  cercle  qui  se  peut  fonder  sur  ce  groupe  est  Tana- 
logue  de  la  Geometric  de  la  sphere  proposee  par  Lie  pour  Tespace,  et 
qui  semble  d'une  importance  exceptionnelle  dans  les  recherches  sur 


(1)  [Les  formules  suivantes  rendront  beaucoup  plus  claires  les  considerations  du  texte. 

Soil 

x\-^  x\-^  x\-\-  X\=z  0 

r^qualion,  en  coordonn6es  t6tra6drique8  ordinaires,  de  la  sphere  qui  est  rapport6e  stdr^o- 
graphiquement  au  plan.  Les  x  qui  satisfont  k  cette  6quation  de  condition  acqui^rent  alors 
pour  nous  la  signification  de  coordonn6es  t^tracycliques  dans  le  plan,  et 

tflJTlH- W,X,-+-  UiXi-^-  UkX^  =  0 

devient  I'^quation  g^n^rale  du  cercle  dans  le  plan.  Si  Ton  calcule  le  rayon  de  ce  ccrcle,  on 
rencontre  le  radical  carr6  

que  nous  repr6sentorons  par  iu^.  Nous  pouvons  maintenant  consid^rer  les  cercles  comme 
Elements  du  plan.  Alors  le  groupe  des  rayons  vecteurs  reciproques  s'offre  comme  Ten- 
semble  des  transformations  lineaires  homogenes  de  ui,  Us,  ^3,  ui,,  telles  que 

se  reproduise  k  un  certain  facteur  pr^s.  Le  groupe  plus  ^tendu  qui  correspond  k  la  Geo- 
metric  de  la  sphere  de  Lie,  se  compose,  lui,  des  transformations  lineaires  des  cinq 
variables  «i,  «i,  wj,  1/4,  ui  qui,  5  un  facteur  pr^s,  reproduisent 

«?  -+-  «i  H-  «i  H-  ttl  -+-  «| .  ] 
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la  CO  ui  rbure  des  surfaces.  Elle  comprend  la  Geometrie  des  rayons  vec- 
/etf**st  Teciproques,  au  sens  oil  ccUe-ci  comprend  a  son  tour  la  Geome- 
tric    ^  \  ementaire. 

t*^^  Si  transformations  circulaires  (spheriques)  que  nous  venons  d'ob- 
le^*  b:*       ont,  en  particulier,  la  propriete  de  transformer  des  circonfe- 
te^^^^s  (spheres)  tangentes  en  d'autres  pareillement  tangentes.  En 
c0^^ic3erant  toutes  les  courbes  (surfaces)  comme  des  enveloppes  de 
cxt^OTiferences  (spheres),  on  voit  que  deux  courbes  (surfaces)  tan- 
^^^les  seront  toujours  transformees  en  courbes  (surfaces)  egalement 
Vit\gentes.  Les  transformations  en  question  appartiennent  done  a  la 
c^Ugorie  que  nous  eludierons  plus  tard  en  general,  des  trans/orma- 
iions  de  contacts  c'est-a-dire  des  transformations  telles  que  le  c'ontact 
des  figures  soil  une  propriete  invariante.  Les  transformations  circu- 
laires mentionnees  en  premier  lieu  dans  ce  paragraphe,  a  cote  des-' 
quelies  se  peuvent  placer  des  transformations  spheriques  analogues, 
ne  sont  pas  des  transformations  de  contact. 

Les  deux  sortes  d'extensions  dont  nous  ne  nous  sommes  occupes 
que  pour  la  Geometrie  des  rayons  vecteurs  reciproques,  se  peuvent 
encore  faired'une  fagon  analogue  pour  la  Geometrie  de  Tespace  regie, 
el,  en  general,  pourl'elude  projective  d'une  multiplicite  caracterisee 
par  une  equation  quadratique ;  c'est  ce  que  nous  avons  deja  indique, 
et  sur  quoi  il  n'y  a  plus  a  revenir  davantage  ici. 


§  VIII.  —  £numiration  d'autres  mithodes  qui  ont  pour  base 
an  groupe  de  transformations  ponctuelles. 

La  Geometrie  elementaire,  celle  des  rayons  vecteurs  reciproques,  et 
meme  la  Geometrie  projective  quand  on  fait  abstraction  des  transforma- 
tions par  dualite  qui  apportent  avec  elles  un  changement  de  Telement 
de  Tespace,  ne  sont  que  des  exemples  particuliers  parmi  les  nom- 
breuses  methodes  de  traitement  imaginables,  oii  Ton  prend  pour  base 
des  groupes  de  transformations  ponctuelles.  Nous  ne  signalerons  ici 
que  les  trois  methodes  suivantes,  qui,  avec  celles  que  nous  venons  de 
nommer,  partagent  ce  caractere.  Bien  que  ces  methodes  soient  encore 
loin  d'etre  developpees,  au  meme  degre  que  la  Geometrie  projective, 
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en  des  disciplines  qui  Jeur  soient  propres,  il  est  toutefois  aise  de  recon- 
naitrequ'elles  prennent  place  dans  les  recherches  modernes  (*). 

1.  Le  groupe  des  transformations  rationnelles.  —  Relativement  aux 
transformations  rationnelles,  il  faut  distinguer  soigneusement  si  elles 
sont  rationnelles  pour  tous  les  points  du  champ  dans  lequel  on  opere, 
comme  Tespace,  ou  le  plan,  etc.,  ou  bien  si  elles  le  sont  seulement 
pour  les  points  d'un  ensemble  appartenant  au  champ,  comme  une  sur- 
face, une  courbe.  Seules  les  premieres  sont  applicables,  s'il  s'agitde 
conslruire,  au  sens  entendu  jusqu'ici,  une  Geometric  de  I'espace,  du 
plan ;  les  dernieres,  au  point  de  vue  oil  nous  sommes  places,  n'acquie- 
rent  de  Timportance  que  s'il  s'agit  d'etudier  la  Geometric  sur  une 
surface,  une  courbe  donnees.  La  meme  distinction  s'applique  pour 
V analysis  situs  dont  nous  allons  bientot  nous  occuper. 

Toutefois,  les  recherches  faites  ca  et  la  jusqu'ici  ont  essentiellement 
trait  aux  transformations  de  la  deuxieme  sorte.  Comme  on  ne  s'y  pro- 
pose pas  Tetude  de  la  Geometric  sur  la  surface,  ni  la  courbe,  qu'il  s'agit 
l)ien  plus  de  trouver  des  critcriums  pour  que  deux  surfaces,  deux 
courbes,  puissent  etre  transformees  Tune  dans  Tautre,  ces  recherches 
echappent  au  domaine  de  celles  que  nous  avons  a  considerer  ici  (*). 
Le  schema  general  expose  dans  ce  travail  n'embrasse  certes  pas  la  to- 
lalite  des  recherches  mathematiques  :  certain^s  voios  seulement  s'y 
trouvent  reunies  sous  un  meme  point  de  vue. 

D'une  Geometric  des  transformations  rationnelles  telle  qu'elle  doit 
s'olTrir  quand  on  prend  pour  base  les  transformations  de  la  premiere 


(*)  [Tandis  quo,  dans  les  exemples  precedents,  il  s^agissait  do  groripes  k  un  nombre 
limil<^  de  paramelres,  nous  arrivons  maintonant  ^  la  consid6rdllon  des  goupes  dils  infinis,\ 

(*)  [Biles  so  raltaclient,  aulrement  el  de  la  fa^on  la  plus  heureuse,  k  nos  considera- 
tions, ce  que  je  ne  savais  pas  encore  en  1872.  £lant  donn6o  une  forme  alg6brique  quel- 
conque  (courbe,  surface,  etc.)>  rapporlons-la,  en  introduisanl  comme  coordonn^cs  les 
rap]>orls 

©I :  ?i  :.•.:?/>  =  du^ :  dut : . . . :  du,,, 

oil  ittUj,,,Up  sonl  les  inl^grales  ab^liennes  de  premiere  esp^ce  altach6es  a  la  courbe,  k 
un  espacc  d'ordre  sup6rieur.  11  n'y  a  plus  q\\h  prendre  pour  base  des  considera lions  rela- 
tives a  eel  espace  le  groupe  dos  transformations  lincaires  homogenes  des  «p.  /^Wr  divers 
Iravaux  de  MM.  Brill,  Noelher  et  Weber,  ainsi  quo  mon  r6cent  M^moire  :  Zur  T/ieorie  der 
Ahel'schen  Functionen,  dans  le  tome  XXXVI  des  Math.  Jnnalen,] 
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sorte,  il  n'existe  jusqu'ici  que  lesprincipes.  Dans  le  champ  du  premier 
(legre,  sur  la  droite,  ces  transformations  rationnelles  sont  identiques 
aux  transformations  lineaires,  et  ne  donnent  par  suite  rien  de  nouveau. 
Dans  ie  plan  on  connait,  il  est  vrai,  toutes  les  transformations  ration- 
nelles (transformations  de  Cremona);  on  sait  qu'elles  resultent  de  la 
composition  de  transformations  quadratiques.  On  connait  encore  des 
caracteres  invariants  des  courbes  planes,  leur  genre,  Texistence  des 
modules;  mais  ces  considerations  ne  sont  pas  encore  vraiment  deve- 
loppees  en  une  Geometric  du  plan  au  sens  que  nous  entendons  ici. 
Pour  Tespace,  toute  la  theorie  ne  fait  encore  que  naitre.  On  ne  connait 
jusqu'ici  qu'un  petit  nombre  de  transformations  rationnelles,  et  on  les 
utilise  pour  rattacher  par  representation  des  surfaces  inconnues  a  des 
surfaces  connues. 

2.  L'analysis  situs.   —   Dans  ce  qu'on  nomme  Vanalysis  situSy  on 
etudie  I'invariance  vis-a-vis  de  transformations  qui  resultent  de  la 
composition  de  transformations  infiniment  pctites.  Comme  nous  Tavons 
deja  dit,  il  faut  encore  ici  distinguer  si  Ton  doit  considerer  le  champ 
total,  par  exemple  Tespace,  commu  soumis  a  la  transformation,  on 
seulement  un  ensemble  qui  en  est  detache,  c'est-a-dire  une  surface. 
Ce  sont  les  transformations  de  la  premiere  sorte  qui  pourraient  kUv. 
prises  pour  fondement  d'une  Geometric  de  Tespace.  Leur  groupe  serait 
constitue  touta  faitdifferemment  de  ceuxconsideres  jusqu'ici.  Comme 
il  comprend  toutes  les  transformations  qui  resultent  de  transforma- 
tions ponctuelles,  infiniment  petites  et  supposees  reelles,   il  se  li- 
mile  de  lui-meme,  par  origine,  aux  elements  reels  de  I'espace,  et  cor- 
respond au  domaine  de  la  fonction  a  definition  arbitraire.  On  peut  fort 
bien  etendre  ce  groupe  de  transformations  en  Tadjoignant  aux  trans- 
i'ormations  homographiques  reelles,  qui  modifient  aussi  les  elements 
a  Tinfini. 

3.  Le  groupe  de  toutes  les  transformations  ponctuelles.  —  Si,  relati- 
vementa  ce  groupe,  aucune  surface  ne  possede  de  proprietes  indivi- 
duelles,  puisque  chacune  d'elles  peut  etre  transformee  en  toute 
autre  par  les  transformations  du  groupe,  il  existe  cependant  des  ele- 
roenls  d'ordre  plus  eleve  pour  Tetude  desquels  le  groupe  peut  etre 
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avantageusement  employe.  Avec  la  manlere  d'entendre  la  Geometrie 
qui  fait  la  base  de  ce  travail,  peu  importe  que  ces  elements  aient  ete 
consideres  jusqu'ici  moins  comme  elements  geometriques  qu'unique- 
ment  comme  elements  analytiques  qui,  fortuilement,  trouvaient  une 
application  geometrique,  et  qu'en  les  etudiant  on  ait  employe  des  me- 
ihodes  (comme  precisement  des  transformations  ponctuelles  arbi- 
traires)  a  peine  con?ues  seulement  de  nos  jours  comme  transfor- 
mations geometriques.  A  ces  elements  analytiques  appartiennent,  en 
premier  lieu,  les  expressions  diflTerenlielies  homogenes,  puis  les  equa- 
tions aux  derivees  partielles.  II  semble  cependant,  comme  le  montrera 
le  paragraphe  suivant,  que,  pour  Tetude  generale  de  ces  dernieres, 
le  groupe  de  toutes  les  transformations  de  contact  soit  encore  prefe- 
rable. 

La  proposition  fondamentale  de  la  Geometrie  qui  a  pour  base  le 
groupe  de  toutes  les  transformations  ponctuelles  est  quune  telle  trans- 
formation est  toujours,  pour  une  partie  injiniment  petite  de  iespace^ 
equivalente  a  une  transformation  lineaire.  Les  developpements  de  la 
Geometrie  projective  sont  done  applicables  a  Tinliniment  petit,  quel 
que  puisse  d'ailleurs  etre  le  groupe  pris  pour  base  de  traitement  des 
multiplicites,  et  cest  Id  un  remarquahle  caractere  de  la  methode  pro- 
jective, 

II  a  ete  question  bien  anterieurement  du  rapport  qui  existe  entre 
les  modes  de  traitement  qui  reposent  sur  des  groupes  se  comprenant 
I'un  Tautre;  nous  donnerons  ici  encore  un  exemple  de  la  tbeorie  ge- 
nerate du  paragraphe  II.  Nous  pouvons  nous  demander  comment  il  faut 
concevoir,  au  point  de  vue  de  «  Tensemble  des  transformations  ponc- 
tuelles »,  les  proprietes  projectives,  et  nous  voulons  faire  ici  abstrac- 
tion des  transformations  par  dualite,  qui  font  proprement  partie  du 
groupe  de  la  Geometrie  projective.  La  question  ne  diflere  pas  de  cette 
autre  :  par  quelle  condition  le  groupe  des  transformations  lineaires  est- 
il  detache  de  Tensemble  des  transformations  ponctuelles?  Ce  qui  carac- 
terise  les  premieres,  c'esl  qu'a  tout  plan  correspond  un  plan.  Ellessont 
cellesdes  transformations  ponctuelles  qui  ne  changent  pas  Tensemble 
des  plans,  ou,  ce  qui  en  est  une  consequence,  Tensemble  des  droites. 
De  la  Geometrie  basee  sur  les  transformations  ponctuelles  se  deduit,  par 
adjonction  de  I' ensemble  des  plans,  la  Geometrie  projective,  comme  de 
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la  Geometrie  projective,  par  adjonction  du  cercle  imaginaire  a  Vinfini,  se 
deduit  la  Geometrie  elementaire.  En  particulier,  nous  devons,  au  point 
de  vue  des  transformations  ponctuelles,  concevoir  la  qualite  d'une 
surface  d'etre  algebrique  et  d'un  certain  ordre  comme  une  relation 
invariante  vis-a-vis  de  Tensennble  des  plans.  C'est  ce  qui  devient  en- 
tierement  manifeste,  quand,  avec  Grassmann,  on  rattache  la  genera- 
tion des  elements  algebriques  a  leur  construction  au  moyen  de  la 
regie. 

§  IX.  —  Le  groupe  des  transformations  de  contact. 

11  y  a  deja  longtemps  que  Ton  a  considere,  dans  des  cas  particuliers, 
des  transformations  de  contact;  Jacobi  a  meme  fait  usage,  dans  des 
recherches  analytiques,  de  la  transformation  de  contact  la  plus  gene- 
rale.  Cependant  elles  n'ont  ete  mises  au  rang  des  conceptions  geome- 
triques  les  plus  courantes  que  par  de  recenls  travaux  de  Lie  ( *  )•  ^1  rCe^i 
done  pas  du  tout  inutile  d'exposer  ici  clairement  ce  qu'est  une  trans- 
formation de  contact,  en  nous  limitant,  comme  toujours,  a  Tespace 
ponctuel  a  trois  dimensions. 

Par  transformation  de  contact,  11  faut  entendre,  au  point  de  vue 
analytique,  toute  transformation  ou  les  valeurs  des  variables  a?,  y,  z 
et  les  derivees  partielles  ~  =p^-^  =q^  sont  exprimees  en  fonction 
de  quantites  analogues  x\  y ,  z\  p\  q\  II  est  evident  qu'en  general  des 
surfaces  qui  se  touchent  sont  par  la  transformees  en  surfaces  qui  se 
touchent,  ce  qui  justifie  le  nom  de  transformation  de  contact.  Si  Ton 
part  du  point  comme  element  de  Tespace,  les  transformations  de 
contact  se  divisent  en  trois  classes  :  celles  qui,  h  la  triple  infinite  de 
points,  font  correspondre  de  nouveau  des  points  (ce  sont  les  transfor- 
mations ponctuelles  que  nous  venons  de  considerer),  celles  qui  les 
transforment  en  courbes,  enfin  celles  qui  les  transforment  en  surfaces. 
II  ne  faut  pas  considerer  cette  division  comme  essentielle,  car,  en  fai- 

( * )  f^oir  en  particulier  le  travail  d^jci  cit6  :  Ueber  partielle  Different ialgleichungen 
und  Complexe  {Mcuh,  Annalen,  t.  V).  Les  d6veloppements  donn6s  dans  le  texle  relative- 
ment  aux  Equations  aux  d^riv6es  parlielles  sont  essenliellement  dus  k  des  Communications 
orales  de  Lie.  Foir  sa  Note  :  Zur  Theorie  partieUer  Differentialgleichwigen  ( Gottinger 
Nachrichten,  octobre  1872). 

Ann.  de  Cp.c,  Sormale,  3«  Serie.  Tome  VIII.  —  Jtis  189!.  2^ 
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sant  usage  d'autres  elements  de  I'espace  en  nombre  triplement  infini, 
comme  les  plans,  on  rencontre  encore  une  division  en  trois  groupes; 
mais  elle  ne  coincide  pas  avec  la  division  qui  s'obtient  en  partant  des 
points. 

Si  I'on  applique  a  un  point  toutesles  transformations  de  contact,  on 
obtient  la  totalite  des  points,  des  courbes  et  des  surfaces.  II  faut  done 
la  totalite  des  points,  des  courbes  et  des  surfaces,  pour  former  un  corps 
de  notre  groupe.  On  en  pent  conclure  cette  regie  generale,  qu'au  sens 
des  transformations  de  contact  il  est  defectueux  de  traiter  une  ques- 
tion (comme,  par  exemple,  la  theorie  des  equations  aux  derivees  par- 
tiellcs  que  nous  allons  immediatement  etudier)  en  employant  des 
coordonnees  de  point  ou  de  plan,  parce  que  justement  alors  les  elements 
de  I'espace  choisis  pour  base  ne  forment  pas  un  corps. 

>fais,  si  Ton  veut  s'en  tenir  aux  metbodes  habituelles,  Tintroduc- 
tion,  comme  element  de  Tespace,  de  tous  les  individus  compris  dans 
le  corps  en  question,  n'est  pas  praticable,  car  leur  nombre  est  un 
nombre  infini  de  fois  infini.  De  la  decoule  la  necessite  d'introduire 
comme  element  de  Vespaccy  dans  ces  considerations,  non  le  point,  ni 
la  courbe,  ni  la  surface,  mais  bien  V element  de  surface,  c'est-a-dire  le 
systeme  de  valeurs  x.y^  z^p,  q.  Par  une  transformation  de  contact 
quelconque,  chaque  element  de  surface  en  devient  un  autre  ;  le  quin- 
tuple infini  d'elements  de  surface  forme  done  un  corps. 

A  ce  point  de  vue,  il  faut  concevoir  le  point,  la  courbe  et  la  surface 
a  la  fois  comme  des  agregats  d'elements  de  surface,  et  comme  des 
agregats  d'une  double  infinite  de  ces  elements.  La  surface  est,  en  effet,  ^ 
enveloppee  par  oo^  elements,  un  egal  nombre  sont  tangents  a  une 
courbe,  et  c'est  aussi  le  nombre  de  ceux  qui  passent  par  un  point. 
Mais  ces  agregats,  doublement  infinis,  d'elements  ont  encore  une  pro- 
prietecaracteristique  commune.  Si,  pour  deux  elements  de  surface  con- 
secutifs  Xy  y,  z,  p,  q  et  jc  -h  dx,  y  -^  dy,  z  -\-  dz,  p  -\-  dp^  q  -h  dq^ 
on  a 

dz  —  p  dx  —  q  dy  ^Of 

nous  les  A'won^  associes  en  position.  Alors  le  point,  la  courbe,  la  sur- 
face sont  tous  trois  des  ensembles,  doublement  infinis,  d'eldments  dont 
chacun  est  associe  en  position  avec  ceux,  en  nombre  simplement  infini^  qui 
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^^'i^^^^^rMi  voisins.  Le  point,  la  courbe,  la  surface  sont  ainsi  caracterises 
"'tfr»  ^     meme  facon,  et  c'est  egalement  ainsi  qu'ils  doivent  etre  repre- 
^^nt  ^^^  analytiquement  si  Ton  veut  prendre  pour  base  le  groupe  des 
tnik  ^  #^rinations  de  contact. 

^^^^  ^sociation  en  position  de  deux  elements  consecutifs  est  une  rela- 
tion m  nvariante  relativement  a  toute  transformation  de  contact.  Mais, 
reci^:^  «r^oquement,  on  pent  aussi  definir  les  transformations  de  contact 
coff^-^r^r^^  les  substitutions  de  cinq  r^ariables  x^  y^  z^  p^  q,  telles  que  la  rela- 
lipVr  ^r:;^^  ^p  dx—qdy=^o  soil  transformee  en  elle-mSme,  Dans  ces  recher- 
cb^^^  ^  Tespace  doit  etre  ainsi  regarde  comme  une  multiplicite  a  cinq 
i'lii^^^  «^sions,  et  Ton  a  a  etudier  cette  multiplicite,  en  prenant  pour 
gt^^-^X^c  fondamental  Fensemble  des  transformations  des  variables,  qui 
W^^^^  nt  inalteree  une  relation  differentielle  determinee. 

^^^^  ^  ensembles  represenles  par  une  ou  plusieurs  equations  entre  les 
ij^^^a.l)les,  c'est-a-dire  les  equations  aux  derivees  partieUes  du  premier 
0^^^"^  et  leurs  systemes,  s'offrent  tout  d'abord  comme  sujets  d'etude. 
C^^t  une  question  capitate  de  savoir  comment,  des  ensembles  d'ele- 
^^uis  qui  satisfont  aux  equations  donnees,  on  pent  deduire  des  suites 
sxxnplement,  doublemenl  infinies  d'elements,  telles  que  chacun  de  leurs 
fe^ements  soit  associe  en  position  avec  le  voisin.  A  une  semblable  ques- 
tion se  ramene,  par  exemple,  le  probleme  de  la  resolution  d'une  equa- 
tion aux  derivees  partielles  du  premier  ordre.  On  pent  la  formuler 
ainsi  :  deduire  de  la  quadruple  infinite  d'elements,  qui  satisfont  a  I'e- 
quatiou,  tousles  ensembles  doublement  infinisde  la  nature  indiquee. 
En  particulier,  le  probleme  de  la  solution  complete  prend,  des  lors, 
cette  forme  precise  :  partagcr  la  quadruple  infinite  d'elements  qui  sa- 
tisfont a  I'equation  en  une  double  infinite  de  tels  ensembles. 

Nous  ne  pouvons  avoir  ici  I'intention  de  pousser  plus  loin  ces  con- 
siderations sur  les  equations  aux  derivees  partielles;  je  renvoic  la-des- 
sus  aux  travaux  de  Lie,  que  nous  avons  cites.  Remarquons  seulement 
encore  qu'au  point  de  vue  des  transformations  de  contact,  une  equa- 
tion aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  n'a  aucun  invariant,  que 
chacune  d'elles  pent  etre  transformee  en  toute  autre,  que  par  conse- 
quent, en  particulier,les  equations  lineaires  ne  se  distinguentplusau- 
trement  des  autres.  Ce  n'est  que  quand  on  revient  au  point  de  vue  des 
transformations  ponctuelles  que  se  presentent  des  distinctions. 
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Les  groupes  des  transformations  de  contact,  des  transformations 
ponctuelles,  enfin  des  transformations  projectives,  peuvent  etre  carac- 
terisesd'une  fa?on  commune  que  je  ne  peux  passer  ici  sous  silence  (*). 
Nous  avons  deja  defini  les  transformations  de  contact  comme  celles  qui 
conservent  Tassociation  e!i  position  de  deux  elements  consecutifs.Les 
transformations  ponctuelles  ont,  au  contraire,  la  propriete  caracteris- 
tique  de  transformer  des  elements  de  droite  consecutifs  associes  en 
position  en  d'autresde  meme  nature.  Enfin  les  transformations  homo- 
graphiques  et  par  dualite  conservent  Tassociation  en  position  de  deux 
elements  connexes.  Par  element  connexe  j'entends  Tensemble  d'un 
element  de  surface  et  d'un  element  de  droile  en  lui  contenu;  des  ele- 
ments connexes  consecutifs  sont  dits  associes  en  position  quand  non 
seulement  le  point,  mais  encore  Telement  de  droite  de  Tun  est  contenu 
dans  I'element  de  surface  de  I'autre.  La  denomination  (d'ailleurs  pro- 
visoire)  di  element  connexe  se  rattache  aux  etres  nouvellement  intro- 
duits  en  Geometric  par  Clebsch  (*),  qui  sont  definis  par  une  equation 
contenant  a  la  fois  des  coordonnees  de  point,  de  plan  et  de  droite,  et 
dont  Tanalogue  dans  le  plan  a  regu  de  Clebsch  le  nom  de  connexe. 

§  X.  —  Sur  les  multiplicit^s  &  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Nous  avons  deja  plusieurs  fois  fait  remarquer  qu'en  nous  rattachant, 
dans  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici,  aux  notions  de  I'espace,  nousne 
faisons  qu'acquiescer  au  desir  de  faciliter  les  developpements  des  no- 
tions abstraites  en  les  appuyant  sur  des  exemples  clairs.  Au  fond,  ces 
considerations  sonl  independantes  de  la  representation  sensible,  et 
appartiennent  au  domaine  general  d'etudes  mathematiques  que  Ton 
appelle  la  theorie  des  multiplicites  a  plusieurs  dimensions  ou  brieve- 
ment  (d'apres  Grassmann)  la  theorie  de  Vetendue  {Ausdehnungslehre). 
La  maniere  dont  il  faut  proceder  pour  rapporter  ce  que  nous  avons  dit 
de  Tespace  a  la  pure  notion  de  multiplicite  se  couQoit  d'elle-meme. 


( » )  Je  dois  ces  d6finilions  k  une  remarque  do  Lie. 

(S)  Gott.  Abhandlungen,  I.  XVII;  1872  :  Ueber  eine  Fundamentalaiifgabe  der  Inva- 
riantentheorie,  et  aussi  Gott,  Nachrlchten,  n°  22;  1872  :  Ueber  ein  Grundgebilde  der 
analjrtischen  Geometrie  der  Ebene, 
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^e/na  rquons  seulement,  encore  une  fois,  que,  dans  Tetude  abstraite, 
^o«sj  avons,  vis-a-vis de  la  Geometric,  Tavantage  de  pouvoirchoisiren- 
^/e^ennent  le  groupe  de  transformations  a  prendre  pour  base,  tandis 

?a'^  MTM    Geometrie  un  groupe  completement  determine,  le  groupe  prin- 

cipsk  I  ,    ^tait  donne  a  priori. 

1^0  VI  s  n'aborderons  plus  ici,  et  encore  tres  legerement,  que  les  trois 
met-hcxies  de  traitemenl  suivantes: 

I  -       2%jfethode  de  traitemenl  projective  ou  Algihre  moderne  (  Theorie  des 

W^=^9^^^:M,iits),  —  Son  groupe  se  compose  de  Tensemble  des  transforma- 

tior^  ^     \  ineaires  et  par  dualite  des  variables  employees  pour  representer 

V^*^^^:rkent  de  la  multiplicite:  c'est  la  generalisation  de  la  Geometric 

^tCk^Ototive.  Nous  avons  deja  fait  remarquer  comment  cette  methode 

it^  vixre  emploi  dans  la  discussion  de  Tinfiniment  petit  d'une  multipli- 

cvv-^   ^yant  une  dimension  deplus.  Ellc  comprendles  deux  methodesde 

vv^vi^inentquenousavons  encore  a  indiquer,  en  ce  sens  que  son  groupe 

c^tr^prend  les  groupes  qui  sont  a  prendre  pour  bases  dans  celles-ci. 

^1.  La  multiplicite  a  courbure  constante.  —  Dans  Riemann  la  notion 
^^^ne  telle  multiplicite  resulte  de  la  notion  plus  generale  d'une  mul- 
tiplicite dans  laquelle  est  donnee  une  expression  differentielle  des  va- 
riables. Le  groupe  s'y  compose  de  Tensemble  des  transformations  des 
variables  qui  laissent  inalteree  Texpression  donnee.  On  parvient  d'une 
autre  fa^on  a  la  notion  d'une  multiplicite  a  courbure  constante  quand 
on  etablit.au  sens  projectif,  une  determination  metriquebaseesur  une 
equation  quadratiquedonneeentreles  variables.  Cette  methode,  a  Ten- 
contre  de  celle  de  Riemann,  permet  cette  generalisation  que  les  va- 
riables peuvent  etre  supposes  complexes;  on  pent  ensuite  limiter  la 
variabilite  du  champ  reel.  C'est  a  cette  branche  qu'appartient  la  suite 
etendue  de  recherches  que  nous  avons  abordees  dans  les  paragraphes 
V,  VI,  VII. 

III.  La  multiplicite  plane.  —  Riemann  designe  par  multiplicite  plane 
la  multiplicite  a  courbure  constante  nulle.  Sa  theorie  est  la  generalisa- 
tion immediate  de  la  Geometric  elementaire.  Son  groupe  pent,  comme 
le  groupe  principal  en  Geometric,  etre  detache  du  groupe  projectif,  en 
maintenant  fixe  une  figure  representee  par  deux  equations.  Tune  li- 
neaire  et  Tautre  quadratique.  Si  Ton  veut  s'adapter  a  la  forme  dans 
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laquelle  la  theoric  est  habituellement  presentee,  on  doit  distinguer 
entre  Ic  reel  et  Timaginaire.  La  Geometrie  elementaire  ineme  figure  au 
premier  rang  dans  cette  theorie,  puis  viennent  les  generalisations 
recemment  developpees  de  la  theorie  ordinaire  de  la  courbure,  etc. 


Remarques  finales. 

Pour  finir  nous  placerons  deux  remarques  qui  sont  en  relation 
in  time  avec  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  :  la  premiere  concerne 
Talgorithme  a  employer  pour  la  representation  des  notions  develop- 
pees jusqu'ici;  dans  la  seconde  nous  indiquerons  quelques  problemes 
qu'il  semblerait  important  et  fecond  de  traiter  d'apres  les  vues  que 
nous  avons  donnees. 

On  a  frequemment  fait  a  la  Geometrie  analytique  le  reproche  de 
mettre  en  avant,  par  Tintroduction  du  systeme  de  coordonnees,  des 
elements  arbitraires,  et  ce  reproche  atteint  egalement  toute  maniere 
de  traiter  des  multiplicites  dans  lesquelles  Telement  est  caracterise 
par  les  valours  de  variables.  Si  ce  reproche  n*etait  que  trop  justifie  par 
la  maniere  defectueuse  avec  laquelle  on  maniait,  surtout  autrefois,  la 
methode  des  coordonnees,  il  s'evanouit  toutefois  des  que  Ton  emploie 
rationnellement  la  methode.  Les  expressions  analytiques  qui  peuvent 
se  presenter  dans  I'etude  d'une  multiplicite  au  sens  d'un  groupe 
doivent  etre,  en  raison  de  leur  signification,  independantes  du  systeme 
de  coordonnees,  en  tant  que  celui-ci  reste  arbitraire;  et  il  s'agit  sim- 
plement  de  mettre  aussi  cette  independance  en  evidence  dans  les  for- 
mules.  L'AIgebre  moderne  montre  que  cela  est  possible  et  comment  la 
chose  se  fait;  la  notion  d'invariant  dont  il  s'agit  ici  y  est  en  effet  mise 
en  relief  de  la  fagon  la  plus  evidente.  Elle  a  une  loi  de  formation  gene- 
rale  et  parfaite  des  expressions  invariantes  et  s'astreint  a  n'operer 
qu'avec  celles-ci.  C'est  ce  qu'il  faut  que  fournisse  encore  le  traitement 
analytique  quand  des  groupes  autres  que  le  groupe  projectif  sont 
pris  pour  base  ( * ).  11  faut  bien,  en  effet,  que  Talgorithme  s*adapte  a  ce 
que  Ton  desire,  que  Ton  en  fasse  emploi  comme  d'une  expression 


( t)  Par  exemple,  pour  le  groupe  des  rotations  de'  Tespace  k  trois  dimensions  autour 
d'un  point  Gxe,  un  tel  algorithme  est  donn6  par  les  quaternions. 
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clairG  et  precise  de  la  conception,  ou  que  Ton  veuille  I'utiliser  pour 
penetirer  aisement  des  champs  non  encore  explores. 

OrM  ^  st  conduit  a  poser  les  problemes  dont  nous  voulions  encore  parler 
par  XMM^^  comparaison  entre  les  idees  que  nous  avons  exposees  et  ce 
que  1  *o  Ti  nomme  la  theorie  des  equations  de  Galois. 

Dsi.rfts  la  theorie  de  Galois  comme  ici,  tout  I'interet  reside  dans  les 
grou  |f>^s  de  transformations.  Mais  les  objetsauxquels  se  rapportentles 
tran^fV>rmations  sont  bien  differents  :  la  on  a  affaire  a  un  nombre 
limits  <l'elements  distincts,  ici  a  un  nombre  indefini  d'elements  d'un 
ense  trm  fcle  continu ;  mais  on  peut,  par  Tidentite  de  la  notion  de  groupe, 
pouss^r  plus  loin  la  comparaison  (*),et  nous  Tindiquerons  ici  d'autant 
plus  ^volontiers  qu'ainsi  se  trouve  caracterisee  la  position  qu'il  faut 
atti*il>^jjep  a  certaines  recherches  commencees,  par  Lie  et  moi  (^),  dans 
le  s^i:~^«j  (jies  vues  ici  developpees. 

I^  a.  n  s  la  theorie  de  Galois  telle  qu'elle  est  exposee,  par  exemple,  dans 

'®  ^^^^'GL£te  d'Algebre  superieure  de  Serret  ou  dans  le  Traite  des  substitutions 

"^     <^.     Jordan,  ce  qui  fait  proprement  Tobjet  des  recherches,  c'est  la 

tlieor^i^  memo  des  groupes  ou  des  substitutions;  la  theorie  des  equa- 

^'^'^  s    en  decoule  comme  application.  Par  analogic,  nous  voudrions  une 

^^<^^^£^  des  transformations,  une  theorie  des  groupes  qui  peuvent  etre 

®'^^^*:i  dres  par  des  transformations  d'une  nature  donnee.  Les  notions 

^^    ^^c>rximutativite,de  similitude,  etc.,  trouveraient  emploi  comme  dans 

^    ^t^^orie  des  substitutions.  Le  traitement  d'une  multiplicite  tire  de 

^  ^^=>«rfc  sideration  d'un  groupe  fondamental  de  transformations  apparai- 

''*•  ^    <::i^omme  une  application  de  la  theorie  des  transformations. 

^^^H'^s  la  theorie  des  equations  ce  sont  tout  d*abord  les  fonctions 

^^  *^^  ^  *^Tiques  des  coefficients  qui  offrent  de  I'interet,  mais  cnsuite  ce 

^        ^    I  ^s  expressions  qui  demeurent  inalterees,  sinon  par  toutes  les  per- 

^^^''^-'*.  ions  des  racines,  au  moins  par  un  grand  nombre  d'entre  elles. 

V'^i^  s.      ^g  traitement  d'une  multiplicite  avec  un  groupe  pris  comme  fon- 

(i  >^ 
jT   ^      '^  e  rappellerai  ici  que  Grassmann,  d6ja  dans  I'introduction  de  la  premiere  Edition 

rri^^^^      Ausdehnungslehre  (1844),  a  ^labli  un  parallMe  entre  I'Analyse  corabinaloire  et  la 
-^  >^'^'^  ^  V^tcndue  {Ausdehnungslehre), 

^  Woir  notre  M^moire  :  Ueber  diejenigen  ebenen  Curven,  welche  durch  eln  geschlos- 

.  .  '*^    '^-'^^ystem  von  einfach  unendllch  vielen  vertauschbaren  Unearen  Transformationen  in 
5icl»    a.^:^^^^^;,^^  {Math,  Annalen,  t.  IV). 
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damental,  nous  voudrions  d'abord,  paranalogie,  determiner  les  corps 
(§  VI),  les  figures  qui  demeurent  inalterees  par  toutes  les  transforma- 
tions du  groupe;  mais  il  est  des  figures  qui  n'admettent  pas  toutes  les 
transformations  du  groupe,  mais  seulement  quelques-unes  d'entre  elles, 
et  ces  figures,  au  sens  du  traitement  base  sur  le  groupe,  sont  particulie- 
rement  inleressantes,  elles  jouissentde  proprietesremarquables.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  qu'au  sens  de  la  Geometrie  ordinaire,  on  distingue 
des  corps  symetriques  et  reguliers,  des  surfaces  de  revolution  et  helicoi- 
dales.  Si  Ton  se  place  au  point  devuede  la  Geometrie  projective  etque 
Ton  demande  en  particulier  que  les  transformations  qui  ramenent  les 
figures  a  elles-memes  soient  permutables,  on  arrive  aux  figures  consi- 
derees  par  Lie  et  par  moi  dans  le  Memoire  cite,  et  au  probleme  gene- 
ral qui  y  est  pose  au  §  6.  Dans  les  §  1,  3  se  trouve  la  determination  de 
tons  les  groupes  renfermant  une  infinite  de  transformations  lineaires, 
permutables  dans  le  plan;  c'est  une  partie  de  la  theorie  generale  des 
transformations  dont  nous  venous  de  parler  (*). 


(1)  Je  dois  me  refuser  ici  de  montrer  combien  fruclueuse  est,  pour  la  Theorie  des 
Equations  difT<5rentie11es,  la  consideration  des  transformations  InGniment  petites.  Au  §  7  du 
travail  cite,  Lie  et  moi  avons  montrd  que  :  des  6quations  diff^rentielles  ordinaires  qui 
admettent  les  m6mes  transformations  infiniment  petites  presentent  les  mdmes  difficult6s 
d'int^gration.  Lie,  en  differents  endroits  et,  en  particulier,  dans  le  Memoire  cit6  plus  baut 
(Math.  Annalen,  t.  V),  a  fait  voir,  par  plusieurs  exemples,  comment  ces  considerations 
doivent  6tre  appliqu6es  pour  les  Equations  aux  deriv6es  partielles  {voir  aussi  en  particu- 
lier des  Communications  k  FAcademie  de  Chrisliania,  mai  1872). 

[Je  puis,  aujourd'hui,  indiquer  ce  fait  que  les  deux  probl^mes  mentionnds  dans  le  texle 
ont  pr6cis6ment  continue  de  diriger  une  grande  partie  des  travaux  ulterieurs  de  Lie  el  de 
moi-meme.  En  ce  qui  concerne  Lie,  nous  avons  k  citer  surtout  sa  Theorie  des  groupes 
continus  de  transformations,  dont  Texposition  syst^matique  fait  jusqu*ici  Tobjet  de  deux 
Volumes  (Leipzig,  t.  I,  1888;  t.  II,  1890).  Parmi  mes  recherches  posterieures  au  present 
ecrit,  je  puis  indiquer  celles  sur  les  corps  r6guliers,  sur  les  fonctions  modulaires  ellip- 
tiques,  et,  en  general,  sur  les  fonctions  uniformes  qui  admettent  des  transformations 
lineaires.  Dej^,  en  1884,  j'ai  expose  les  premieres  dans  un  Ouvrage  special  :  Vorlesungen 
uber  das  Ikosaeder  und  die  Auflosung  der  Gleichnngen  vom  funften  Grade  (Leipzig); 
depuis  peu  a  paru  le  premier  Volume  d'une  exposition  (pour  laquelle  M.  Fricke  ro'a  pr6ie 
une  aide  essenlielle)  de  la  Theorie  des  fonctions  modulaires  elliptiques  (Leipzig,  1890).] 
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NOTES. 


^-    —  8ar  ropposition,  dans  la  G^ometrie  moderne,  des  methodes  synthetique 

et  analytiqne. 

A^ciuellement,  il  n'y  a  plus  h  regarder  comme  essentielle  la  difference  entre 
\c^  Geometries  synlh^lique  et  analytique  modernes,  car  les  matieres  etudi6es 
c^  ^e  mode  de  discussion  y  sont  peu  k  peu  devenus  entierement  semblables. 
^Ussi  avons-nous  choisi  le  mot  Geometric  projective,  pour  les  designer  Tune 
el  Vautre  dans  le  texte.  Si  la  m6lhode  synthetique  proc^de  davantage  par  Tin- 
tuition  de  Tespace,  donnant  ainsi  h  ses  premieres  theories  eiementaires  un 
atlrait  particulier,  le  champ  d'une  telle  intmtion  n'est  pas  pour  cela  ferme  k 
h  methode  analytique,  et  Ton  pent  concevoir  les  formules  de  la  Geometric 
analytique  comme  une  expression  claire  et  precise  des  relations  geometriques. 
D'un  autre  c6te,  il  ne  faut  pas  mepriser,  pour  les  recherches  uUerieures,  le 
profit  que  procure,  en  devanc^ant  en  quelque  sorte  la  pensee,  un  algorithme 
bien  approprie.  11  ne  faut  toutefois  pas  se  departir  de  cette  prescription  qu'une 
question  mathematique  ne  doit  pas  etrc  consideree  comme  compietement 
epuisee  alors  qu'elle  n'est  pas  encore  devenue  intuitivementevidente;  decou- 
vrir  au  moyen  de  TAnalyse,  c*est  bien  faire  un  pas  tres  important,  mais  ce 
n'est  faire  que  le  premier  pas. 

II.  —  Scission  de  la  Geomdtrie  moderne  en  disciplines. 

Si,  par  exemple,  on  observe  comme  le  physicien  mathematicien  repousse 
generalement  Tavantage  qu'il  retirerait,  dans  bien  des  cas,  d'une  intuition  pro- 
jective meme  peu  developpee;  comme,  d'un  autre  c6te,  celui  qui  cultive  la 
Geometric  projective  aborde  peu  la  riche  mine  de  verites  mathematiques  d'ou 
est  nee  la  theorie  de  la  courbure  des  surfaces,  on  est  force  de  regarder  Tetat 
actuel  de  retude  de  la  Geometric  comme  bien  imparfait,  et,  suivant  toute  ap- 
parence,  comme  transitoire. 

III.  —  Snr  rimportance  de  I'intaition  de  Tespace. 

Quand,  dans  le  texte,  nous  parlons  de  Tintuition  de  Tespace  comme  de 
quelque  chose  d'accessoire,  nous  le  faisons  en  raison  de  la  nature  puremeni 

j4tin.  de  V^.c.  Normale,  3«  Serie.  Tome  VUl.  —  Jcin  1891.  ^5 
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math6matique  des  considerations  k  formuler  :  pour  celles-ci  elle  n*a  que  la 
valeur  d'une  m^lhode  qui  rend  les  choses  sensibies,  valeur  qui,  d'aiileurs,  au 
point  de  vue  p^dagogique,  doit  6lre  estim^e  d'un  grand  prix.  Cest  ainsi  qu'un 
modele  geometrique  est,  ^  ce  point  de  vue,  des  plus  int^ressants  et  des  plus 
inslruclifs. 

Mais  c'est  tout  autre  chose  s'il  s'agit  de  I'importance  de  I'intuition  de  Tes- 
pace  en  g6n6ral.  Je  la  consid^re  comme  subsistant  par  elle-mSme.  II  existe 
une  G6om6trie  proprement  dite  qui  ne  peut  pas,  comme  les  recherches  qui 
nous  ont  occupy,  n*6lre  qu'une  forme  sensible  de  considerations  abstraites. 
II  y  faut  concevoir  les  figures  de  Tespace  dans  la  pleinc  v6rite  de  leur  forme  et 
(cequi  constitue  le  c6t6  math^matique)  apercevoir  leurs  relations  comme  des 
consequences  6videntes  des  postulats  de  Tintuition  de  I'espace.  Pour  cette 
Geometric,  un  modele,  qu'il  soit  execute  et  examine  ou  seulement  figure  avec 
force,  n*est  pas  un  moyen  pour  atteindre  au  but,  mais  la  chose  elle-meme. 

Quand  nous  pla^ons  ainsi,  avec  une  existence  propre,  la  Geometric  k  c6ie 
des  Mathematiques  pures  et  sans  qu'elle  en  depende,  nous  ne  faisons  rien 
moins  que  quelque  chose  de  neuf.  II  est  toutefois  desirable  de  remettre  en- 
core une  fois  expressement  ce  point  en  evidence,  puisque  les  recherches  re- 
centes  le  perdent  h  peu  pres  compldtement  de  vue.  Cest  egalement  ainsi 
que,reciproquement,les  methodes  d'investigation  nouvelles  ont  ete  rarement 
appliquees,.  quand  elles  auraient  pu  retre,  k  retude  des  rapports  de  forme 
des  etres  de  I'espace,  et  cependant,  dans  cette  voie,  il  semble  qu'elles  soient 
particulierement  fecondes. 


IV.  —  Snr  les  multiplicites  a  on  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Que  I'espace  considere  comme  lieu  de  points  n'ait  que  trois  dimensions, 
c'estce  qui,  au  point  de  vue  mathematique,  n'a  pas  besoin  d'etre  discuie; 
mais  on  ne  saurait  davantage,  du  meme  point  de  vue,  empecher  qui  que  ce 
soit  d'afflrmer  qu'il  en  a  quatre  ou  un  nombre  quelconque,  mais  que  nous 
n'en  pouvons  percevoir  que  trois.  La  th6orie  des  multiplicites  h  plusieurs  di- 
mensions, telle  qu'elle  se  degage  de  plus  en  plus  des  recherches  mathema- 
tiques modernes  est,  par  nature,  tout  k  fait  independante  d'une  telle  affirma- 
tion. II  s'y  est  cependant  etabli  une  fagon  de  parler  qui,  sCirement,  decoule 
de  cette  id6e.  Au  lieu  d'eiements  d'un  ensemble  continu,  on  parle  des  points 
d'un  espace  superieur,  etc.  En  elle-meme,  cette  maniere  de  s'exprimer  a 
beaucoup  de  bon  parce  que,  en  rappelant  les  conceptions  geometriques,  elle 
faciiite  Tintelligence.  Mais  elle  a  eu  cette  f&cheuse  consequence  que,  pour 
beaucoup,  les  recherches  sur  les  multiplicites  k  plusieurs  dimensions  sent 
regardees  comme  ne  faisant  qu'un  avec  les  idees  que  nous  venons  de  rappeler 
sur  la  nature  de  I'espace.  Rien  n'est  moins  fonde  que  cette  croyance.  Si  ces 
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lent  justes,  ces  recherches  math^matiques  trouveraient  imm^diate- 
5  application  g6om6trique;  mais  leur  valeur  comme  leur  but,  pleine- 
§peiidants  d'elles,  se  trouvent  dans  leur  nature  purement  malh6ma- 

ulre  est  la  fagon  indiqu^e  par  Pliicker  de  consid^rer  le  veritable  es- 
nme  une  multiplicity  k  un  nombre  quelconque  de  dimensions  en 
ant  comme  ^l^ment  {voir  §  V  du  lexte)  une  figure  (courbe,  sur- 
)  qui  depend  d'un  nombre  quelconque  de  param^tres. 
ans  VAusdehnungslehre  de  Grassmann  {iSl\^)  que  se  trouve  d6velop- 

la  premiere  fois  cetle  mani^re  de  voir,  oii  Ton  consid^re  r616ment 
iltiplicit^  k  un  nombre  quelconque  de  dimensions  comme  Tanalogue 
de  Tespace.  Grassmann  ne  se  pr^occupe  nullement  des  id^es  que 
ns  rappeI6es  sur  la  nature  de  Tespace;  ces  id6es  remontenlSi  des  re- 
faites  en  passant  par  Gauss  et  se  sont  r^pandues  a  la  suite  des  re- 

de /?i<e/?2an/i  sur  les  mulliplicit^s  h  plusieurs  dimensions,  recherches 
es  elles  se  trouvent  m^l^es. 

ux  mani^res  de  voir,  celle  de  Grassmann  comme  celle  de  Pliicker^ 
\  avantages  particuliers;  on  les  emploie  toutes  deux,  tant6t  Tune, 
utre,  avec  profit. 


V.  —  Sur  CG  qne  Ton  nomme  la  Geometrie  non  euclidienne. 

3  Tout  monlr^  de  r6cenles  recherches,  la  G^om6trie  m6trique  pro- 
3nt  il  est  question  dans  le  texte  coincide  essentiellementaveclaG^o- 
i^trique  que  Ton  obtienl  quand  on  rejette  le  postulatum  des  paral- 
qui,  sous  le  nom  de  Geometrie  non  euclidienne,  est  actuellement 
)  frequents  d6bats  et  discussions.  Si,  dans  ce  qui  precede,  nous  n'a- 
,  en  g^n^ral,  employ^  cette  locution,  c*est  pour  une  raison  qui  se 
aux  considerations  de  la  Note  pr6c6dente.  On  associe  au  nom  de 
le  non  euclidienne  une  foule  d'id6es  qui  n'ont  rien  de  math^matique, 
J  d'un  c6t6  avec  autant  d'enthousiasme  qu'elles  provoquentder^pul- 
autre,  avec  lesquelles,  dans  tons  les  cas,  nos  considerations  exclusi- 
nath6niatiques  n'ont  absolument  rien  afTaire.  Par  les  considerations 
int  nous  avons  voulu  apporter  quelque  6claircissement  h  cette  dis- 

:herches  en  question  sur  la  th^orie  des  paralleles  et  leurs  d6veloppe- 
ccessifs  ont  par  deux  cdt^s  une  importance  mathematique  precise, 
lontrent  d'abord,  et  Ton  peut  consid6rer  la  chose  comme  d6finitive- 
nch6e,  que  Taxiome  des  paralleles  n'est  pas  une  consequence  mathe- 
des  axiomes  generalement  places  avant  lui,  mais  qu'ii  est  Texpres- 
1  fait  intuitif  essentiellement  nouveau  laisse  intact  par  les  recherches 
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qui  le  pr6c6denl.  Une  semblable  discussion  pourrait  et  devrail  ^tre  faite,  m^me 
ailleurs  qu'en  G6om6lrie,  relaiivemenl  k  chaque  axiome;  on  y  gagnerait  en 
vues  sur  les  situations  respeciives  de  ceux-ci. 

En  second  lieu,  ces  recherches  nous  ont  donn^  une  notion  math^matique 
pr^cieuse,  celle  d'une  muUiplicite  h  courbure  constante.  Elle  est  reli6e, 
cotnme  nous  Tavons  d6]k  remarqu^  el  plus  amplement  d6velopp6  dans  le 
§  X,  de  la  facjon  la  plus  6troite,  avec  la  determination  m^trique  projective 
d6velopp6e  ind^pendamment  de  toute  th6orie  des  paralleles.  Si,  en  elle-m^me, 
r^tude  de  cette  determination  m^trique  ofTre  un  grand  int^r^t  matbematique 
et  permet  de  nombreuses  applications,  elle  comprend  encore,  commecaspar- 
ticulier  (cas  limite),  la  determination  m6trique  donn6e  dans  la  G6ometrie  et 
apprend  k  la  consid^rer  d'un  point  dc  vue  plus  eleve. 

Absolument  ind6pendante  de  ces  considerations  est  la  question  de  savoir 
sur  quoi  repose  Taxiome  des  paralleles,  s'il  doit  6tre  consid6r6  comnne  donn6 
d*une  fa^on  absolue,  ce  que  veulent  les  uns,  ou  comme  etabli  seulement  ap- 
proximativement  par  Texp^rience,  ce  que  pr^tendent  les  autres.  S'il  y  avail 
des  raisons  d'accepter  celle  derni^re  fa^on  de  voir,  les  recherches  matbema- 
tiques  en  question  nous  montreraienl  comment  doit  alors  6tre  conslruite  une 
Geom^trie  plus  exacle.  Mais  c'est  \k  ^videmment  une  question  pbilosopbique 
qui  alteint  aux  principes  les  plus  g^n^raux  de  noire  entendement.  Elle  n'in- 
t^resse  pas  le  math^maticien  comme  tel,  et  il  peut  souhaiter  que  ses  recher- 
ches ne  soient  pas  consid^rees  comme  dependant  de  la  r^ponse  qui,  d'un 
c6t6  ou  de  Tautre,  peut  lui  6lre  donn6e. 


VI.  —  La  Geometrie  de  Tespace  regie  comme  etude  d'nne  mnltiplicite 
a  conrbare  constante. 

En  rattachant  Tune  k  Tautre  la  G^om^lrie  de  Tespace  r6gI6  et  la  determi- 
nation metrique  projective  dans  une  muUiplicite  k  cinq  dimensions,  nous 
devons  faire  attention  k  ce  fait  que  les  droites  ne  nous  offrent  (au  sens  de  la 
deterimination  metrique)  que  les  el6menls  k  Tinfini  de  la  multiplicity.  11  de- 
vient  ainsi  necessaire  d'examiner  quelle  est  la  valour  d'une  d6tet*raination 
metrique  projective  pour  ses  Elements  k  Tinfmi;  nous  allons  d^velopper  ici 
cette  question  pour  ^carter  les  difficult6s  qui  s'opposent  5  la  conception  de 
la  G6om6trie  de  I'espace  r€g\6  comme  Geometrie  metrique.  Nous  rattachons 
ces  d^veloppements  k  Texemple  intuitif  qu'offre  la  determination  metrique 
projective  bas6e  sur  une  surface  du  second  degr6. 

Deux  points  pris  arbitrairement  dans  I'espace  onl,  relalivement  k  la  surface, 
un  invariant  absolu  :  le  rapport  anharmonique  qu'ils  forment  avec  les  deux 
points  d'intersection  de  la  droite  qui  les  joint  et  de  la  surface;  mais,  si  les 
deux  points  viennent  k  se  placer  sur  la  surface,  le  rapport  anharmonique  tend 
vers  zero  ind^pendamment  de  la  position  des  points,  excepte  dans  le  cas  ou 


Digitized  by 


Google 


CONSIDERATIONS    SLR   LES    RECHERCHES   GtoMETRIQLES   MODERNES.        I97 

«es  deux  points  viennent  se  placer  sur  une  g^n^ratrice,  auquel  cas  il  devient 
fndetermin^;  c'est  Tunique  cas  particulier  auquel  donne  lieu  leur  position 
relativG  s'ils  ne  coincident  pas;  nous  avonsainsi  ce  th6or6me : 

X<x  determination  mitrique  projective  que  Von  peut  baser  dans  Vespace  sur 
un^  surface  du  second  degre  ne  four  nit  aucune  determination  metriquepour 
la  G^^orrx^trie  sur  cette  surface, 

A  ceci  se  rattache  ce  fait  que  Ton  peut,  par  des  transformations  lineaires  do 
\a  ^^^face  en  elle-mfime,  amener  trois  quelconques  de  ses  points  h  coVncider 
^v^e  trois  autres  (*). 

Po\ir  avoir  sur  la  surface  elle-m£me  une  determination  m^trique,  il  faut 

^c^^^eindre  le  groupe  des  transformations,  et  Ton  y  parvient  en  tenant  fixe  un 

^ou\t  quelconque  de  Tespace  (ou  son  plan  polaire).  Supposons  d'abord  que  le 

poitvt  ne  soit  pas  sur  la  surface.  De  ce  point  on  la  projette  aJors  sur  un  plan, 

c^  <iui  donne  une  conique  comme  courbe  de  contour  apparent.  Sur  cette 

coulque  on  base,  dans  le  plan,  une  determination  m^trique  projective  que 

Von  reporte  ensuite  sur  la  surface.  C'est  une  determination  melrique  propre- 

rnent  dite,  Ik  courbure  constante,  et  Ton  a  ainsi  ce  tb^ordme  : 

Une  determination  m^trique  a  courbure  constante  s'obtient  sur  la  surface 
des  que  Von  tient  fixe  un  point  qui  n'est  pas  sur  la  surface. 

On  trouve  de  m6me  que  : 

En  prenant  pour  point  fixe  un  point  de  la  surface  elle~m4me,  on  obtient 
sur  celle-ci  une  determination  metrique  a  courbure  nulle. 

Pour  toutes  ces  determinations  metriques  sur  la  surface,  les  generatrices 
sonl  des  lignes  dje  longueur  nulle.  Les  expressions  de  Telement  d'arc  de  la 
surface  ne  different  done,  dans  les  diff6rentes  determinations,  que  par  un 
facteur  constant.  II  n'y  a  pas  sur  la  surface  un  element  d'arc  absolu,  mais  on 
peut  tres  bien  parler  de  Tangle  que  forment  sur  la  surface  deux  directions. 

Maintenant  tons  ces  tbeoremes  et  toutes  ces  considerations  peuvent  etre  de 
suite  appliques  pour  la  Geometric  de  Tespace  regie.  Pour  Tespace  regie  memo 
il  n'existe  a  priori  aucune  determination  metrique  proprement  dite.  On  n'en 
obtient  une  que  quand  on  tient  {\\ei  un  complexe  lineaire,  et  alors  elle  a  une 
courbure  constante  ou  nulle  suivant  que  le  complexe  est  general  ou  particu- 


(1)  Ces  relations  sont  alterdes  dans  la  G6om^lrie  m<^trique  ordinaire;  pour  deux  points 
k  rinfini,  il  y  a  assurement  un  invariant  absolu.  La  contradiction  que  Ton  pourrait  ainsi 
rencontrer  en  comptant  les  transformations  lineaires  qu'admet  la  surface  d  Tinfini  se  I^ve 
en  considerant  que  les  translations  et  les  transformations  avec  similitude,  qui  sont  an 
Dombre  de  ces  transformations,  n'alterent  aucunement  Tinfini. 
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lier  (une  droite).  Au  choix  de  ce  complexe  est  aussi  li6e  Texistence  d*un  616- 
ment  d'arc  absolu.  Quel  que  soil  ce  choix,  la  distance  de  deux  droites  inflni- 
ment  voisines  qui  secoupent  est  nuUe,  et  Ton  peut  aussi  parler  de  Tangle  que 
ferment  entre  elles  deux  droites  infiniment  voisines  d'une  droite  donnee  (*). 


VII.  —  Sot  rinterpretation  des  formes  binaires. 

Nous  montrerons  ici  quelle  representation  simple  on  peut,  au  moyen  de 
rinterpretation  de  j?  -h  iy  sur  la  sphere,  obtenir  pour  les  syst^mes  de  formes 
qui  se  rattachent  ^  la  forme  binaire  cubique  et  k  la  forme  binaire  biqua- 
dratique. 

Une  forme  binaire  cubique/  a  un  covariant  cubique  Q,  un  quadratique  A 
et  un  invariant  R  (*).  Avec  /  et  Q  se  forme  toute  une  suite  de  covariants  du 
sixieme  degr6 

parmi  lesquels  figure  ^galemenl  A'.  On  peut  demoutrer  (*)  que  chaque  cova- 
riant de  la  forme  cubique  se  decompose  en  de  tels  syst^mes  de  six  points.  X 
pouvant  prendre  des  valeurs  complexes,  ily  en  a  une  double  infinite. 

L'ensemble  de  formes  ainsi  d^fini  peut  ^trc  repr6sent6  sur  la  sphere  de  la 
fa^on  suivante  (*)  :  par  une  transformation  lin6aire  convenable,  amenonsles 
trois  points  represent6s  par/ en  trois  points  ^quidistants  sur  un  grand  cercle. 
Ce  grand  cercle  peut  ^tre  pris  pour  6quateur;  les  longitudes  des  Irois  points/ 
situ6s  sur  lui  sont  o*»,  120®,  24o^  Q  est  alors  represent^  paries  points  de 
Tequaleur  dont  les  longitudes  sont  6o^  i8o^  3oo*»,  A  Test  par  les  deux  p6les. 
Chaque  forme  Q'-hXR/*  est  representee  par  six  points  donl  la  latitude  et  la 
longitude  sont  contenues  dans  le  tableau  suivant,  0(1  a  et  ^  d^signent  des 
nombres  quelconques 


a 

a 

OL 

—  a 

—  a 

—  a 

p 

120°-+- (3 

24o«  H-  P 

-p 

I20«— P 

2400  —  (3 

II  est  interessant  de  voir,  en  examinant  la  succession  de  ces  systennes  de 


(>)  Fair  lo  M6moire  :  Ueber  Liniengeometrie  and  metrische  Geometrie  {Math.  An- 
nalen,  t.  V,  p.  271). 

(2)  Voir  les   Chapilres  de  Clebsch  concernant  la   question  :   Theorie    der    binaren 
Formen. 

(3)  Par  la  consideration  des  transformations  lin^aires  de  /  en  elle-meme.  Voir  Mtuh. 
Ann.,  IV,  p.  352. 

[( * )  Foir  aussi  Beltrami  :  Ricerche  sulla  Geometria  delle  forme  binarie  cubiche  (  Me- 
ntor ie  Ace,  Bologna;  1870).] 
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points  sur  la  sphere,  comment  s'en  d^duisent/et  Q  compt^s  doubles,  et  A 
compte  triple. 

Une  forme  biquadrique  a  un  covariant  H  aussi  biquadratique,  un  covariant 
du  sixieme  degr6  T,  et  deux  invariants  i  et  j\  L'ensemble  de  formes  biqua- 
dratiques « H  -!-  Ay/*  Q"*  correspondent  toutes  au  mSme  T,  est  particuiieremeni 
remarquable;  h  cet  ensemble  apparliennenllestrois  facteurs  quadratiques  en 
lesquels  se  peut  decomposer  T,  cbacun  d'eux  etant  compt6  double. 

TraQons  maintenant^  par  le  centre  de  la  sphere,  trois  axes  rectanguiaires 
O j:,  Off  Os,  Les  six  points  d'intersection  avec  la  sphere  figurent  la  forme  T. 
En  d^signant  par  x,y,  z  les  coordonn^es  d'un  point  quelconque  de  la  sphere, 
les  quatre  points  qui  correspondent  k  une  biquadratique  «H  -h  Xy/  sont  don- 
nes  par  le  tablieau 

•^9    —    y^    —  -3, 
—  '^t  y*       ^> 

—  X,       —      J,  z. 

Ces  quatre  points  sont  toujours  les  sommets  d'un  t^tra^dre  sym^trique 
dont  les  c6t6s  opposes  sont  partages  en  deux  parties  egales  par  les  axes  du 
syst^me  des  coordonn^es;  le  r6le  que  joue  T,  comme  r^solvante  de  i¥L  -h  Xy/, 
dans  lath^orie  des  Equations  biquadratiques  est  ainsi  mis  en  Evidence. 
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MEMOIRE 


8UR  LES 


Equations  differentielles  du  premier  ordre 

(scitb). 

Par  M.  Paul  PAINLEVE, 

CBAIIGB  DB  COl'RS  A  LA  FACULTB  DBS  SCtBNCES  DE  LILLB. 


CHAPITRE  III. 


APPLICATION  DES  THfiORtlMES  PR£C£DENTS  A  L'INTfeGRATION  DES  fiQUATIONS 
DIFFERENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


1.  Nous  avons  demontre,  dans  le  premier  Chapitre,  que  Tintegrale 
generate  d'une  equation  (i) 

(0  F[r,/,(^)]=o, 

quand  elle  ne  prendqu'un  nonnbre  limite  de  valeurs  autour  des  points 
critiques  mobiles,  pent  se  mettre  d'une  infinite  de  manieres  sous  la 
forme 


(2) 


R[7,/,(^)]  =  C, 


C  designant  une  constante  et  R  une  fonction  rationneliede  y,  v',  dont 
les  coefficients  dependent  de  x  d'une  fa<;on  quelconque. 

On  pent,  de  plus,  choisir  deux  constantes  integrales  de  la  forme  (2) 


(3) 


Ana.  de  I' Ac.  NormaU,  3*  Serie.  Tome  VliL —  Juillet  1891. 
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de  telle  fagon  que  toutes  les  constantes  iiUegrales  (2)  s'expriment 

rationnellement  en  a,  ^ 

C=/(«,|3). 

Les  constantes  a,  p  sont  liees  par  une  equation  algebrique 

(4)  /(a,P)=:o, 

que  nous  avons  appelec  relation  entre  les  constantes  integrates.  Cette 
equation  n'est  definic  qu'a  une  transformation  birationnelle  pres. 

Quand  le  genre  de  Tequation  (4)  est  suppose  different  de  zero,  les 
theoremes  etablis  dans  le  precedent  Chapitre  trouvent  immediate- 
menl  leur  application  dans  Tetude  de  I'intcgrale  de  (i). 

Tout  d'abord,  supposons  que  ce  genre  cj  de  Tequation  {\)  soit  plus 
grand  que  i.  Les  egalites  (3)  etablissent  une  correspondancc  ration- 
nelle  entre  la  courbe  (/j)  et  la  courbe  definie  par  Tequation  (i),  ou  Ton 
donne  a  x  une  valeur  constante.  Or  nous  savons  determiner  algebri- 
quement  toutes  les  courbes 

(4)  /(a,P)rz:0 

distinctes,  de  genre  car  plus  grand  que  i,  et  qui  correspondent  ration- 
nellement a  la  courbe  donnee  (i);  nous  savons  aussi  calculer  algebri- 
quement  toutes  les  transformations  (3)  qui  permettcnt  de  passer 
de(4)a(i). 

Nous  formons  done  ainsi  algebriquement  un  certain  nombre  de  re- 
lations 


^^^'  I  ?,=Ri[7./,(^)], 

et  il  faut  qu'un  de  ces  systemes  de  relations  (3)'  definisse  Tintegrale 
de  (1),  ce  qu'on  reconnait  egalement  a  Taide  d'operations  alge- 
briques. 

Nous  arrivons  done  a  la  conclusion  suivante  :  On  reconnait  algebri- 
quement si  V integrate  de  (i)  ne  prend  quun  nombre  fini  de  valeurs  au- 
tour  des  points  critiques  mobiles,  la  relation  entre  les  constantes  integrates 
etant  supposee  de  genre  ts  plus  grand  que  1 .  L' integrate,  dans  ce  cas, 
sobtient  elle-mSme  algebriquement. 

Si  n  designe  le  nombre  de  valeurs  de  j^  qui  se  permutent  autour  des 
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points  critiques  mobiles,  la  transformation  de  (4)  en  (i)  est  d'ordre  /i. 
On  a  done,  d'apres  un  theoreme  etabli  plus  haut, 

/?  — I 
n-= 

Nous  voyons  que  le  nombre  n  est  un  diviseur  de  ^  — - 1 ,  et,  par  suite, 
ce  nombre  ne  pent  depasser  (/?  —  i),  quand  la  relation  (4)  est  de 
genre  plus  grand  que  i.  Deplus,  quand  gj  =  /?,  la  transformation  (3) 
est  necessairement  birationnelle,  et  Tintegrale  n'a  que  des  points  cri- 
tiques fixes. 

2.  Supposons  maintenant  que  le  genre  gt  de  (4)  soit  egal  a  Tunite. 
Prenons  ['equation  (4)  sous  la  forme 


(5)  p^^(,_at)(,_/,2«2). 
Dans  Tequation 

(I)  F[/,/,(x)]=o, 

faisons,  pour  plus  de  clarte,  y=3,  et  donnons  a  x  une  valeur  con- 
stante  quelconque.  Elle  devient 

(I)'  F[^,5,(aT)]=o. 

Par  hypothese,  les  relations 

(3  =  R,[j,;;,(x)] 

permettent  de  passer  de  la  courbe  (5)  a  la  courbe  (i)'.  On  a  done,  en 
conservant  la  meme  notation  qu*au  Chapitre  precedent, 

(6)  ^«  ^  ^«P»(.r>-)-^^.P2(.r,^)+.>.-i->.;.Pp(j,^)  ^^ 
v/(i  — ««)(!- A'»a»)  f:  -  • 

Dans  cette  egalite,  les  P,  designent  des  polynomes  on  y  et  v',  dont 
les  coefficients  dependent  de  x  ainsi  que  les  X. 
Par  consequent, 

C""  dcL  ^^^   r^X,P,(r,G)^...-t-X^P^(j,;:) 

Jo    v/(>  — «)('  — ^*««)  Jo  Fi 
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ou  enfin 

h  designant  une  fonction  de  x. 

Eo  posant  a  =  snC,  on  voit  qu'en  definitive  ii  doit  exister  une  in- 
tegrale  abelienne  de  premiere  espece  de  la  courbe  (i)'  telle  que  I'inte- 
grale  de  Tequation  (i)  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

z  represente,  dans  cette  egalite,  la  fonction  de  /  et  5  definie  par  (i)'. 
Pour  tenir  compte  plus  aisement  de  cette  condition,  supposons 
Tequation  (i)  resolue  par  rapport  aj' 

/  =  ^  =  K[/,(^)], 
et  rcmplagons  z  par  K  [y,  (^)].  Si  nous  posons 
j;(j,x)=J'[/,K(/,a;),a7], 
la  condition  precedente  devient 

j;(7,a;)  =  -A(^)  +  c 
ou  bien 

Cette  egalite  equivaut  a  la  suivante 

(7)  dP^K(-^'-)-^^— ^  +  dy^-- 

On  a,  d'autre  part, 

j;(j,ar)=X,  r   H,[y,{a;)]rfy4-...+X,  r   Hp[7,(x)]rfK, 
H/[y,  (a;)]  representant  I'expression 


oil  Ton  fait 


5  =  K[/,(a:)]. 
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L'egalite  (7)  peut  alors  s'ecrire 

Les  coefficients  des  X/,  -^  dans  cette  egalite  sont  des  fonctions  dey 

(ot  de  x),  qui  s'exprimcnt  rationnellement  en  j,  z. 

Ecrivons  que  I'equation  (8)  a  lieu  identiquement  pour  tous  ies  sys- 
lemes  de  valeurs  j,  5,  x,  qui  verifient  la  relation 

F[7,  5,  (^)]  =  o. 

Nous  obtenons  ainsi  un  certain  nombre  v  d'equations  iineaires  et 
homogenes  en  X,  et  ^  : 

Les  quantites  A,,  B/  representent  des  fonctions  de  x  qui  s'expriment 
rationnellement  a  Taide  des  coefficients  de  j',  z  dans  I'equation  (i'). 

Si  rintegrale  de  (1)  est  de  la  forme  indiquee,  ces  equations  doivent 
etre  compatibles.  Peuvent-elles  etre  indeterminees?  Tout  d'abord 
Tegalite 

-^K(j.:r)+^=-A'(^), 

qu'on  peut  ecrire 

nous  montre  que  I'intcgrale  abelienne 

dx      J  dx         ^ 
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est  une  fonction  algebrique  de  y\  elle  n'a  done  pas  de  periodes,  et, 
par  suite,  ics  periodes  de  I'integrale  abelienne  J'  sont  independantes 
de  X. 

Done,  qiiand  une  integrale  abelienne  J'  de  la  courbe  (i)  satisfait  a 
regalite  (7),  sos  periodes  sont  independantes  Aqx. 

D'autre  part,  si  J'  satisfait  a  cette  egalite,  il  en  est  de  meme  de  ijlJ', 
(JL  designant  une  constante.  Plus  generalement,  si  les  integrales  inde- 
pendantes J',  J",  V,  ...  verifient  cette  condition  (7),  Tintegralc 

jouit  de  la  meme  propriete. 

Mais,  si  les  systemes  de  solutions  X,,  X^,  ...,  X,- de  (9)  peuvent  de- 
pendre  de  constantes  [x,  (jl',  ...,  ilsne  sauraient  renfermer  defonctions 
arbilraires  de  x.  On  s'en  rend  compte  de  la  maniere  suivante  :  appe- 
lons  J,,  Ja,  ...,  Jp  les /?  integrales  abeliennes  normales  de  premiere 
espece,  c'est-a-dire  celles  qui  outpour  Tableau  des  periodes  le  Tableau 

I,     o, 
o,     I, 


0,    . 

•  •  > 

wj, 

«?. 

•  •  > 

«?, 

0,    . 

•  •  > 

coj. 

wj, 

•  •  > 

w?, 

•  > 

•  •  9 

•  •  y 

•  •> 

.  .  . , 

•   •  9 

0,    . 

•  ^  > 

«;,. 

wj» 

•    •  9 

«2, 

-;• 

avec  les  conditions  (o/ 

Si  une  integrale  quelconque 

J.=  X,  Ji  -f-  Xj  J2  4- . . .  =  Ip^p 

a  ses  periodes  constantes,  les  X, ,  Xj,  . . . ,  X^  sont  eux-memes  des  con- 
stantes. 

D'apres  cela,  le  systeme  des  X,  le  plus  general  qui  satisfait  aux 
equations  (9)  ne  pent  dependre  que  de  constantes  :  ces  constantes, 
en  nombre  q  au  plus  egal  a/?,  y  figurent  d'une  fagon  lineaire  et  homo- 
gene. 

Quand  y  =/?,  toutes  les  periodes  coy  sont  des  constantes,  la  courbe  (i) 
a  ses  modules  independants  de  x. 

Ce  cas  particulier,  que  nous  traiterons  plus  loin,  mis  a  part,  q  est 
egal  au  plus  a  (/>  —  i),  c'est-a-dire  que  les  X,  sont  determinees  par  un 
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sysleme  (Inequations  differentielles  lineaires  et  homogenes  d'ordre 
{p  —  1)  au  plus. 

On  peut  se  demander  si  ccrtaincs  courbes 

admeltent  efTectivemenl  plusieurs  integrales  J  dont  les  periodes  sont 
independantes  de^,  quand  les  modules  de  la  courbe  dependent  eux- 
memes  de  x.  Les  travaux  de  M.  Picard  permettent  de  repondre  affir- 
niativement  a  cette  question.  II  suffit,  pour  s'en  convainere,  de  consi- 
derer  une  surface  algebrique 

ayant^  differentielles  totales  de  premiere  espece.  Si  on  laisseo:  con- 
stant dans  cette  equation,  les  courbes 

ont  des  modules  variables  avec  x^  (sauf  pour  des  surfaces  exception- 
nelles),  et  ces  courbes  admettent  q  integrales  abeliennes  de  premiere 
espece,  dont  les  periodes  ne  dependent  pas  de  x  (*). 

Le  plus  frequemment,  il  n'exisle  qu'une  integrale  J  distincte  repon- 
dant  a  la  question.  Cette  integrale  J  s'obtient  alors  a  Taide  d'une  qua- 
drature 

Unc  fois  X  calcule,  en  posant 

Y=J(7,  z,  x)=  C  H(y,  x)dy=.S,(y,  x), 
•^0 


la  derivee 


J9  =  -^7*^-^5:^=?(^'"'-^) 


se  reduit  d'elle-meme  a  une  simple  fonction  de  x,  —  h'(x),  quand  on 
tient  compte  de 

(')  E.  PicvRD,  7/tdorie  des  fonctionx  algebriques  de  deux  variables  (loc,  cit,).  —  f^oir 
aussi  les  deux  Memoires  du  in^mc  Aulcur  Sur  les  surfaces  alg^briques  {Journal  de  Mat/u^- 
matigues,  ann6es  188),  i88r>). 
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et  requalion  s'integre  a  Taide  de  la  quadrature 

Mais,  dans  certains  cas  particuliers,  la  recherche  des  X,  exigera  la 
connaissance  d'une  integrale  particuliere  d'une  equation  differentielle 
lineaire  et  homogene  d'ordre  q  {q^p  —  i).  Une  telle  integrale  une 
fois  connue,  Tequation  s'integrera  en  posant  encore 

a  I'aide  d'une  quadrature 

Remarquons  que  ces  facteurs  X,  sont  lies  par  certaines  relations  a 
des  fonctions  connues  de  x. 

En  effet,  ecrivons  les  periodes  des/>  integrales  abeliennes  distinctes 
de  la  courbe  (i)  : 


,       Wj,        ...,       GjJ'', 


Ci) 


1    » 


Les  coefficients  X,  doivent  verifier  les  ip  egalites 

C,  designant  une  constante.  Les  quantites  a)^sont  des  fonctions  de  x 
donnees  par  des  integrales  definies 


Si  meme  J  verifie  Tequation  (G),  les  C,  doivent  s'exprimer  en  fonc- 
tion  de  deux  nombres  a,  p,  ainsi 

Mais  on  ne  pent,  en  general,  tirer  parti  de  ces  egalites,  car  il  resterait 
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a  verifier  que  les  combinaisons  des  (Oj  qui  donnent  les  X  satisfont  aux 
equations  differentielles  (9),  ce  qu'on  ne  sail  pas  faire. 

11  est  un  cas  pourtant  oil  la  recherche  des  X  s'efTectue  sansdifficulte, 
c*est  le  cas  signale  plus  haul,  oil  les  modules  de  la  courbe  (1)  sont 
independants  de  x.  - 

On  peut  alors  etablir  une  correspondance  birationnelle 

...  i  7  =  ?[^  T,  (x)l        t  =9i[/,  5,  (^)], 

entre  la  courbe 

(i)  F[j,  3,  (^)] 

et  la  courbe 

(10)  Fi(M)=o, 

Ff  etant  une  courbe  qui  ne  depend  pas  de  x  et  dont  les  modules  sont 
egaux  a  ceux  de  (i). 

Soienty4(^  T),j\(t,  T) jp(t,  T)/>integrales  distinctes  de  pre- 
miere espece  de  la  courbe  (10),  integrales  oil  ne  figure  pas  x  et  dont 
les  periodes  sont,  par  suite,  des  constantes.  Soient,  d'autre  part, 

Jj7»/»(-'^)]»  h[yfy\(^)] Jp[r»/»(^)]  l^s  p  integrales  abe- 

liennes  de  (i)  qui  correspondent  birationnellement  aux  p  integrales 
de  (10).  Leurs  periodes  sont  des  constantes,  et  on  en  deduit  aussitot 

que  toute  integrale* 

J  =  Ai  J,  +  X,  J,  -+-...-}-  'kpJp, 

dont  les  periodes  sont  aussi  des  constantes,  s'obtient  en  donnant  aux  X 
des  valeurs  constantes. 

Le  problemerevientdonc  a  determiner  ces/>  constantes  de  fagon  que 

^  soit  une  simple  fonction  de  x,  quand  on  tient  compte  de  I'equa- 

tion  (i).  Si  la  chose  est  possible  (ce  qu'on  reconnait  algebriquement), 
■'equation  (i)  s'integre  par  quadratures. 

Appliquons  ce  qui  precede  a  Tequation  la  plus  generale  de  genre  i . 
Soient 


jinn,  de  I'Ec.  NormaU.  3«  Serie.  Tome  VIII.  —  Jullet  i8qi. 
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deux  formes  do  Tintegrale  generale  de  Tequation 

dc  genre  i.  La  relation  entre  a,  p  est  de  genre  gt,  au  plus  egai  a  i. 
Supposons  qu'elle  soit  effectivement  de  genre  i  et  qu'on  Tait  ramenee 

a  la  fornne 

(3^zzz(i-a»)(i-ro««). 

Nous  pouvons,  par  une  substitution  birationnelle, 

i  jz=(p[/,  T,  (^)],        t  =(p,[7,  5,  (x)], 


faire  correspondre  a  la  courbe 

(I)  F[v,:j,  (^)]=ro 

la  courbe 

(lO)  T«  =  (I  -/«)(!  -/'/*). 

Dans  cette  equation,  P  est  une  fonction  de  x. 

La  fonction  /(a:),  definie  par  la  substitution  (A),  verifie  une  equation 
differentielle  transformee  de  Tequation  (i)et  qu'on  oblientenecrivant 
regaiite 

T  designant  la  fonction  de  /  definie  par  I'equation  (lo).  On  a  d'ailleurs 

P=r.R;[/,  T,  (X)], 

R'  et  R',  etant  rationnels  en  /,  T;  par  suite, 

dx  X  dt 


Cette  egalite  ne  pent  avoir  lieu  que  si  A  verifie  une  des  equations 
modulaires  relatives  h  Aq;  k  ne  pent  done  varier  d'une  faQon  continue 
tandis  que  ^'o  ^^^te  constant,  et,  par  suite,  i  est  independant  de  x. 
L'egalite  exige  alors  que  X  soit  lui-meme  constant,  et  I'equation  diffe- 
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rentielle  en  t  doit  etre  de  la  forme 

■ —G{x)dx, 

Si  i'on  pose  alors 

h{x)—  fCi{jc)dx, 

on  a 

t{x)=%ii[h{x)  -hC]; 

rinlegraie  generale  t{x)  n'a  que  des  points  critiques  fixes,  et  iJ  en  est 
de  meme  de  Tintegrale  generale  de  I'equation  (i).  Nous  savons  d'ail- 
leurs  que,  reciproquement,  quand  I'integrale  de  I'equation  (i)  n'a 
que  des  points  critiques  fixes,  le  genre  cy  de  la  relation  entre  les  con- 
stantes  integrales  est  egal  au  genre  de  (i),  ici  a  Tunite,  de  sorte  que 
nous  sommes  conduits,  en  definitive,  aux  theoremes  suivants  : 

Les  seules  equations  differentielles  de  genre  i  pour  lesquelles  le  genre 
X3  de  la  relation  entre  des  constantes  integrales  est  egal  a  V unite  sont  les 
equations  dont  V integrate  generale  na  que  des  points  critiques  Jixes . 

II  n'y  a  pas  lieu  de  s'etonner  de  la  simplification  qui  se  produit  dans 
le  cas  oil  p  est  egal  a  i.  Quand/?  est  quelconque,  les  periodes  co^  des 
integrales  J  doivent  satisfaire  [pour  que  les  relations  (a)  entre  les  X, 
soient  compatibles]  a/>  relations,  dont  les  coefficients  sont  constants; 
ces  periodes  dependent  de  (3/>  —  3)  modules,  que  ces  p  relations  ne 
suffisent  pas  a  determiner,  et  qui,  par  suite,  peuvent  etre  fonctions 
de  X. 

Au  contraire,  quand  />  =  i,  le  nombre  des  modules  est  egal  a  i ,  et 
ce  module,  devant  satisfaire  a  une  relation  dont  les  coefficients  sont 
constants,  est  lui-meme  constant. 

Revenonsau  cas  general  de  p  quelconque.  S'il  existe  une  ou  plusieurs 
integrales  J  de  premiere  espece  telles  que  I'integrale  generale  de  Te- 
quation  (i)  soit  donnee  par  la  relation 

on  n'en  saurait  conclure  que  cette  integrate  prend  un  nombre  fini  de  va- 
leurs  autour  des  points  critiques  mobiles  et  correspond  au  cas  de  gt  =  i . 
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Pour  qu'il  en  soil  ainsi.  il  faut,  de  plus,  quel'une  des  integralesabe- 
liennes  qu'on  vient  de  calculer  n'ait  que  deux  periodes.  Si  cette  nou- 
vclle  condition  est  accomplie  (ce  que  Ton  ne  salt  pas  reconnaitre  en 

general)  en  posant 

y  =  sn(J  -h/n-c), 

on  voit  que  y  est  une  fonction  rationnelle  de  y,  5, 

y  — p[/»-»(^)]» 

et  Tintegrale  generate  de  (i)  ne  prend  autour  des  points  critiques  mo- 
biles qu'un  nombre  fini  de  valeurs.  Cette  derniere  condition  se  trouve 
verifiee  d'elle-meme  quand />  =  i . 

Nous  arrivons  done  aux  conclusions  suivantes  : 

Quand  t' integrate  d'une  equation  differentielle  (i)  ne  prend  quun 
nombre  fini  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles^  le  genre  xs  de 
la  relation  entre  les  constantes  integrates  est  compris  entre  oet  p{  inclusi- 
vement). 

On  reconnait  algebriquement  si  I' integrate  d'une  equation  donnee  est 
de  cette  nature  et  correspond,  de  plus,  a  une  valeur  de  xs  superieure  a  i . 
Inequation  s'integre  alors  algebriquement. 

On  reconnait  algebriquement  si  I' integrate  rfe  ( i )  est  de  cette  nature  et 
correspond  a  la  valeur  xs  =  i  de  xs  (^et  I' Equation  s'integre  alors  par  qua- 
dratures), ou  bien  on  ramene  t' integration  de  V equation  a  la  recherche 
d'une  integrate  particuliere  quelconque  d'une  equation  lineaire  et  homo- 
gene  d'ordre  (/>  —  i)  auplus  :  cette  derniere  integrate  catculee,  t' equa- 
tion (i)  s'integre  par  quadratures. 

Sixs  =p  (p  etant  different  de  zero)^  V integrate  de  t'equation  (i)  na 
que  des  points  critiques  fixes. 

La  methode  n'indique  rien  sur  le  cas  oil  xs  serait  nul.  Quand  p  =  o. 
xs  est  necessairement  nul.  II  en  est  de  meme  lorsque  p  est  egal  a  i  et 
que  rintegrale  a  des  points  critiques  mobiles.  Les  equations  de  genre 
^  =  o  tip  =  I  echappent  done  completement  a  ce  procede  d'lntegra- 
tion. 

Avant  de  nous  occuper  d'une  autre  methode  qui  s'applique  aux  equa- 
tions (i),  de  genre  o,  je  ferai  quelques  remarques  sur  la  maniere  dont 
il  convient  d'employer  la  methode  precedente. 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES   ISQUATIONS   DIFFERENTIELLES   DU    PREMIER    ORDRE. 


:2l3 


3.  Tout  d'abord,  on  peut  se  servir  de  la  transformation  biration- 
nelle 


(7) 


pour  ramener  Tequation  (i)  a  la  forme  la  plus  simple.  Par  exemple,  si 
Tequation  (i) 


(') 


F(7>/»  J^)  =  o 


est  de  Tespece  hyperelliptique»  on  ramene  T^quation  par  une  substi- 
tution (y)  a  la  forme 


Quand  Tintegrale  j  de  (i)  prend  un  nombre  donne  n  de  valours  au- 
tour  des  points  critiques  mobiles  (par  exemple»  quand  y  n'a  que  des 
points  critiques  fixes),  il  en  est  de  meme  de  rintegrale/(a?)de  Tequa- 
lion 

Mais  la  reciproque  n'est  pas  necessaircment  vraie.  Soit  en  effet 

F,[/,T,(x)]  =  o 
la  relation  entre  ^  et  T;  Tequation  en  /  et  /'  s'ecrit 


ou 

(0) 


^?[^T,(^)]  =  +  [M,(^)] 


t'=h[t,T,(x)l 


T  designant  la  fonction  de  t  et  deo?  definie  par  Tequation  F,  =  o.  L'e- 
quation  en  (/,  t\  x)  s'obtient  en  eliminant  T  entre  (S)  et  F,  =  o. 

On  passe,  par  une  transformation  rationnelle  de  la  courbe  F'  a  la 
courbe  F,,  mais  la  reciproque  n'est  pas  necessaircment  vraie  :  plu- 
sieurs  valeurs  de  T  peuvent  correspondre  a  cbaque  systeme  t^  t\ 

Supposons,  par  exemple,  que  T  ne  figure  pas  dans  A[/,T,  {x)].  Pour 
que  {'equation  (i)ait  ses  points  critiques  fixes,  il  fautd'abord  que  cette 
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propriete  appartienne  a  Tequation 

et  de  plus  que  la  fonction  T(a?),  definie  par  Tequation 

F,[^T,(aT)]=o, 

quand  on  y  remplace  /  en  x,  ait  elle-meme  ses  points  critiques  fixes. 

Mais,  dans  tous  les  cas,  les  conditions  exprimant  que  /  prend  n  va- 
leurs  autour  des  points  critiques  mobiles  seront  ndcessaires  pour  que  j 
jouisse  de  la  meme  propriete  (*). 

Une  seconde  remarque  est  relative  aux  substitutions  multiples,  qui 
permettent  de  passer  rationnellement  d'une  courbe  algebrique  a  une 
autre.  Parmi  ces  substitutions,  nous  ne  regardons  comme  distinctes  que 
celles  qui  ne  se  deduisent  pas  Tune  de  Tautre  par  une  transformation 
birationnelle.  En  voici  la  raison  :  supposons  que  Tintegrale  de  Tequa- 
tion  (i)  verifie  les  deux  relations 

«  =  Ribs  /.  (^)],       ?  =  R.[/,  /,  (^)]. 
qui  transforment  rationnellement  la  courbe 

en  la  courbe  (i). 

Toutes  les  substitutions 

<^'=  K [v, /» (^)i,      (3'=  r; [jk, /,  (X)], 

qui  se  peuvent  deduire  birationnellement  de  la  premiere  definissenl 
egalement  Tintegrale  de  (i).  Car  on  a 

9  et  ^  ne  pouvant  dependre  de  x,  si  xs  est  plus  grand  que  i .  Voici  done 
comment  on  dirigera  le  calcul  :  on  determinera  un  type  de  tou  tes  les 
classes  de  courbes 

/(a,  (3)=:o        (de  genre  cj>i), 


(*)  Observons  d'ailleurs  que,  si  ces  conditions  sent  remplies,  ^  ne  prend  qu'un  nombrc 
fini  de  valeurs  autour  dcs  points  critiques  mobiles;  mais  ce  nombre  peut  6tre,  dans  cer- 
tains cas,  plus  grand  que  n. 
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dontlacourbe(i)  se  deduit  rationnellement,  et  Ton  deterininera  ega- 
lementun  type  de  toules  les  substitutions  rationnelles  distinctes  qui 
transforment  la  courbe/=  o  en  la  courbe  (i).  II  suffira  de  verifier  si 
une  de  ces  substitutions  definit  i'integrale  de  (i). 

4.  Cette  remarque  trouve  son  application  naturelle  quand  on  traite 
le  probleme  resolu  par  M.  Poincare  :  integrer  les  equations  (i)  qui 
n'ont  que  des  points  critiques  fixes. 

La  question  revient  a  reconnaitre  si,  parmi  les  substitutions  bira- 
tionnelles  qui  transforment  la  courbe 

F[7,/,(^)]  =  o 
en  la  courbe 

il  en  est  une  qui  definit  I'integrale  de  (j).  D'apres  ce  qui  precede, 
quand  une  de  ces  substitutions  jouit  de  cette  propriete,  elle  appar- 
tientaussi  a  toutes  les  autres.  Quand/?  est  plus  grand  que  i,  lenonibre 
de  ces  substitutions,  qui  est  fini,  pent  etre  ti'es  grand  :  il  suffit  d'en  es- 
sayer  une  seule. 

Je  renvoie,  pour  les  developpements  relatifs  a  ce  probleme,  au  >le- 
moire  deja  cite  de  M.  Poincare.  J'ajoute  seulement  que,  dans  le  cas  on 
^  =  I,  Fequation  s'integre,  si  elle  a  ses  points  critiques  fixes,  a  Taide 
d'une  quadrature  de  la  forme 

g{x)dx. 


>,{i-n{i-ku'') 


Ceci  resulte  de  c^que  nousavons  dit  precedemment. 

Quant  au  cas  de/?  =  o,  il  se  traite  immediatement  en  posant 


avec 

I/equation  en  / 


7-9(0.        ^  =  4'(0, 


n'ayant  de  points  critiques,  quand  x  est  quelconque,  ni  pour  /  fini, 
ni  pour  t  infini,  est  une  equation  de  Riccati. 
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Pour  donner  un  exemple  de  Tutilite  de  telles  transformations,  re- 
trouvons  directement  les  resultats  de  M.  Poincare  dans  le  cas  oil  Tc- 
quation  (i)  est  de  genre  i  ou  d'espece  hyperelliptique. 

Faisons 

^  =  +[^T,(:p)],        T  =  +,[j',5,(^)], 

avec 

T«=R[^(:p)]. 

R  est  un  polynome  de  degre  4»  si  le  genre  p  de  (i)  est  Tunite,  de  de- 
gre  2p  -j-  2,  si  /?  est  quelconque. 
Soit  d'abord/j  ==  i,  on  a 

R[^(x)]  =  ^(i-/«)(«~£), 

^  etant  une  fonction  de  x,  et  /  verifie  I'equation 

Deux  cas  sont  a  distinguer,  suivant  que  B  est  nul  ou  non. 
Si  B  est  nul;  on  doit  avoir 

i'  =  /r*  4-  m^  -H  /I ; 


de  plus  v^R[^>(^)]  est  une  fonction  de  x  qui  ne  doit  avoir  que  des 
points  critiques  fixes.  On  en  conclut  aussitot  que  /  =  o,  /  =  i,/=— i 
sont  des  integrates  de  Tequation  de  Riccati,  qui  se  reduit  alors  a 

et  comme  ^  =  ^  est  aussi  une  integrate  de  cette  equation,  ^  est  une 
constante.  L'integraley  est  donnee  par  I'egalite 

r  =  ?[^o,To,(^)]. 

Si  B  n*estpas  nul,  en  exprimant  que  -r-  ne  devient  infini  quand  x 

est  quelconque  pour  aucune  valeur  de  /  f  et  qu'il  en  est  de  meme  pour 

I'equatioa  en  M>  on  voit  d'abord  que  A(t,x)  est  un  polynome  du  se- 
cond degre  en  t  et  que  B  ne  depend  pas  de  /.  D'autre  part,  les  valeurs 
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/=:o,  ^  =  -»-i,/  =  — 1,/  =  ^  doivent  etre  des  integrales  singulieres, 
ce  qui  exige  queA[/,(a7)]  soit  identiquement  nul  et  que  $  soil  une 
constante.  L'equation  en  t  est  done  de  la  forme 

c'estce  que  nous  voulions  demontrer. 

Le  cas  ou/>  est  quelconque  ne  se  Iraite  pas  moins  faeilement.  On  a 


R[/,(^)]=:i(l-/«)(i--0(^-?.)--.(^-?.p-.)- 
dt_ 

dx 


En  premier  lieu,  -7-  ne  devant  etre  infini  pour  aucune  valeur  de  / 


quand  x  est  quelconque  (  et  I'equation  en  ~  devant  offrir  le  meme  ca- 
ractere  K  B  est  identiquement  nul,  et  Tequation  se  reduit  a 


dt 

-5-  =:  U^  -h  mt  -^  /I. 
dx 


D'autre  part,  pour  que  \/K(l,x)  soit  une  fonction  de  ^  a  points 
critiques  fixes,  il  faut  que  /  =  o,  /  =  i,/~— i  soient  des  integrales 
de  I'equation  de  Riccati,  qui  se  reduit  ainsi  a 

dt 

et eomme  ^=  $,  /  =  $,,  ...,/  =  ^^/^-s  «ont  des  integrales,  les  modules 
de  VRl^»  (^)J  sont  des  constantes. 

Nous  retrouvons  bien  ainsi,  dans  ces  cas  particuliers,  les  resultats 
de  M.  Poincare. 

5.  Indiquons  rapidement  quelques  autres  applications.  II  est  facile 
deformerdesequations(i),de  genre  quelconque,  tellesque  la  relation 
entre  les  constantes  integrales  soit  d'un  genre  aussi  eleve  qu'on  veut. 
II  suffit,  en  effet,  de  partir  d'une  equation  irreductible 

oil  a,  P  designent  des  constantes  liees  par  une  relation 

/(«,P):=0, 
Ann.  de  V  Re,  Sormale.  3'Serie.  Torae  VU.  —  Jcillbt  1890.  '>'8 
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de  genre  gt.  J'entends  par  equation  ireduclible  une  equation  telle  que 
les  n  valeursdey  se  permutent  autourdes  points  critiques  variablesir. 
Si  Ton  astreint  les  fonctions  rationnelles  R,  de  (a,  ^)  a  la  seulc  con- 
dition qu'a  tout  systeme  de  valeurs  . . .  R,..., ...  ~-  •  •  •  ne  corresponde 

qu'un  systeme  (a,  ^),  la  fonction  j,  definie  par  Tequation  precedente, 
satisfait  a  une  relation 

dont  le  genre/?  est  lie  a  xs  par  la  relation 

p  —  i 

— :=  n, 

JS  —  I 

La  methode  que  nous  venons  d'exposer  pourra  done  permettred'in- 
teji^rer  aisement  un  grand  nombre  d'equations  differentielles.  Les  cal- 
culs  auxquels  elle  conduit  ne  sunt  pas  impraticables.  Pour  les  eflec- 
tuer  plus  facilement,  il  conviendra  de  prendre  I'equation 

sous  la  forme  de  Clebsch  :  elle  est  alors  de  degre  (/?-+- 1 ).  Parmi  les  po- 
lynomes  P,  relatifs  a  cette  courbe,  il  en  existe  alors  trois  tels  que 


et  Ton  a 


(K) 


p, 
p. 

1 

p. 
p"l 

=  s, 

OC  — 

2^ 

_    1  —  I 

•p;[j. 

=,(^)] 

i  =  p 

!'■ 

p;d'. 

=,(^)] 

1  =  X 

i=p 

1" 

p;D'. 

M-'-)] 

(3- 

_    i=t 

2^fP;[j,-,(^)] 


II  faut  determiner  les  \,  [ji,,  v,  de  fa^on  que  le  point  (a,  P)  par- 


Digitized  by 


Google 


1 

t 


(  ^)  Le  cas  oil  la  relation /=  o  serait  hypcrelliptique  se  traile  a  part  sans  difficult^. 
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coure/=  o  quand  (7,  z)  parcourt  (i)  et  que  les  relations  ci-dessus  de- 
finissent  en  outre  Tintegrale  de  (i)  (*). 

Par  exemple,  si  Tequation  (i)  est  du  genre  5,  le  genre  xs  pent  etre  j 

egal  a  5  (et  I'integrale  a  ses  points  critiques  fixes),  a  3  (et  Tintegrale  ] 

est  a  deux  valeurs),  a  2  (et  Fintegrale  est  a  quatre  valeurs);  enfin  a  i  | 

ou  a  o.  Cherchons,  par  exemple,  si  Tintegrale  de  (i)  correspond  au  genre  | 

trr  ==  3.  Pour  cela,  nous  formons  Tequation  j 

la  plus  generate  du  quatrieme  degre,  et  nous  ecrivons  que  a  et  ^  veri- 
fient  les  formules  (K). 

De  meme,  s\  p  =  3,  xs  peut  etre  egal  a  3,  a  2  (et  Tintegrale  est  a  deux 
valeurs),  enfin  a  i  ou  a  o.  Pour  traiter  le  cas  de  gt  =  2,  on  prend  Te- 
quation  en  (a,  P)  sous  la  forme 

et  Ton  a 

On  exprime  que  v^p(a)  est  une  fonction  rationnelle  du  point  (y,  5)  de 
(i)  et,  de  plus,  que  la  derniere  egalite  definit  Tintegrale  de  (i). 

Si,  en  particulier,  la  courbe  (i)  est  une  courbe  du  quatrieme  degre 
sans  point  double,  il  vient 

(/)       /       ^  '^"^^' "^  ^^^^  "^  '^'^^^ "^  ^^* '^^  "^  ^^^  "^  ^'^^  ^^'  "^  ^^-^  "^  ^'''^' 

-i-  . . .  -f-  Ao(X,  -+-  l^y  4-  hzy 

en  supposant,  ce  qui  est  toujours  possible,  qu'onait  ramene  Tequation 
(i)  a  etre  du  troisieme  degre  en:?. 
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II  faut  que  le  second  niembre  de  (/)  soil  de  la  forme 

j C,[/,  (07)3^^-^  C,  [7,  (x)]5 -h  Co[7,  (^)]!* 

quand  (7,-)  parcourt  (i). 

Cette  derniere  quantite  peut  s'ecrire 

les  quanlites  y^,  TuTa  s'exprimant  aisement  a  Taide  des  Co»C,,  C2  qui 
y  entrent  au  second  degre  et  des  fonctions  g^,  g^,  g^  de  Tequation 

Si  l*on  ecrit 

yo=Bo, 

il  faut  disposer  des  fonctions  X,,  [x,  de  (x)  qui  figurent  dans  Bo»  B,,  B, 
de  fagon  que  ces  egalites  definissent  pour  Co,  C,,  C2  des  fonctions  ra- 
tionnelles  de  y.  On  calcule  ainsi  les  X/,  [x,  algebriquement. 

Le  cas  oil  la  courbe  (i)  est  hyperelliptique  presente  certaines  parti- 
cularites.  Si  la  courbe  est  donnee  directement  sous  la  forme 

(I)  /=z  A[y,  (:r)]-hB[y,  {x)]s/R[y,  {x)l 

rintegrale  de  (i)  ne  saurait  correspondre  a  un  nombre  xs  plus  grand 
que  I .  En  effet,  la  courbe 

est  alors  elle-meme  hyperelliptique  et  peut  se  ramener  a  la  forme  sui- 

vante  : 

(3«=p(a). 

On  doit  avoir 

et  Tequation  differenlielle  dont  Tintegrale  verifie  une  telle  relation 
est  de  la  classe 

/:rzH[7,(x)], 
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0   ^iS.  ^^signant  une  fonction  rationnelle  de  y^  ce  qui  est  contre  I'hypo- 
ZHZ^  '^'apres  cela,  soil  une  equation  (i)  quelconque  d'espece  hyperellip- 

V/V  i::^  C:€grale  d'une  telle  equation  peut  correspondrea  un  nombre  Gxplus 
grt^  BTM  d  que  i,  comme  le  montre  Texemple  de  />  =  gj;  mais  si,  dans  ce 
ca^  ,      on  ramene  Tequation  a  la  forme 


etv   v^osant 


2N^e 


^rzzA[^(^)]-hB[^(x)]T 

T«=R[^(^)], 


B  est  necessairement  nul;  autrement  la  correspondance  entre  (j,y) 
et  (i,  /')  serait  birationnelle,  et  le  nombre  trr  relatif  a  Tequation  en  / 
serait  plus  grand  que  i,  ce  qui  est  impossible.  Cette  singularite,  que 
nous  avons  rencontree  quand  ^  =  t«j,  se  presente  done  encore  pour  gt 
quelconque  etplus  grand  que  i. 
Mais  rintegrale  d'une  equation 

/=A[j',  (^)]4-B[7,  (a:)]v/R[>7(^] 

peut  correspondre  a  la  valeur  xs=\.  Gherchons,  par  exemple,  si 
I'equation 

/*=  Ay7^-h  A^-t/^"*  4- ...-+-  Ao 

admet  pour  integrale  une  fonction  qui  ne  prend  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  le  genre  xs  de  la  relation 
entre  les  constantes  integrales  etant  suppose  different  de  zero. 

D'apres  ce  qui  precede,  tar  n'etant  pas  nul  ne  peut  etre  qu'egal  a 
Tunite  :  Tintegrale  doit  verifier  la  relation 

En  effectuant  le  calcul  comme  il  a  ete  indique  au  §  II,  on  trouve  que 
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Ics  X  sont  astreints  a  la  condition 


[X,-H-a>.,7  +  ...  +  (;t>-i)X^.,v''-'] 

vu 

-i«"E<'-'-- 

Ceci  exige  d'abord  que 

>,^>.,=:. 

.  .  =  Vi-<^» 

ensuile  que 

^0           d\g 

dx          I     dx          1 

Ao      " '  2      Ay     ~  2 

dKq-^                      dXo 
dx      _  I     dx 

Ay_i                   2     Ao 

c'est-a-dire  qu'on  doit  avoir 

R(/,  X)r 

rH(^)R,(7) 

et 

>-o 

1 
=  H- 

a  un  facteur  constant  pres.  Si  Ton  pose 

il  vient 

et  Tequation  s'integre  par  deux  quadratures 


r-J^.^fn^dx. 


Si  rintegrale  de(i)est  dela  forme  indiquee,  Tequation  (i)rentre  done 

'necessairement  dans  cette  classe  d'equations.  Mais  cette  condition 

n'est  pas  suffisante.  II  faut  de  plus  (et  il  suffit)  que  les  periodes  de 

rintegrale 

r_dy_ 


se  reduisent  a  deux. 
Les  seules  equations 


y=^R[y,  (^)] 
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dont  rintegrale  generale  ne  prend  autour  des  points  critiques  mobiles 
que  n  valeurs,  le  nombre  gt  n'elant  pas  nul,  se  deduisent  d'une  equa- 
tion 

=  k{x)dXf 


par  une  transformation 


«  =  9(j)  +  V^Hi(/)^(/), 

(p,  4^,  R,  dependant  rationnellement  de  j  et  ne  contenant  pas  a-.  Ceci 
s'applique  notamment  au  cas  de/?  =  2. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  le  probleme  traite  dans  ce  Chapitre 
renferme,  comme  cas  particuliers,  d'autres  problemes  interessants. 
Supposons,  par  exemple,  qu'on  \eu\l\e  reconnailre  si Tintegrale  d'une 
equation  (i)  donnee  est  une  fonction  nadmettant  quun  point  critique 
mobile  (j,,  x^).  Quand  la  relation 

est  algebrique  en  y,  y\  x,  le  lieu  des  points  critiques  des  integrates 
est  une  certaine  courbe  algebrique 

el,  comme  j,,  x^  sont  bien  determines  pour  chaque  integrate  particu- 
liere,  on  a 


c'est-a-dire  qu'il  y  a  une  correspondance  rationnelle  entre  la  courbe  ( 1 ) 
et  la  courbe  0  =  0.  Si  done  le  genre  de  cette  derniere  n'est  pas  nul, 
les  resultats  precedents  s'appliquent  au  probleme.  Notamment,  quand 
le  lieu  des  points  critiques  (y^,  x^)  d'une  equation  (i)  est  une  courbe 
algebrique  de  genre  plus  grand  que  i,  on  reconnait  algebriquement  si 
I'integrale  na  quun  point  critique  mobile,  et  V equation  sintegre  alors 
algebriquement . 

En  general,  le  lieu  des  points  (j,,  a;,)  se  compose  de  deux  courbes, 
a  savoir  le  lieu  des  points  oil  j'  devient  infinie  et  le  lieu  des  points  oil 
deux  valeurs  dey  se  permutent.  Chaque  integrate  a  au  moins  un  point 
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critique  mobile  sur  chacune  de  ces  deux  courbes.  Si,  par  hypolhese, 
elle  n'en  possede  qu'un,  il  faut  que  ces  deux  courbes  sereduisenta 
une  seule,  indecomposable. 

Quand  ces  deux  courbes  sont  distincles,  on  pent  chercher  a  recon- 
nailre  si  Tintegrale  n'a  que  deux  points  critiques  mobiles.  Plus  gene- 
ralement,  quand  le  lieu  des  points  (j,,  x^ )  se  compose  de  q  courbes  C 
distinctes,  on  pent  chercher  a  reconnaitre  si  I'integralen'a  que  y  points 
critiques  mobiles.  II  suffit  qu'une  des  courbes  C  ne  soit  pas  du  genre  o 
pour  que  notre  theorie  trouve  son  application. 

Sous  une  forme  un  peu  differente,  il  est  loisible  de  rechercher  si 
I'inregrale  n'a  qu'un  point  de  rebroussement  variable  ou  qu'un  point 
variable  oil  la  tangente  soit  verticale,  ou  encore  qu'un  seul  point  de  con- 
tact avec  chacune  deses  courbes  enveloppes,  etc. 

II  est  facile  de  multiplier  les  questions  de  cette  nature,  oii  deux 
quantites  a,  ^  liees  par  une  relation  algebrique  connue  sont  bien  de- 
terminees  pour  chaque  integrale  particuliere. 

Ghaque  fois  que  I'eq nation  entre  (a,  P)  ne  sera  pas  de  genre  o,  les 
theoremes  demontres  plus  haut  interviendront  d'eux-memes. 

Par  exemple,  cherchons  si  Tequation 

a  pour  integrale  une  fonction  dont  un  seul  point  critique  soit  mobile. 
Le  lieu  des  points  critiques  (j,,  a?,)  se  trouve  etre 


^?4-  I 


Si  nousformons  les  substitutions  rationnellesqui  permettent  de  pas- 
ser de  la  courbe  precedente  (de  genre  2)  a  la  courbe  (i),  nous  voyons 
que  la  substitution 

definite  quand  on  y  laisse  a;,,  ji  constants,  une  integrale  de  (i). 
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Cette  integrale  ainsi  calculee  algebriquement  peut  s'ecrire 

j-(3  =  (j?-a)',         avec         P'=^t^' 

6.  II  me  reste  a  dire  quelques  mots  de  Textension  de  la  methode 
aux  equations  differentielles  d'ordre  superieur.  Quand  Tintegrale  ge- 

nerale  d'une  equation 

F[r%/,7(^)]  =  o 

ne  prend  que  n  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  on  peut 
mettre,  nous  Tavonsdit,  d'une  infinite  de  manieres,  Tintegrale  sous  la 
forme 

a=rR[j%/,v,(^)], 

et  choisir  ces  integrales,  liees  par  la  relation 

de  telle  faQon  que  toute  autre  integrale 

soit  uhe  fonction  uniforme  de  a,  p,  y.  Dans  ces  egalites,  les  R,  R',  . . . 
designent  des  fonctions  uniformes  dey",  y\  j,  fonctions  qui  ne  sont 
pas  necessairementdes  fonctions  rationnelles.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  de  plus  que  Tintegrale  y  contienne  algebriquement  les  con- 
stantes  jjjjj^J,,  jj,,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  que  I'integrale  n'ait  pas 
de  points  essentiels  mobiles.  Ge  sontde  telles  equations  que  nous  nous 
bornons  a  etudier.  Nous  considerons,  en  definitive,  les  equations  du  se- 
cond ordre  (i),  dontrintegralejdepend  algebriquement  deconstantes 

Si  le  genre  cr  de  la  relation 

entrc  les  constantes  integrales  est  superieur  a  Tunite,  lestheoremes 
que  nous  avons  indiques  plus  haut  sur  les  transformations  rationnelles 
des  surfaces  permettent  d'integrer  Tequation  (i)  ou  de  la  ramener  a 
des  equations  plus  simples. 

Ann,  de  VPx.  Normale.  3-  Serie.  Tome  VIM    —  Jimllet  1891.  29 
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Deux  cas  sont  a  distinguer,  suivant  que  S  rentre  ou  nondansletroi- 
sieme  groupe  de  surfaces  defini  au  Ghapitre  II. 

Quand  S  est  du  premier  ou  du  second  groupe,  rintegralede(i)s'ob- 
tient  algebriquement. 

Elle  est  definie,  en  effet,  par  une  des  transformations  rationnelles  de 
S  en  la  surface  (i),  et  Ton  sait  calculer  algebriquement  routes  les  sur- 
faces S  distinctes  qui  correspondent  rationnellement  a  (i),  en  meme 
temps  que  toutes  les  lois  de  correspondance. 

Quand  S  est  une  surface  du  troisieme  groupe,  une  integrale  premiere 
est  de  la  forme 

(les  notations  etant  les  memes  qu'au  Ghapitre  II). 

Une  fois  les  \(x),  [X/(ir)  determines  par  cetle  condition,  il  reste  a 
integrer  une  equation  du  premier  ordre,  pour  laquelle  la  relation  entre 
les  conslantes  integrales  est  surement  de  genre  i . 

On  arrive  a  demontrerainsi  que  Tintegration  de  Tequation  (i)  sera- 
mene  a  la  recherched'une  integrale  parliculiere  quelconque  d'une  equa- 
tion lineaire  et  homogene,  suivie  d'une  quadrature.  L'ordre  de  I'equa- 
tion  lineaire  (qui  le  plus  souvent  est  egal  a  i)nepeutdepasser/>  -h  p^  —i 
[p  et  /?,  etant  les  deux  genres  de  (i)]  : 

En  definitive,  proposons-nous  le  probleme  suivant  : 

Reconnaitre  si  V integrale  de  (i)  depend  algebriquement  des  constantes 
et  correspond  a  une  relation  entre  les  constantes  integrales  de  genre  gj  >  i . 

On  determine  algebriquement  s'il  enestainsi,  et  TequationsMntegrc 
alors  soit  algebriquement,  soit  par  une  quadrature,  oubien  on  ramene 
Tequation  aux  equations  lineaires. 

Getle  methode  n'est  qu'une  extension  de  cellequ'a  employee  M.  Pi- 
card  (*),  pour  etudier  les  integrales  uniformes  ou  a  points  critiques 
fixes  des  equations  (i),  comme  notre  methode  pour  integrer  les  equa- 
tions du  premier  ordre  est  une  extension  de  celle  de  M.  Poincare. 

(*)  E.  PiCARD;  Tlieorie  des  fonctions  aigebriques  de  deux  variables  (loc,  cit.). 
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DE 


L'INTfiGRALE  HYPERELLIPTIQUE  A  L'ELLIPTIQUE 

FAR   ONE 

TRANSFORMATION  DU  TROlSltME  DEGR£  (»), 
Par  M.  F.  BRIOSCHI. 


I.  Soient  9(0?,,  a?,),  ^(x^.x^)  deux  formes  binaires  de  Tordre  n, 
et 

on  demontre  facilement  que  chaque  invariant  de  la  forme  F  s*exprime 
en  fonction  de  covariants  et  d'invariants  simultanes  des  formes  <d(x). 

La  valeur  du  discriminant  A  de  F  s'exprime  de  la  maniere  suivante 

A-:/«P, 

etant/=  (<f^)  covariant  simultane  del'ordre  2(/j  — i),  et  P  une  fonc- 
tion de  covariants  et  d*invariants  simultanes  de  Tordre  2(n—  i)(/i— 2). 
Pour  n  =  3,  on  trouve 

P  =  -2(A/-f-6/i), 

forme  du  quatrieme  ordre,  etant  k  =  (9'^),  invariant,  h  =  ^{ff)i  co- 
variant,  simultanes.  En  indiquant  par  X^,  X^,  X^,  X,  les  racines  de 


( * )  GouRSAT,  Bulletin  de  la  Society  math^matique  de  Finance,  p.  1 55 ;  1 885. — Burkhardt, 
AJathemalische  Annalerty  Band  XXX VI,  p.  ^\\. 
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Kequation  A(F)  =  o,  on  aura,  en  consequence, 

s 

0 

m  constante. 

Chacun  des  facteurs  9  —  Xvp  ayant  une  racine  double,  on  pent  poser 

a,  p  etant  des  fonctions  lineaires,  et  a  sera  un  facteur  de  /,  p  un  fac- 
teur  de  k/-h6h.  Soil 

(2)  <^  —  lXf\,z=zU, 

[X  constante;  de  Tequation  superieure,  on  deduit 

s 

1 

en  supposant 

La  transformation  ^  :=  |  conduit  a  la  reduction  d'integrales  due  a 

M.  Goursat.  L'integrale  hyperelliptique  n'est  pas  generale,  ce  que  je 
vais  demontrer  en  determinant  d'une  mani^re  nouvelle  ia  valeur  de  la 
forme  r  du  troisifeme  ordre. 

2.  En  posant  [x  —  X  =  p  des  equations  (i),  (2),  on  a 

p(^  =  jjia*  [3  —  ).  £/,         pi{;  1=  a'  j3  —  m, 
et  c'est  avec  ces  valeurs  de  9,  '\f  que  je  vais  calculer  celles  de/  et  de 

Dans  ce  but,  j'introduis  les  huit  invariants  simultanes  des  formes  u, 
a,  p  qui  suivent : 

Pozz:  (ucc^),,        P.=  (i/a«(3)„         P,=z  (iia(3«)„         P,z=  (//(3')„ 


Digitized  by 


Google 


SUR  LA  REDUCTION  DE  l'iNTEGRALE  HYPERELLIPTIQLE  A  l'eLLIPTIQUE.       22C) 

M  =  (ap)t  etant  j  =  {(uu)^.  Entre  ces  invariants,  on  a  les  relations 
suivantes  : 

PoP.-PJ  =  M»Lo,        PoP,-PtP.=  aM«Lj,        P,P,^Pi  =  Ma„ 
(3)  LoL,-LJ  =  iM'A, 

etant  A  =  (jj)2»  le  discriminant  de  la  forme  u.  En  considerant  encore 
les  deux  covariants  simultanes  /  =  ("a),  m  =  («P),  on  a  les  trois  rela- 
tions 

L,a*-2Liap4-Lo(3*=M»j, 

P,a«-2Pta(3  +  Po[3«=M«/, 
P,a*—  2P,a(3  -h  Pi(3*^  M*/w. 

Cela  pose,  on  trouve 

3p/=a(a/n-h2(3/),        pA:=:P„ 
36p*A  =  aP,«(am  -h  2^/)  —  4M*a*j  —  [l3(/a)  4-  2a(/na)]«. 

Mais 

(/a)«=Po/— Loa*,         (ma)*=P,m  — L,a*, 

2(/a)(/na)=:Pom-i-P, /—  2L,a*, 

et,  apres  quelques  reductions,  on  arrive  a  la  seconde  equation 

6p«(A/-i-6A)=:(3[i2L,a»-3Loa*(3-h6Pta/--Po(2amH-l3/)]. 
La  forme  du  troisiime  ordre  s^  est  en  consdquence  la  suwante  : 

M*r=:4PoPaa'--9Pf«';3  4-6PoP,a(3«-PJ(3». 

Les  invariants  simultanes  des  formes  u^  v  seront  done  des  fonctions  de 
Po,  Pi,  ...,  M.  En  posant  o'  =  ^(w)2,  on  a,  comme  il  est  connu,  les 
trois  invariants 

A  =  (JJ)„        B  =  (jcy)„        C  =  ((X(7),; 

Tinvariant  J  =  ( w)a  et  le  resultant  R  des  formes  m,  ^. 
La  valeur  (3)  de  A  conduit  tout  de  suite  a  la  suivante 

R=r-54PJP,A, 
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et  I'on  trouve  pour  J,  C,  B  les  valeurs 

M«J=3(P«P,-3P}-^aPoP,P,), 
M«C  =  8PiP,(P»-P{P.) 

et,  en  consequence, 

M«(9<^^  ^  8PJP,J)  =  -  48PJP,(PoP,-  P|P,). 

Enfin  le  calcul  de  rinvariant  B  donne 

M^(9B-J«)=-27PJ(P,P,-.P,P,)«. 

Ces  deux  dernieres  equations  conduisent  a  la  suivante 

3(9C  +  8PJP,J)«H-4*PJPJ(9B-J«)  =  o, 

de  laquelle,  en  multiplianl  par  3* A',  on  arrive  a  Tequation  de  condi- 
tion entre  les  invariants  A,  B,  C,  J,  R, 

3(3»AC-4RJ)*H-4'R*(9B-.J-)=o. 

deja  calculee  par  M.  Burkhardt. 
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SUR  LES 

EQUATIONS  GfiNfiRALES  DE  LA  THERMODYNAMIQUE, 

Par  p.  DUHEM, 

CliARGB   D'UN   COURS  COMPLEMENTAIRE  A   LA   FACULTE   DES  SCIENCES  DE   LILLE. 


INTRODUCTION. 

Clausius  (*)  avait  deja  consacre  un  Memoire  a  un  expose  systema- 
tique  des  equations  de  la  Thermodynamique.  Depuis,  bien  des  physi- 
ciens  ont  fait  de  cet  expose  Tobjet  de  leurs  travaux;  rappelons  seule- 
ment  les  noms  de  ceux  qui  ont  fait  sur  ce  sujet  les  plus  importantes 
recherches. 

Au  premier  rang,  il  convient  de  citer  M.  F.  Massieu  (');  il  a  obtenu 
un  resultat  capital,  a  savoir  que  toutes  les  equations  de  la  Thermody- 
namique peuvent  etre  ecrites  au  moyen  d'une  seu\e  /onciion  caracte- 
ristique  et  deses  derivees  partielles,  cette  fonction  changeant  d'ailleurs 
avec  les  variables  independantes  adoptees. 

M.  Gibbs  (*),  dans  le  Travail  celebre  oil  il  a  demontre  que  les  fonc- 
tions  caracteristiques  de  M.  Massieu  pouvaient  jouer  le  role  de  poten- 
tials dans  la  determination  des  etats  d'equilibre  du  systeme,  a  fourni 

(*)  R.  Clausius,  Sur  dherses  formes  des  Equations  fondamcntales  de  la  Thcrmodjna- 
niiqucj  qui  sont  commodes  dans  I'application  {Tli4orie  mdcanique  de  la  rhalcur.  Trad. 
Folie,  M6moire  IX). 

(')  F.  Massieu,  Sur  les  fonctions  caract^rLftiqites  (Comptes  rendus,  t.  LXIX,  p.  858  ef 
loSy;  1869).  — Memoire  sur  les  fonctions  car€u:t^ristiques  des  divers  fluides  et  sur  la 
thdbrie  des  vapeurs  {Savants  Strangers,  t.  XXII;  1876). 

(•)  J.  VVillard  Gibbs,  On  the  equilibrium  oj  heterogeneous  substances  {Transactions  of 
the  Connecticut  Academy,  t.  HI;  187.5-1876). 
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egaleraent  de  profondes  idees  sur  les  equations  de  la  Thermodyna- 
mique  prises  sous  la  forme  la  plus  generale. 

M.  H.  von  Helmholtz  (*)  a  developpe  de  son  cote  des  idees  analo- 
gues. 

Enfin,  M.  Arthur  von  Oettingen  (*)  a  donne  un  expose  de  laTher- 
inodynamique  d'une  remarquable  generalite;  il  a  cherche,  dans  cet 
expose,  a  metlre  nettement  en  evidence  le  caractere  dualistique  que 
presente  le  developpement  de  la  Thermodynamique,  caractere  deja 
marque  par  M.  Massieu. 

Malgre  I'importance  des  travaux  que  nous  venons  de  citer,  nous 
voulons  tenter  a  notre  tour  de  donner  des  equations  generales  de  la 
Thermodynamique  un  expose  systematique.  En  faisant  autrement  que 
les  illustres  pbysiciens  dont  les  noms  viennent  d'etre  cites,  nous 
n'avons  pas  la  pretention  de  faire  mieux;  mais  nous  pensons  qu'ily  a 
interet  a  presenter  Tenchainement  analytique  de  la  Theorie  mecanique 
de  la  chaleur,  en  adoptant  successivement  des  methodes  tres  diffe- 
rentes;  cliacune  de  ces  methodes  met  particulierement  en  evidence 
Tune  ou  Tautre  des  idees  qui  ont  preside  au  developpement  de  la 
Science. 

Le  Travail  que  nous  publions  aujourd'hui  n'est  pas  nouveau  :  nous 
I'avons  redige  en  1888,  comme  fragment  d'une  etude  fort  etendue  sur 
la  Thermodynamique,  pour  les  besoins  de  notre  enscignement  de  la 
Faculte  des  Sciences  de  Lille.  Ce  premier  Memoire,  tres  general,  trai- 
tera  des  systemes  definis  par  un  nombre  limite,  mais  quelconqiie  d'ail- 
leurs,  de  paramelres  quelconques.  Dans  un  Memoire  ulterieur,  pour 
eclairer  celte  theorie  generale  par  un  exemple,  nous  en  ferons  I'appli- 
cation  aux  systemes  definis  seulement  par  deux  paramelres  que  Ton 
etudie  dans  les  Traites  de  Thermodynamique. 


(*)  H.  VON  Uemlholtz,  Zttr  Thermodynamik  c/iemifc/ier  Forgiinge  {Sitzu/tgsber,  der 
BerL  Akademie,  t.  I,  p.  aS;  i88'>.). 

(*)  Arthur  von  OexTiNGEN,  Die  thermodynamischen  Beziehungen,  wituheiisch  ent- 
wickelt  (Memoires  de  rAcad4mie  de  Saint- Pe'ters hour g,  t.  XXUI;  i885). 
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CHAPITRE  I. 

feTUDE  THERMIQUE  DUN  SYSTfiME  DONT  ON  SE  DONNE  LES  feQUATIONS 

D'fiQUILIBRE. 


Considerons  un  systeme,  de  dimensions  finies  ou  infinimcnt  petiles, 
ayant  en  tous  ses  points  la  meme  temperature.  Soil  &  cette  tempera- 
ture, lue  sur  un  thermometre  quelconque.  Nous  supposerons  que 
I'etatde  ce  systeme  soit  defini  sans  ambiguite,  lorsqu'on  se  donne  les 
valeurs  d'un  certain  nombre  limile  de  parametres  arbitraires,  qui  sont 
la  temperature  ^  et  /z  autres  variables  independantes  a,  (i,  . . .,  X. 

Nous  supposerons  que  Ton  puisse  appliquer  a  ce  systeme  les  deux 
principes  fondamentaux  de  la  Thermodynamique,  sous  leur  forme 
ordinaire;  cela  suppose  que  le  systeme  remplit  les  conditions  sui- 
vantes  : 

1°  Ce  systeme,  etant  place  dans  une  enceinte  dont  la  temperature  ^ 
est  egale  a  la  sienne,  on  pent  le  maintenir  en  equilibre  en  lui  appli- 
quant  certaines  forces  cxterieuresconvenablement  choisies; 

2°  Ces  forces  sont  determinees  sans  ambiguite  lorsqu'on  connait  les 
valeurs  des  parametres  a,  p,  . . .,  X,  ^. 

Cette  derniere  condition  pent  s'enoncer  d'une  maniere  plus  precise 
sous  la  forme  suivante  : 

Si  Ton  donne  aux  parametres  a,  [3,  ...,  X,  &  des  variations  infini- 
rnent  petites  arbitraires  Sa,  S[3,  ...,  SX,  S2r,  les  forces  susceptibles  de 
maintenir  le  systeme  en  equilibre  effectuent  un  travail  virtuel 


les  quantites 


^S,z=:Ada4-Bd(3 

A,     B,     . 


L^x-f-ea^; 


L,     0 


sont  des  fonctions  uniformes,  finies  et  continues  des  variables 

Jnn.  de  i'Ac,  Normale.  3*  Serie.  Tome  VII.  —  Aoot  1891. 
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Supposons  que  Ton  connaisse,  par  Texpericnce  ou  par  une  autre 
voie,  ces  (/i-+-  i)  fonctions 

A  =3 /^(a,;3,  ...,>.,&), 

^•^  )   ' 

L=/x(a,|3,  ...,>,^), 

Nous  dirons  alors  que  Ton  connait  les  equations  d* eqiiilibre  du  sys- 
Icme. 

Supposons  qu'un  semblable  systeme  subisse  une  modification  inti- 
niment  petite,  correspondant  au\  variations  Sa,  S^,  ...,  oX,  cr  des 
parametres;  il  degagera  une  quanlite  de  cbaleur  rfQ. 

Soit  U  la  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de  a,  ^,  . . .,  A,  Xy  qui 
represente  I'energie  interne  du  systeme;  posons 


(^) 


n,= 

dx 

A 
E 

Kp  = 

dU 

B 

■  d?> 

E 

Hx- 

L 
E 

/-> 

dli 

e 

C    = 

O's 

E 

E  etant  Tequivalent  mecanique  de  la  chaleur;  nous  aurons 

^Q  =  -  ( Ra  (5a  -+-  R,s  5?  -f-  . .  .-f-  Rx  5X  4-  C  d^). 

Si  done  nous  connaissons  les  quanlites 

Ra,    Rp,     ...,    Rx,    C, 

noussaurons  calculer  la  quantite  de  chaleur  degagee  ou  absorbee  dans 
une  modification  infiniment  petite  quelconque  subie  par  le  systeme  ii 
parlir  d'un  etat  d'equilibre  determine.  Nous  dirons  alors  que  retude 
thermique  du  systeme  en  equilibre  est  faite. 

Nous  donnerons  aux  coefficients  R^,  R^»  ...,  Rx.  C  le  nom  de  coeffi- 
cients  calorijiques  du  systeme,  11  en  est  un  qui  se  distinguera  des  autres 
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par  des  proprietes  parliculiepes  :  c'est  le  coefficient  C;  nous  lo  nom- 
merons  capacite  calorijique  du  systeme,  pour  le  systeme  de  variables  ol, 
p,  ...»  A,  S. 

Des  equations  (2)  nous  deduisons  des  egalites  de  la  forme 


(3) 
(3') 


d^'       da    ~      ¥.\d^       dxj' 


Ces  egalites  sont  des  consequences  des  egalites  (2),  c'esl-a-dire  du 
principe  de  {'equivalence  de  la  chaleuret  du  travail.  Reciproquement, 
si  Ton  prend  (n  -+- 1)  fonctions  A,  B,  . . .,  L,  0  et  (n  -+- 1)  autres  fonc- 
lions  Ra,  Rp,  ...»  Rx,  C,  le  systeme  qui  serait  en  equilibre  sous  Taction 
de  forces  exterieures,  dont  le  travail  virtuel  aurait  pour  expression 

^/(5e  =  A  ^a  -h  B  o;3  -h . . .  -h  L  (5X  -4-  0  02r, 
et  qui  degagerait,  dans  toute  modification,  unequantite  de  chaleur 

<YQ  m  —  ( Ra  6a  H-  Rp  0^  -+- . . .  H-  Rx  oX  -+-  C  (5^ ), 

serait  soumis  au  principe  de  Tequivalence  de  la  chaleur  et  du  travail ; 
en  eflet,  d'apres  les  equations  (3)  et  (3'),  11  existerait  une  fonction 
uniforme  U  de  a,  ^,  . . .,  X,  &,  telle  que  Ton  ait 

Imaginons  maintenant  que  S  soit  la  fonction  uniforme,  finie  et  con- 
tinue de  a,  ^,  . . .,  X,  3r,  qui  represente  I'entropie  du  systeme. 
La  definition  meme  de  I'entropie  nous  donnera 


(4) 


;    R« 

dS 

F(5) 

Ox 

R?  _ 

^W 

F(&) 

dy 

"nx"' 

d?> 

F(S)  - 

0/.' 

c    _ 

dS 

F(a)  ~ 

d^' 

F(&)  etant  la  temperature  absolue  du  systeme. 
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Do  ces  egalites  (^i),  nous  deduirons  des  egalites  de  la  forme  sui- 
vanle  : 


Ces  egalites  sont  des  consequences  des  egalites  (\),  c'est-a-dire  du 
principe  dc  Carnot. 

Reciproquement,  si  Ton  donne  un  svsteme  dans  lequel  le  degage- 
ment  de  chaleur  elementaire,  a  partir  d'un  etat  d'equilibre,  est  donne  j 

par  Texpression  ' 

dQ--  (R^  da  +  Rp  6;3  H--. . .  -H  Rx  3a  -f-  C  d2), 

si  les  fonctions  Ra,  Rp,  ...,  Rx,  C  verifient  les  egalites  (.))  et  (5),  il 
existe  une  fonction  uniforme  S  de  Telat  du  syslenie  telle  que 


F(2r) 


et  le  systeme  satisfait  au  principe  de  Carnot. 
De  la  la  consequence  suivante  : 

Prenons  un  systeme  dont  requilibre  est  assure  par  des  forces  ay  ant 
pour  travail  virtuel  la  quantite 

^Ce= A  3a  4-  B  a;3  -h. . .  4-  LoX  +  c  os, 

et  dans  lequel  une  transformation  elementaire  a  partir  d'un  etat  d'equi- 
libre degage  une  quantite  de  chaleur 

^/Q  =  -  ( R  a  3  3c -+- R  p  a  ;^ -H . . .  4- Rx  3X -H  C  3^ ) ; 

pour  que  ce  systeme  verifie  les  deux  principes  fondamentaux  dc  la  Titer- 
modynamiquCy  dfaut  et  il  suffit  que  les  deux  quantites 

(Ra-^  g)  rfa  -^  ^Rp+  gj  ^[3  +.  .  .4-  (Rx^  1)  ^X  4-  (C  4-  I)  ^2r, 

soient  deux  differentielles  totales. 
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Cetle  methotle,  propre  a  exprimer  qu'un  systeme  verifie  les  dcux 
principes  fondamentaux  de  la  Thermodynamique,  est  connue  depuis 
longtemps. 

Des  i854»  dans  le  Memoire  meme  oil  il  etendait  le  second  principe 
de  la  Thermodynamique  a  lous  les  cycles  fermes,  Clausius  (*)  faisait 
usage  de  cette  methode.  En  i858,  G.  Kirchhoff  (*)  en  montrait  la 
fecondite  par  de  magnifiques  applications  a  Tetude  des  changements 
d'etat.  En  i863,  Clausius  (')  ecrivait  un  Memoire  specialement  des- 
tine a  montrer  comment  toutes  les  equations  de  la  Thermodynamique 
pouvaient  s'etablir  par  cette  methode  unique.  C'est  egalement  la  me- 
thode suivie  par  Reech  (*)  dans  son  grand  Memoire  sur  la  Thermody- 
namique. 

En  comparant  les  equations  (3)  et  (5),  nous  arrivons  a  une  serie 
d'egalites  de  la  forme 
...  fU      dB 

Ce  sont  la  des  relations  que  les  quantites  A,  B,  . . . ,  L,  qui  figurent 
dans  les  egalites  (i),  doivent  avoir  entre  elles;  ces  quantites  ne  sont 
done  pas  independantes.  On  ne  pent  pas  choisir  arbitrairement  les 
(n  4-  i)  fonctionsya,  /p,  . . . ,  /x,  /^  qui  doivent  figurer  dans  les  equa- 
tions d'equilibre  (i)  du  systeme.  Le  systeme  qu^  Ton  imaginerait  ainsi 
ne  pourrait  pas  rentrer,  en  general,  parmi  ceux  auxquels  sont  appli- 
cables  les  propositions  de  la  Thermodynamique. 

Les  egalites  (G)  conduisent  a  la  conclusion  suivante  : 

llexiste  une  fonction  uniforme,finie  et  continue 


.  (1)  R.  Clausius,  Sur  une  autre  forme  du  second  principe  de  la  T/idorie  micanique  de 
la  chaleur  {The'orie  mecanique  de  la  chaleur,  i""*  edition.  Trad.  Folie,  t.  I,  p.  i54). 

(*)  G.  KinciiiiOFF,  Veber  einen  Satz  der  mechanischen  Wdrmetheorie  und  euii^e 
Anivendungen  desselben  {Poggendorff's  Annalen  derPhysik  und  Chemie,  t.  Cm;  i858). 

(')  R.  Clausius,  Sur  diverses  formes  des  Equations  fondamentales  de  la  Thtforie  meca- 
nique de  la  chaleur,  qui  sont  commodes  dans  r application  (  Thiorie  mdcaiuque  de  la 
chaleur,  T*  Edition.  Trad.  Folie,  t.  1,  Memoire  IX). 

(*)  Reecii.  The'orie  des  effets  djrnamiques  de  la  chaleur  {Journal de LiouvUle,  t.  XVllI, 
p.  357;  i853). 
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(les  (/2  4- 1)  parametres  a,  p,  ...,X^3',  qui  dejlnissent  retat  d\in  sys- 
teine  auquel  les  propositions  de  la  Thermodynamique  sont  applicables,  telle 
que  les  equations  d'equilibre  du  systeme  puissent  secrire  de  la  maniere 
suiK'ante 

(7)  ' 

1   » 

I  L=^-f(«,j3 X.S), 

e^      /5(«,|3 >.,':r), 

la  fonclion  f^  etant  independanle  de  la  fonclion  J. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage,  pour  le  moment,  sur  cette  ro- 
niarque  que  nous  retrouvorons  plus  loin  sous  uno  autre  forme. 

\in  comparant  les  relations  (3')  et  (5'),  nous  (rouvons  la  serie  des 
relations 


{^) 


I     » 

L,    _  L  F(3r)  (d&       d\.\ 


Cos  egalites  (8)  nous  montrent  que,  lorsquon  connait  les  equations 
dequilihre  du  systeme y  cest-a-dire  les  expressions  des  quantites  A,  B,  . . . , 
I^,  0,  on  peut  calculer  completement  tous  les  coefficients  calorifiques  du 
systeme,  sauf  la  capacite  calorifique. 

La  premi(3re  relation  de  la  forme  (8)  qui  ait  ete  donnee  en  Ther- 
modynamique est  la  relation  entre  la  chaleur  de  vaporisation  d'un 
liquide,  sa  tension  de  vapeur  saturee  et  les  volumes  specifiques  du 
liquide  et  de  la  vapeur.  Gette  relation,  deduite  en  i834  par  Clapeyron 
des  idees  de  Carnot,  a  ete  corrigee  et  completee  par  Clausius  el 
W.  Thomson.  Nous  retrouvons  ici  Tidee  de  Clapeyron  sous  sa  forme 
la  plus  generale. 

La  capacite  calorifique  C  n'est  pas  entierement  delerminee  par  la 
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seule  connaissance  des  equations  d'equilibre  (i)  du  systeme;  mais  les 
equations  (3'),  jointes  aux  equations  (8),  nous  donnent  les  egalites 
suivantes  : 


(9) 


~E'(V^^        d>JL'       d^  F(^)J        F(^)V(^3r* 


dl        E(\^^        dX/L        ^^  F'(^)J        F'(3r)V(^3?»        dl  d?j  J  \ 

F.es  equations  (9)  conduisent  a  la  conclusion  suivante  : 

Lorsquon  connatt  les  equations  d'equilihre  d'un  systeme ,  on  pent  cal- 
Ciller  les  derivees partielles  de  la  capacite  calorifiqiie  du  systeme  par  rap- 
port a  tous  les  parametres  qui  definissent  ietat  du  systeme,  saufsa  deri^'ee 
par  rapport  a  la  temperature;  la  capacite  calorifique  est  determinee  a  line 
fonction  pres  de  la  temperature. 

Pour  achever  de  connaitre  la  capacite  calorifique  C,  il  faudrait  con- 
naitre  la  valeur  de  cette  quantite  pour  un  systeme  particulier  de 
valeurs  des  parametres  a,  p,  . . . ,  X,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  £r. 

Nous  arrivons  ainsi  a  la  conclusion  suivante  : 

Lorsquon  connatt  les  equations  d'equilibre  d*un  systeme,  qui  ne 
peiivent  d'ailleurs  pas  Hre  donnees  arbitrairementy  mais  doii'ent  Hre  de 
la  forme  (7),  pour  achever  complctement  V etude  thermique  du  systeme 
suppose  en  equilibre,  il  est  necessaire  et  siiffisant  de  determiner  la  suite  de 
valeurs  que  prend  la  capacite  calorifique  C  pour  un  systeme  particulier  de 
a,  j3,  . . . ,  X  et  pour  toute  valeur  de  2r. 

Nous  avons  suppose  la  temperature  £r  lue  sur  un  thermometre  quel- 

conque.  Prenons  pour  temperature  la  temperature  absolue  ellc-meme, 

cas  auquel  nous  poserons 

&  =  T. 

Dans  ce  cas,  nous  aurons  identiquement 

F(T)  =  T. 
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Les  egalites  (8)  devie  nil  runt  simplement 


n  _     T/«^e      d.K 


^lO) 


^  TfdS       d\i\ 


T  /^  _  dL 


^^^-lii-^r)- 


Les  egalites  (9)  prendront  la  forme  beaucoup  moins  compliquee 
dC  _T/  d'S        d'\\ 

(II)  {d?>~'  K\d?^dT       dT'j' 

9 


dl  ~  E 


Les  equations  (9)  se  simplificnt  egalement  beaucoup  dans  un  cas 
particnlier  qui  a  un  grand  interel  :  c'est  celui  oil  les  parametres  a, 
[3,  . . . ,  X  ont  ete  cboisis  de  telle  sorte  que,  si  Ton  fait  varier  la  seule 
temperature  &,  en  les  maintenant  constants,  tons  les  points  du  sys- 
teme  demeurent  immobiles.  Dans  ce  cas,  la  seule  variation  du  para- 
metre  ^  nc  pent  enlrainer  aucun  travail  des  forces  exterieures;  on  a 

done 

0=10. 

Des  lors,  les  equations  (8)  deviennent 

*""      E  F'(&)  dls' 
I   F(^)  d^ 
(i'.0  {^""      EF(^)^^' 

> 

I    F(^)  dL^ 


Rx  =  - 


E  FH^)  d"^' 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES    EQUATIONS    GENERALES    DE    LA   THERMODYNAHIQUE. 

Les  equations  (9)  deviennenl 

<?a""E'/L'       <^aF'(SjJ<^       F'(&)  (J9' r 


241 


(i3) 


—  1 )  r   _  -^  F(5)']  ^  _  F(5)  d»B 
~E/L'       <feF'(&)J<»       F'(3)  (»' 

^  —  1 !  r   _  -^  F(5)1  ^  _  F(5)  d»L 
«».  ~  Ej  ['       di  F'(&)J  <»       F'(S)  (»* 


Si,  dans  ces  egalites  (12)  et  (i3),  on  pose 
on  trouve  les  egalites  Ires  simples 


(•4) 


(i5) 


R„=: 

T  dA 

E<fr' 

Rp  = 

T  dB 
E  dT' 

Rx  = 

T  dL 
E  drr' 

dC 

T  d»A 

dx  ~ 

E  dT*' 

dC 

Td'B 

d^- 

E(>T«' 

dC 

E  d^L 

dl- 

T  dT« 

-//<«.  </ff  r^f.  Normale.  3*  Serie.  Tome  VIII.  —  A<»ut  1891. 


3i 
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CHAPITRE  II. 


fiQUATlONS  D'fiQUlLlBRE  D'UN  SYSTJfeME  DONT  L'fiTUDE  THERMIQUE 
EST  SUPP0S£E  FAITE. 


Supposons  maintenant,  a  Tinverse  de  ce  que  nous  avons  suppose  au 
Chapitrc  precedent,  que  nous  ayons  un  systeme  defini  par  les  (/i  -h  i) 
paranietres  a,  p,  ...,  X,  &,  et  que  Tetude  thermique  du  systeme  ait 
ete  faite  pour  toute  modification  du  systeme  pris  dans  un  etat  d'equi- 
lihre. 

Si  les  parametres  a,  p,  . . . ,  X,  &,  varient  de  oa,  Sft,  . . . ,  Sa,  Sr,  le 
systeme  etant  primitivement  en  equilibre,  il  se  degage  une  quantite 
do  chaleur 

c?Q  =z:- (B«a«  4- Rp  3{3 +. . . -f- Rx  5X -+- C  3^), 

Ra.  Rp.  •  • . »  Rx»  C  etant  des  fonctions  connucs  de  a,  p,  . . . ,  A,  r. 

Nous  nous  proposons  de  rechercher  si  Ton  peut  determiner  les  va- 
leurs  des  quantites  A,  B,  ...,  L,  0,  qui  determinent  Tequilibre  du 
systeme  lorsque  les  parametres  dont  depend  son  etat  ont  les  valeurs 
a,  p X,  &. 

Nous  avons,  pour  efTectuer  cette  determination,  les  equations  sui- 
vantes  : 
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qui  nous  donnent  les  deux  series  d'egalites 


<^A       d%_         F'(&) 
dS       da  "  F(&) 

dB     (je_    _F'(&) 


(Sfttv)  <  <J5       dp~      ^F(&)*^^' 


dL       de_      pF'(S),. 

5s  ~  dx -"**¥(&)" "'■• 


Les  valeurs  de  A,  B,  ....  L,  0,  qui  conviennent  a  I'equilibre  du  sys- 
teine,  verifient  ces  egalites  (C)  et  (8  bis) ;  mais  ces  egalites  ne  pcuvent- 
elles  pas  etre  verifiees  par  d'autres  determinations  de  A,  B,  . . . ,  L,  0? 
Pour  repondre  a  cette  question,  proposons-nous  d'integror  d'unc 
maniere  generale  les  equations  (6)  et  (8  bis). 

D'apri>s  les  egalites  (5),  il  doit  exister  une  fonction  uniforme 


telle  que  Ton  ait 


&'(«,  p,  ...,)., S), 


K«=  £()'(«.  P.  •••.>-.^). 


^.6)  'Kp=|ff(«.l^ >-.-)' 


U),==4(j(«.  P.  •••.>•.&). 


On  integrera  de  la  maniere  la  plus  generale  les  egalites  ((>)  en  po- 
sant 

y 

d 


^,f(«,  (3,  ...,).,&), 
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.f(a,  p,   ...,  X,  &)  etant    une   fonction   uniforme  arbitraire  de  a, 
p,....X,  &. 

Parmi  les  fonctions  Cf(a,  p,  . . . ,  X,  &)  qui  verifient  les  egalites  (16), 
choisissons-en  une;  en  vertu  des  egalites  (16)  et  (17),  les  egalites 
(8  bis)  deviendront 

dS_d  pj(a,  ?,...,}.,  ^)      pr(^)^  ^1 


roil 


(«^)         "—  ^^ F(^)  '^^      H»  ••  •>  ^t  =^)  -^-9C^)» 

9(&)etant  une  fonction  uniforme  arbitraire  de  la  variable  &. 

La  fonction  (,'(a,  p,  ...,  X,  &)  est  determinee;  mais  les  fonctions 
j(a,  p,  . . .,  X,  2r)  et  9(2r)  sont  arbitraires;  // j  a  done  une  infinite  de 
systemes  de  valeurs  des  quantites 

A,    B,     ...,    L,    e, 

qid  integrent  les  equations  (6)  et  (8  6w),  r expression  de  ces  fonctions 
depend  de  deux  fonctions  arbitraires,  I'une  des  (/i  4-  i)  variables  a, 
P,  . . . ,  X,  &,  V autre  de  la  seule  variable  £r;  parmi  ces  systemes,  un  et  un 
seul  est  tel  que  les  forces  dont  le  trai>ail  virtuel  a  pour  expression 

c^Ge  =  A  (5a  -f-  B  a;3  -h . . .  -h  L  (5X  -+-  e  a& 

maintiennent  te  systeme  en  equilibre, 

Ainsi  une  etude  thermique  complete  d'un  systeme  en  equilibre  est 
loin  de  fournir  des  renseignements  suilisants  pour  qu'il  soit  possible 
d'ecrire  les  equations  d'equilibre  du  systeme. 
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CHAPITRE  IIL 

DU  POTENTIEL  THERMODYNAMIQUE. 


Considerons  un  systeme  qui  soil  soumis  aux  conditions  necessaires 
et  suffisantes  pour  que  Ton  puisse  appliqucr  les  theoremes  de  la  Tlier- 
modynamique  sous  leur  forme  habituelle. 

Supposons  qu'une  transformation  fasse  passer  ce  systeme  de  I'elat 
initial  i  a  I'etat  final  2.  A  un  instant  quelconque  de  la  transformation, 
le  systeme  est  suppose  avoir  la  meme  temperature  en  tous  ses  points; 
cette  temperature  pent  d'ailleurs  varier  d'un  instant  a  I'autre. 

Pendant  une  des  transformations  elementaires  en  lesquelles  pent  se 
decomposer  cette  transformation  finie,  le  systeme  a  la  temperature  &; 
il  degage  une  quantite  de  chaleur  dQ;  sa  force  vive  croit  de  S  V  — ^• 

La  transformation  tout  entiere  fait  passer  Tentropie  du  systemo  de 
la  valeur  S,  a  la  valeur  83. 

Pour  toute  transformation  realisable  nous  devons  avoir  (') 

P  etant  une  quantite  essentiellement  positive  a  laquelle  Clausius  a 
donne  le  nom  de  transformation  non  compensee.  Cette  quantite  devient 
egale  a  o  lorsque  la  modification  est  reversible. 

On  peut  donner  a  I'expression  d'une  transformation  non  compensee 
une  forme  differente  de  celle  qui  est  formee  par  Kegalite  (19). 

Le  principe  de  Tequivalence  de  la  chaleur  et  du  travail  nous  fournit 
Fegalite 


(*)  P.  DuHEM,  itude  sur  les  travaux  thermod/namiques  de  M.  W'dlard  Gibbs,  6ga- 
]il6  (i4)  {BuUethi  des  Sciences  mathematiques,  i*  scrie,  t.  Xf ;  1887). 
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U  designant  I'energie  interne  du  systeme.  Done,  au  lieu  d'ecrire, 
comme  expression  de  la  transformation  non  coaipensee,  Tegalite  (t9)» 
on  pent  ecrire 

(io)  ^="e/   V(Y)(^^r-EdU)4-S,~S.. 

Cette  forme  (20)  devient  parliculierement  remarquable  si  la  modifica- 
tion est  isothermique,  Dans  ce  cas,  on  a 

F(^)  =:=  const., 
et  Tegalite  (20)  devient 

(21)  KFO)P  =  E[U.-F(&)S.]-E[U,-F(2r)S,]-f-r 

Le  second  mombre  renferme  un  travail 


Le  premier  membre  est  done  une  grandeur  de  meme  espece  qu'un 

travail.  Des  lors,  pour  une  modification  quelconque,  isotbermique  ou  j 

non,  nous  donnerons  a  la  quantite 

le  nom  de  travail  non  compense  accompli  durant  la  transformation. 

L'egalite  (21)  pent  alors  s'enoncer  ainsi  : 

Dans  une  modification  isothermique  quelconque^  le  travail  non  com-  j 

pense  est  la  somme  :  j 

1°  Du  travail  des  forces  exterieures; 

2°  De  la  variation  changee  de  signe  d'une  function  uniforme  de 
Tetat  du  systeme  definie  par  Tegalite 

(29.)  .fz:iE[U-F(^)S]. 

Ce  travail  est  done  egal  au  travail  mecanique  qui  serait  accompli 
dans  la  modification  consideree  si  le  systeme  etait  soumis  : 
1°  Aux  memes  forces  exterieures; 
2''  A  des  forces  interieures  admettant  un  potentiel  egal  a  S. 
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De  la  le  nom  Ae  potenliel  thermodynamiqiie  interne  que  nous  donne- 
rons  a  la  fonclion  S  definie  par  Tegalite  (22). 

Cette  fonction  a  ete,  pour  ia  premiere  fois,  etudiee  par  M.  Massicu, 
qui  lui  a  donne  le  nom  de  fonction  caracteristique.  M.  Gibbs,  qui  en  a 
fait  usage  ensuite,  lui  a  donne  le  nom  de  fonclion  de  force  a  tempera- 
ture constante.  Maxwell,  puis  M.  von  Helmholtz  I'ont  nomme  energie 
lib  re. 
\  Dans  toute  transformation  realisable,  le  travail  non  compense  est 

positif.  Par  consequent,  si  iin  svsteme,  dont  la  temperature  est  maintenue 
constante,  se  trouve  dans  un  etat  tel  que  toute  modification  isothermique 
virtuelle  entratne  un  travail  non  compense  negatif,  le  systeme  est  assure- 
ment  en  equilihre, 

11  arrive  souvent  que  le  travail  effectue  dans  une  modification  iso- 
thermique  reelle  ou  virtuelle  par  les  forces  exterieures  appliquees  au 
systeme  se  trouve  elre  la  variation  changee  de  signe  d'une  certaino 
fonction  Q,  determin^e  d'une  maniere  uniforme  par  Tetat  du  systeme 

Les  forces  exterieures  appliquees  au  systems  admettenty  a  temperature 
constante,  un  potentiel  ti. 

L'egalite  (21)  devient,  dans  ce  cas, 

EF(5)P=r      E[U,-F(2r)S,]  +  i2, 

ou  bien,  en  posant 

(23)  <l>r- :E[U-F(&)S]-+-S2, 

(24)  EF(^)P  =  4^i-4^,. 

Le  tras^ail  non  compense  accompli  dans  une  modification  isothermiquc 
quelconque  est  alors  la  variation  changee  de  signe  d'une  fonction  uni- 
forme de  I* etat  du  systeme;  nous  donnerons  a  cette  fonction  le  nom  de 
potentiel  thermodyna/nique  du  systeme. 

D'apres  cette  definition,  si  un  systeme^  dont  la  temperature  est  main- 
tenue constante,  se  trouve  dans  un  etat  tel  que  son  potentiel  thermodyna- 
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mique  ait  une  valeur  minimum  parmi  toules  celles  quil  peut  prendre  a  la 
m^me  temperature,  le  systeme  est  en  equilibre. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  est  defini  par  Tegalite 

(•.>.'0  .f  =  E[U  — F(S)S]; 

le  potentiel  ihermodynamique  total  est  defini  par  Tegalite 

Chacune  des  trois  fonctions  U,  S,  Q  est  definie  a  une  constante  pres. 
H  en  resulte  qu'a  chacun  des  deux  potentiels  Ihermodynamiques 
on  peut  toujours  ajouter  une  quantite  de  la  forme 

AF(^)H-B, 

A  et  B  etant  deux  constantes  arbitraires. 


CHAPITRE  IV. 

fiTUDE  D  UN  SYSTfiME  DONT  LE  POTENTIEL  THERMODYNAMIQUE 
EST  SUPPOSE  CONNU. 


Considerons  un  systeme  defini  par  (/i  -h  i)  parametres,  au  nombre 
desquels  figure  la  temperature  ^;  soient 

ces  parametres.  Supposons  que  Ton  connaisse  le  potentiel  thermody- 
namique  interne  de  ce  systeme.  Ce  sera  une  fonction  uniforme  des  va- 
riables a,  p,  ...,  X,  &, 

Peut-on,  en  premier  lieu,  determiner  les  forces  exterieures  qui  main- 
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tiennent  ce  systeme  en  equilibre,  c*est-a-dire  les  (n  +  i)  fonctions 

A,     B,     . .  ■>     L,     H, 

telles  que 

</(?e  =  A  aa  -h  B  3(3  4- . . .  ■+•  L  a>  -4-  ©  3^ 

represente  le  travail  virtuel  de  ces  forces? 

Supposons  le  systeme  soumis  a  ces  forces;  si  les  parametres 

a,     (3,     ...,     X 
variant  de 

3a,  dp,    ...,  ax, 

tandis  que  ^  demeure  constant,  nous  obtiendrons  une  modification  iso- 
thermique,  reversible,  infiniment  petite,  dans  laquelle  le  travail  non 
compense  doit  etre  egal  a  o, 

EF(&)flfP  =  o. 

Or,  dans  toute  modification  isothermique» 

EF(&)rfP  =  — aj'-i-flfG,. 
Dans  le  cas  actuel, 

rf5,=  Aaa   -hBa(3    4-...-+-La>. 
On  doit  done  avoir,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  Sa,  Sp,  . . .,  SX, 

(*-k)*»-(''-|)*---('-S>=»' 

ce  qui  entraine  les  egalites 

A=^^(«,P,  ...,X,&), 
(.5)  .B  =  |.f(a,P,...,X,^), 


L  =  |j.f(«,p,...,X,&). 


Ces  egalites  (2.5),  dans  lesquelles  les  seconds  membres  sont  des  fonc- 

Ann.  de  Vt,c.  Normale,  3«  Seric.  Tome  VI II.  —  Aout  i8qi.  32 
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tions  uniformes  de  a,  {5 X,  2r,  determinent  le  travail  virtuel  des 

forces  exterieures  propres  a  maintenir  le  systeme  en  equilibre,  sauf  k 
terme  0  22^. 

Pour  acliever  Tetude  mecanique  du  systeme,  il  faudra,  d'une  ma- 
niere  quelconque,  determiner  la  quantite  0,  c'est-a-dire  joindre  aux 
egalites  (25)  une  egalite  de  la  forme 

Les  equations  d'equilibre  une  fois  determinees  par  les  egalites  (aa)  et 
(26),  les  coefficients  calorifiques 

Ra,    Rp,     ...,    Hx 

seront  determines  par  les  egalites  (8),  qui  deviendront 

(27)  /*'p-EF\^)W?    ()?<y^) 


L'egalite  quo  definit  i 
(0.0.)  .T  — E[L-F(&)S] 

donne 

Mais  on  a  evidemment 


On  a  (lone 

"=i[*-is^,(/.-i)]' 
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On  voit  done  que,  si  Von  connait  le  potentiel  thermodynamique  interne 
d'un  sy Sterne  et  si  Von  connait  en  outre  la  fonction  f^^  on  sait  determiner 
les  conditions  d'equiUbre  du  systeme,  Venergie^  Ventropieet  les  coefficients 
calorifiques  du  systeme  en  equilibre,  en  sorte  que  Vetude  mecanique  et 
thermique  du  systeme  en  equilibre  est  complete. 

Les  egalites  (27),  (28),  (29),  (3o)  ont  ete  demontrees  en  suppo- 
sant  que  les  egalites  (25)  et  (26)  etaient  verifiees,  c*est-a-dire  que  le 
systeme  etait  souinis  aux  forces  exterieures  qui  en  assurent  Tequi- 
libre. 

Cette  restriction  devra  toujours  etre  observee  lorsqu'on  voudra  faire 
usage  des  egalites  (27)  et  (3o).  Mais  nous  aliens  voir  que  les  egalites 
(28)  et  (29)  peuvent,  au  contraire,  etre  demontrees  sans  faire  aucune 
hypothese  sur  les  forces  exterieures  auxquelles  le  systeme  est  soumis. 

Supposons  le  systeme  soumis  a  des  forces  exterieures  quelconques ; 
lorsque  les  parametres  a,  p,  ...,  X,  5  eprouvent  des  variations  oa, 
Sp,  . . .,  8X,  o3r,  le  travail  exterieur  effectue  a  pour  expression 

A\  B\  . . .,  L',  0'  elant  des  fonctions  uniformes  de  a,  p,  . . .,  X,  &,  ge- 
neralement  differentes  de  A,  B,  .. .,  L,  0. 

Dans  la  modification  consideree,  Tenergie  interne  augmente  de 

aoL  op    ^  ok  o^ 

Calculous  la  variation  oS  que  subit,  dans  la  meme  transformation, 
I'entropie  du  systeme.  On  a,  par  definition, 

dQ  etant  la  quantite  de  chaleur  que  degagerait  le  systeme,  si,  durant 
la  Rectification,  il  etait  soumis  aux  forces  exterieures  propres  a  le 
maintenir  en  equilibre,  c'est-Si-dire  aux  forces  dont  le  travail  a  pour 

expression 

^C,  =  A  da  H-  B  5(3  -h . . .  4-  L  5X  -h  e  te. 
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On  a  done 

-I- 4  (A3« -4- B  5(3 -h. .  .H- L3X -+- 63^) 
et,  par  consequent, 

Celte  egalite  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  Sa,  S^,  ...,  SX,  S2r.  Si 
I'on  y  remplace  A,  B,  . . .,  L,  0  par  leurs  valeurs  (25)  et  (26),  on  ob- 
tient  les  egalites  suivantes,  qui  doivent  avoir  lieu  quelles  que  soient 
les  forces  exterieures  appliquees  au  systeme 

dS___j_  dV       I      I     d.i 
da  ""  F(&)  d<x       E  F(&)  da' 

dS  __!_  ^  _  Ji  _J_  d^ 


dl  ""F(3r)  a        EF(&)  dX' 
(^3r  ~~  F(&)  (^3r         E  F(&)-^^' 

'  La  generalite  de  ces  egalites  etant  demontree,  il  nous  suffit  de 
remarquer  que  Ton  a  toujours,  d'apres  la  definition  de  S  donnee  par 
I'egalite  (22), 

pour  voir  que  ran  a  toujours,  quelles  que  soient  les  forces  exterieures 
appliquees  au  systeme, 

<»«>  «  =  BFi5i(/»-i> 
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Lorsque  le  systeme  est  soiimis  aux  forces  exterieures  quelconques 
definies  par  les  fonctions  A\  B',  . . .,  L',  0',  un  systeme  de  variations 

(les  parametres  entraine  un  degagement  de  chaleur  dQ'  qui  a  pour 
valeur,  si  la  force  vwe  est  nulle  au  debut  et  a  la  fin  de  la  modification, 

rfQ'  -  _  au  -h  ^  ( A'  da  H-  B'  ap  -4- . . .  4-  L'  w  4-  e'  fe ). 

Si  nous  mettons  cette  quantite  sous  la  forme 

rfQ'  =  -(RJ,a«  +  R^3|3+...  +  Rx3X  +  C'39), 

les  quantites  RJ,,  R'p,  ...,  Rx,  C  diflereront,  en  general,  des  quan- 
tites  Ra>  Rp,  ....  Rx*  C  qui  representent  les  coefficients  calorifiquos 
dans  le  cas  particulier  ou  le  systeme  est  soumis  aux  forces  qui  le  main- 
tiennent  en  equilibre. 

Ces  quantites  R,,  R^,  ....  Rx,  C  auront  rcspectivement  pour  valeur 

R'.-'^"       'r' 


r;-^_1l' 


ou  bien,  en  vertu  de  Tegalite  (29), 

I  Pi  _  1  rii^  /"^  _  .i!iL\  ^  ^  _  p'l 

|"P~ELF'(3)Wi3       d^dfh)^  d^      "J* 

(3.){ 

I    ,       irF(&)/^      _d^\      d-f         1 

i"^-ELF'(a)WX  ~  d-k&i)'^  d\  "^y 

C.  -  '  fF(5)/c>A       (?*A  ,  t,      F(5)F'(5)|/         d.i\      03  ^ 
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Si  nous  comparons  ces  egalites  aux  egalites  (27)  et  (3o),  nous 
voyons  que«  pour  que  Tune  des  quantites  R\  la  quantite  R',  par 
exemple,  devienne  egale  a  Ra,  il  n'est  pas  du  tout  necessaire  que  les 
forces  qui  agissent  sur  le  systeme  soient  celles  qui  en  assurent  Tequi- 
libre;  pour  que  I'on  ait 

Ra=Ra> 


*'=l=*' 


il  est  necessaire  et  suffisant  que  Ton  ait 

de  meme,  pour  que  Ton  ait 

C'=C, 

il  est  necessaire  et  suftisant  que  Ton  ait 

Nous  Ycnons  d'eludier  une  modification  que  n'accompagne  aucune  ' 
variation  de  force  vive.  Dans  le  cos  ou  la  force  vwe  pourrail  lyarier,  on 
aurait 

Si  le  systeme  se  meut  librement  sous  Taction  des  forces  exterieures 
determinees  par  les  quantites  A',  B',  ..,,  L\  0',  on  demontre  que 
Ton  a 

«2^=(A'-A)aa+(B'-B)3?-h...-t-(L'~L)a).. 

L'egalite  precedente  devient  done, />owr  un  systime  qui  se  meut  lihre^ 
ment  sous  V action  deforces  exterieures  quelconques, 

(32)  dQ'  —  dQ. 

Nous  avons  vu  au  Chapitre  (  qu'un  cas  particulier  interessant  etait 
celui  oil  les  parametres  a,  p,  ...,  X,  &  etaient  choisis  de  telle  sorte- 
que  tons  les  points  du  systeme  demeurent  immobilos  lorsque  2"  varie 
seul. 

Dans  ce  cas,  on  a  necessairement,  que  le  systeme  soit  ou  non  en 
equilibre, 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES   EQUATIONS    GENERALES   DE    LA   THERHODYNAMIQUE.  255 

Soit  .f(a,  p,  ...,X, &)  le  potentiel  thermodynamique  du  systeme. 
Son  energie  interne  U(a,  p,  ...jX, &)  est  donnee  par  Tegalite  (29), 
qui  devient 

(33)  u--i|f-I^^1. 

D'apres  Tegalite  (28),  Tentropie  S(a,  p,  . . . ,  X,  S)  du  systeme 
devient 

Dans  une  transformation  quelconque,  effectuee  sous  I'action  die 
forces  exterieures  A\  B\  ....  L\  &\  le  systeme  degage  une  quantite 
do  chaleur  dQ'  donnee  par 

(35)     Efl^Q'-ha2^=~*[^-|77y 

Si  le  systeme  se  meut  librement  sous  Taction  des  forces  exterieures, 
cette  egalite  se  reduit  a 


E^Q  =  -3[^_|Wg]^,j,^B 


d;3-t-...-HLax. 


i  En  vertu  des  equations  (25),  on  a 

A  (5a  4-  B  3(3  4-. .  .-h  LdX  =  ^  d«  4-  ^  3?  H-  . .  .4-  ^  »  =  3^f -  ^  (fe. 
On  a  done 
,36)  .  E.Q  =  4^g]-|« 

Dans  le  cas  particulier  011  la  modification  est  isothermique ,  cette 
eg^Iite  se  reduit  a 

(37)  ^^<^-Fpj*d5- 

D'apres  les  egalites  (27)  et  (3o),  les  coefficients  calorifiques  du 
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systeme  en  equilibre  ont  pour  valeurs 

_     I  F(a-)    ^,f 

"~      EF'(&)dada* 

„  I  F(a-)    dKi 

P~      EF'(&)<J(3^' 


(38) 


E  F'(&)  dX(» 

""      EJF'(^)  d3r«         [F'(^)]«    dSri' 
Nous  arrivons  ainsi  a  cette  belle  proposition  de  M.  Massieu  : 

Lorsque  les  parametres  sont  choisis  comme  nous  venons  de  Vindiquer^ 
I'energie  interne  du  systeme,  son  entropie,  les  coefficients  mecaniques  et 
thermiques  du  systeme  en  equilibre,  s'expriment  torn  au  nuyyen  des  deri- 
s^ees  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  son  potentiel  thermodyna- 
mique  interne. 

Imaginons  un  systeme  dans  lequel  les  parametres  sont  choisis 
comme  nous  venons  de  I'indiquer;  lorsque  &  varie  seuK  les  forces 
exterieures  n'effectuent  aucun  travail;  supposons  ce  systeme  soumis 
a  des  forces  A',  B',  . . . ,  L',  qui  sont  ou  ne  sont  pas  celles  qui  peuvent 
le  maintenir  en  equilibre;  supposons  enfin  que,  lorsque  la  tempera- 
ture est  maintenue  constante,  ces  forces  admettent  un  potentiel  fi, 
fonction  de  a,  p,  . . . ,  X,  &,  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

^-       da' 


L'egalite  (35)  deviendra  alors 
Mais,  dans  ce  cas,  le  systeme  admet  un  potentiel  thermodynamique 
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total,  defini  par  Tegalite 

(23)  *=:^-hQ. 

On  a  done 

(39)     E^Q'4-a2— =-o[*--p^^J-d[p^J-H^oSr. 

Dans  le  cas  particulier  oil  la  fonction  Q  ne  depend  pas  de  ^,  on  a 
et  cette  formule  prend  la  forme  beaucoup  plus  simple 

Toutes  nos  formules  se  simplifient  si  nous  prenons  pour  tempera- 
ture la  temperature  absolue  elle-meme;  nous  avons  alors 

&=:T,         F(&)=:T; 

si  nous  nous  plagons,  en  outre,  dans  les  conditions  oil 

e'=enr/^=o, 
nos  formules  (33),  (34),  (3i),  (35),  (36),  (39)  et  (4o)  deviennent 

(33^^!^)  U   =1(^^-1^), 

(34  615)  S     =:-g  ^^, 

/       _      T    d^^ 


(3i6w) 


9 

T    d'# 

jinn,  de  V^.c.  Normale,  3*  Serie.  Tome  VUl.  —  Aoot  189 i.  33 
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(36A«)      EdQ=TS^, 

Ges  diverses  formules  sont  frequcmment  employees  dans  les  appli- 
cations. 


CHAPITRE  V. 

D'UN  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


Supposons  que  les  parametres  a,  p,  . . .,  X,  &  qui  definissent  an  sys- 
teme  aient  ete  choisis  de  maniere  que  la  seule  variation  du  parametre 
&  n'entraine  aucun  travail  des  forces  exterieures  appliquees  au  sys- 
teme,  Soit 

le  potentiel  ihermodynamique  interne  de  ce  systeme. 
Posons 

^  =/„(«,  P,....X.  3), 

(4.)  ;^=/p(«.(3.....X,a). 


^=/x(«,|3,...,X,&). 


Le  systeme  sera  en  equilibre  si  on  le  soumet  aux  forces  exterieures 
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ayant  pour  le  travail  virtuel 

d^e=  A  5a  -h  B  5^  H- . . .  -4-  L  dX, 
A,  B,  . . .,  L  etant  definis  par  les  egalites 

/  A=i/a(«,(3 X,^), 

(^,)  I  B=/p(a,p,  ...,X,&), 

(   Lr:z/x(a,P,  ...,X,3r). 

Nous  Savons  que  les  fonctions/a,/p,  . .  .^/x  sont  des  functions  uni- 
formes  des  variables  a,  p,  . . .,  X,  &. 

On  peut  supposer  les  equations  (4^)  resolues  par  rapport  k  a,  p, ..., 
X.  On  aura  alors 

/  ar^/2A(A,B,  ...,L,&), 
(43)  (3z==Ab(A,B,  ...,L,3r), 

(  X=/iL(A,B,  ...,L,&). 

Ces  equations  definissent  les  valeurs  que  prenncnt,  a  la  temperature  &, 
les  parametres  a,  p,  ...,  X,  lorsque  le  systeme  est  en  equilibre  sous 
Taction  de  forces  exterieures,  ayant  pour  travail  virtuel 

dtB,—  A  da  H-  B  5^  -4- . . .  -H  L  d>.. 

II  peut  fort  bien  se  faire  que  les  fonctions  A^,  ^b»  •  •  •»  ^l  '*^  soient  pas 
des  fonctions  uniformes  des  variables  A,  B,  . . .,  L,  &.  A  un  meme  sys- 
teme de  valeurs  de  A,  B,  ..,,  L,  &  peuvent  correspondre  plusieurs 
systemes  ou  meme  une  infinite  de  systemes  de  valeurs  de  a,  p,  . . .,  X. 

On  peut  se  proposer  d'etudier  le  systeme,  en  prenant,  pour  le  de- 
finir,  les  parametres  A,  B,  ...,  L,  2r,  au  lieu  des  parametres  a,  p,  . . ., 
X,  &.  Nous  allons  donner  quelques  formulesgenerales  relatives  a  cette 
etude. 

Considerons  Texpression 

(44)  Hi=cf— (Aa-hB(3^-...-^LX), 

qui  est  une  fonction  uniforme  de  a,  p,  . . .,  X,  &.  Si,  au  moyen  des  ega- 
lites (43)»  nous  y  remplaQons  a,  p,  . ..,  X  par  leurs  expressions  en 
fonction  de  A,  B,  ...,  L,  &,  nous  obtiendrons  une  fonction  de  ces 


Digitized  by 


Google 


26o  p.    DUHEM. 

nouvelles  variables,  qui  peut  fort  bien  nStreplus  uniforme.  Designons- 

la  par 

5(A,B,  ...,L,&). 

Si  les  quantites  A,  B,  . . .,  L  sont  maintenues  constantes,  on  aura 

A  5  a  4- B  3^ -h . . .  4- L  3X  =  3  ( A  a -h  B  (3 -h . . . -h  L  X ) . 

Dans  ce  cas,  par  consequent,  les  forces  exterieures  constantes  A,  B, ..., 
L  admettent  un  potentiel 

Q  =  -(Aa4-BP-+-...  +  LX), 

et  la  fonction 

5(A,B,...,L) 

est  le  potentiel  thermodyncunique  total  d'un  systime  soumis  aux  forces 
constantes  A,  B,  . . .,  L. 
L'egalite  (44)  nous  donne 

dk  ~  da  dA  "^  d(3  dA  "*"•  *   "^  dl  dk 

"^W^dk  ""•••~*^5a  """• 
Mais  les  egalites  (4i)  et  (4^)  donnent 


On  obtient  done  ainsi  la  premiere  des  egalites 

(45)  {  ^  dB' 
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les  autres  s'etablissent  d'une  maniere  analogue;  d*ou  la  proposition 
suivante  : 

Lorsque,  pour  un  sysUme  donney  on  connait  la  fonction 

i)(A,B,  ...,L,&), 

on  peut,  par  de  simples  differentiations y  obtenir  les  valeurs  que  prennent 
les parametres  ck,^  p,  . . .,  X,  lorsque  ce  systime  est  en  equilihre,  a  la  tem- 
perature &,  sous  I' action  des  forces  exterieures  A,  B,  . . .,  L. 

Si  les  parametres  A,  B,  . . .,  L,  &  varient  de  SA,  SB,  .. .,  SL,  S&,  le 
systeme,  suppose  constamment  en  equilibre,  eprouve  une  modifica- 
tion infiniment  petite  et  degage  une  quantite  de  chaleur  infiniment 
petite 

rfQ  =  —  (pa  3A -+- pB  3B -h . . . -4- PL  5L -h  y  5^). 

pA»  pB»  ••••  Pl»  Y  sont,  dans  le  nouveau  systeme  de  variables,  les  coef- 
ficients  calorifiques  du  systeme;. y  est  la  capacite  calorifique  relative  au 
systeme  de  variables  A,  B,  . . .,  L,  &. 
On  a  evidemment,  entre  les  parametres 

Ra>    Rp»    •••>    Kx,    C 


et  les  parametres 
les  relations 


(i6) 


Pa>     Pb« 


•  ,    pL,    y, 


da 


doi 


„        dk       ae 


„        dk       ae 


"^P'-dp' 


PL 
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ou  bien  encore 

I  9. 

doc            d? 
_Ra^  +  Rp^+. 

PB 

=  R.^  +  Kp^4-. 

(47)                          < 

pL 

-R    ^"^  ^rJ^  ^ 

y 

-R    ^''^Ra^^  ^ 

Ces  egalites  permettent  de  passer  des  coefficients  calorifiques  relatifs 
a  un  systeme  de  variables  aux  coefficients  calorifiques  relatifs  a  Tautre 
systeme,  et  inversement. 
L'egalite 

^  =  5 -h  Aa -h  B(3 -h . . . -h  LX 

donne 


d\^)     dH 


d\  dH  d:s 


d\^    dL 
dA  dL  d^ 


dBf  d\f^    dA 
da  \d\idA  d'^ 


d^f) 
dB' 


d^ 


J^dL 
dB  dL  d^ 


dBd^j 


dL  (  d\^     dA  ^    d^  dB 
dx  \dLd\  d&  "' 

d,^    d'A 


dA  dad'^ 


d^A 


docd^ 


OLdh  d3 

di^    d*B 

on  dad^ 

«^'B 

dxd^ 


dL 


^5   ^^ 
dL  d«  di 


dad^ 


dLdTs, 


dk 
d^' 


Si  Ton  tient  compte  des  egalites  (45).  certains  terraes  disparaissent, 


Digitized  by 


Google 


SUR   LES   EQUATIONS   G^NtlRALES   DE   LA  TBERMODYNAMIQUE.  263 

et  Ton  peut  ^crire 

d»d^~      dK&St       dx'^d'Bd^      dac  "^     ' '^  dL  d?i  da 

■*■  dec  \dA)  dTs'^  d»  \dli)  d^'^"^  da  \dL)  da 
dk 

Mais,  d'apres  les  egalites  (^5),  on  a 

da\d\J~      da~       ' 
da\dB)~      da~   ' 


da  \dLj  ~      da 

On  a  done 

d*^i   _   d*^    dk        <)',5    dB  d\^    dL 

dad^~  dkd^  da  ^  dBd^  da  ^"'^  dLd-Ss  da' 

D'autre  part,  d'apres  la  premiere  des  egalites  (38),  on  a 

R  '  F(5)   d*:i 

On  a  done  la  premiere  des  egalites 

_      1  F(a)  /  d'-i)    dk        dVI)    dB  ,     <?V»j    dL\ 

"~      E  F'(a)  \dk  d^  da^  dMd^  da'^"^  dLd^  da)' 

R.-_iIi^/'_^Ll-«[^      J^dB  .     d^S>    dL\ 

P~     E  F'(&)  \dk  d^  d^       dM  d"^  d^  dL dU  d^ }' 

» 

R.-_i|W/'.^!il<^6       _d\5.aB  ,     d'^    dL\ 

"*  —     E  F'(&)  \dk&^  dl       dB  <fe  dl  '^  "'^  dLd^  dl  J' 

les  autres  s'obtiennent  de  meme. 
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En  comparant  ces  egalites  aux  ^galites  (46).  on  voit  imn 
que  Ton  doit  avoir 

P*-      E  F'(a)  (JAd&' 
,  ^  __  I  F(&)     d\i^ 

(48)  '  P"-     Er(¥j<>B«^&' 


pi- —         Tf   I.-'/ 


I   F(S)     d'/J 


E  F'(2r)  dL  di 
.f  =  5  +  Aa  4- B(3 +  . . .  +  LX 


L'egalite 
donne 

ou,  en  tenant  compte  des  egalites  (^5), 
L'egalite  (34)  donne  alors 

(^°>  s=-EF^)i- 

On  a  d'ailleurs 

E[U-F(S)S]=:5  +  Aa  +  B(3+...  +  LX. 

Cette  egaljte,  jointe  aux  egalites  (45)  et  (5o),  donne 
(5.)  u_g|^j-j=^^-A^-B^-...-L^ 

L'egalite 

^^9)  d^  =  -i 
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donne  aussi 


2G5 


d«/)    dL 


dL  dSr  <^& 


On  en  deduit,  en  tenant  compte  des  egalites  (4^)' 

Ei¥'(^)d^-  [F'(2r)]*     d&) 

iiF(^)d'}}       F(&)F^(&)  ^ 
■~      E|F'(3r)<^^'  [F'(&)]*     a^ 


c)A 


dB 


■^P^5^^P»^-^- 


PL 


dL 

d^' 


ou  bien,  en  tenant  compte  de  la  derniere  des  egalites  (38)  et  de  la 
derniere  des  egalites  (46)» 


(52) 


1  i  F(&)  d^5       F(&)F^(^)  d}]\ 
LF'(&)]«     (^^1 


y~~      E|F(2r)  (?&« 


Les  egalites  (45),  (48),  (5o),  (5i),  (52)  conduisent  a  la  conclusion 
suivante  : 

5/,  pour  an  sysleme,  on  connait  lafonction 

5(A,  B,  ...,L,^), 

on  saity  par  de  simples  differentiations,  obtenir  les  valeurs  que  les  para- 
metres  a,  j5, . . .,  yprennent,  a  la  temperature  2r,  dans  le  systeme  en  equi- 
libre  sous  V  action  des  forces  A,  B,  . . . ,  L,  Venergie  interne  du  systeme, 
son  entropie  et  tous  ses  coefficients  calorifiques. 

C'est  a  M.  JMassieu  qu'est  due  cette  belle  proposition. 

Le  role  que  joue  la  fonction  ft  lorsque  Ton  prend  pour  variables  les 
quantites  A,  B,  ...,  L,  S  est  tout  a  fait  analogue  au  role  que  joue 
la  fonction  .?  lorsque  Ton  prend  pour  variables  les  quantites  a,  [i,  ..., 
X,  &.  Aussi  M.  Massieu  donne-t-il  aux  deux  fonctions  j  et  5  le  nom  de 
fonctions  caracteristiques. 

Anu,  de  VEc,  Norm,  3*  Seri<».  Tome  VIII.—  Septembre  iSgi.  Va 
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Si  I'on  prend  pour  temperature  la  temperature  ahsolue,  les  egalites 
(',8),  (5o),  (5i),  (52)  deviennent 

P*-  "EdArfT' 

(^8  his)  <'P"~      EdB<)T' 


(ao  bis) 

(5 1  bis) 

^-e(''>- 

x*^.')     ^^."i     u^}y 

dT         d\         rfB 

(53  bis) 

T  d*^ 
'          E  <?T«  ■ 
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MEMOIRE 

81 R   LES 

EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 

(ftCITS), 

Par  M.  Paul  PAINLEVE, 

CHARGE  UE  COVRS  A   LA   PACVLTE  DE8  SCIENCES  DB  LILLE. 


CHAPITRE  IV. 


DE  L'INTfeGRATION  DES  EQUATIONS  DIFFfiRENTIELLES  DONT  L'INTfiGRALE 
G£n£RALE  N'ADMET  QU'UN  NOMBRE  DONNfi  n  DE  DETERMINATIONS  SE 
PERMUTANT  AUTOUR  DES  POINTS  CRITiQUES  MOBILES. 


1.  Les  resultats  que  nous  avons  obtenus  dans  Ic  Cliapitre  prece- 
dent ne  s'appliquent  jamais  au  cas  ou  le  genre  p  de  Tequation  diffe- 
rentielle 

(0  F[7,/,(^)]  =  o 

est  nul.  Nous  allons  maintenant  trailer  un  probleme  dont  la  solution 
embrasse  les  equations  (i)  de  genre  quelconque,  en  particulier  los 
equations  de  premier  degre  eny 

/=R[j,(x)]. 

Nous  nous  proposons  de  reconnailre  si  V integrate  generate  de  {\) 
nadmet  qu'un  nombre  donne  n  de  valeurs  se  permutant  autour  dcs 
points  critiques  mobites. 
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Rappelons-nous,  pour  trailer  cette  question,  les  propositions  gene- 
rales  etablies  dans  le  premier  Ghapitre  : 

Si  Tintegrale  est  de  I'espece  indiquee,  elle  se  laisse  definir  par  la 
relation 

dans  cette  egalite,  R,  designe  une  fonction  rationnelle  de  jo»  v„; 
quant  a  j^o*  X^^®  sont  les  valeurs  pour^^de  Tintegraleparticuliereel 
de  sa  derivee;  ces  valeurs  verifient  la  condition 

(')'  F[/o,ri,(^o)]  =  o. 

Les  R„  Ry  d'une  part,  les  R,,  --r-^  d'autre  part,  sont  lies  par  des  re- 
lations algebriquesqu'on  forme  en  eliminantyotji  entre  cesquantites 
et  Tequation  (i).  Par  exemple,  si  R,  depend  effectivement  de  la  con- 
stante  d'integration  (yo»7i)»  O"  P^ut  donner  a  ces  equations  la  forme 

r;  =  ?[Ri>(^)L 

R,  =  ^i[R/,(^)], 

R,:=^,[R,,(a7)], 


|(,.==»ir«[R„(x)], 


les  T,  9  etant  algebriques  en  R,. 

Quand  n  est  le  nombre  exact  des  branches  de  y  qui  se  permutent 
autour  des  points  critiques  mobiles,  nous  savons  qu*il  n*existe  qu*un 
systeme  distinct  de  telles  relations. 

Les  fonctions  R/(^)  ont  leurs  points  critiques  fixes.  D'autre  part,  on  a 

Ri-=R/[jo,/i,(^)]=v;--»A;[jo,(^)]+/o'"-*Af[7o,(^)]^-...  +  An^^^^^ 

Dans  cette  egalite,  les  quantites  Af  sont  des  fonctions  rationnelles 
en  Jo-  Nous  allons  chercher  a  determiner  une  limite  superieurc  du 
degre  enjo  des  deux  polynomes  dont  A;f  est  le  quotient. 

Pour  cela,  nous  ferons  usage  d'uoe  seconde  forme  dc  Tintegrale  de 
I'equation  (i) 

dans  laquelle/est,  comme  Ton  salt,  un  polynome  de  degre  mn  par 
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rapport  a  chacune  des  lettres  y  et  jo-  Supposons  qu'on  ait  ramone  i\ 
Tunite  le  coefficient  de  y"^"  dans 

/[/»/o,(^)]; 

designons  par/i  ce  que  devient/;  nous  pouvons  ecrire 

/x[j»7o,(^)l  =  r*''-i-B»[7o,(J^)]7'«'-'-^...-*-B/««[yo,(^)]^-o. 

Dans  cette  equation,  les  B/  sont  des  fractions  rationnelles  dont  les 
deux  termes  sont  au  plus  de  degre  mn  en  y^. 

Les  mn  valeurs  de  y  qui  correspondent  a  chaque  valeur  de  Vo  so 
decoinposent  de  la  maniere  suivante  en  m  groupes  formes  chacun  de 
n  valeurs  : 

A  chaque  valeur  de  y^  correspondent  m  valeurs  de  y^.  Soient  5,, 
5^,  . ..,  z„^  ces  m  valeurs.  A  chaque  systeme  de  valeurs  de  (jo*  v« ) 
correspondent  les  determinations  d'une  meme  integrate.  Appelons  R-, 
R?,  ...,  R^  les  valeurs  de  R,  qui  correspondent  a  y^;  en  d'antres 
termes,  posons 

R/=R/[ro.^o(^)]. 

Posons  encore 

\,  =  x[j,.>'o,^i.(^)]=/'*+r-*Ri+r-'Ri+-..-^Ri 

et  de  meme 

x,=  \[/,vo,5„(j:)]=:r4-r-'R?^-r-'Ri-H...-+-Rj 
=^7"-^7'-*(A?5r'+...-i-Ar)-+-...^(Ai^r»4-...+A;r), 

On  a  identiquemcnt 

(3)  /,[7,/o,(^)]  =  X,\....X,. 

Les  coefficients  des  puissances  de/sont,  dans  le  premier  membre 
de  Tequation  (3),  des  fonctions  de  jo  qui  sont  au  plus  de  degre  mn 
en  y^;  dans  le  second  membre,  ce  sont  des  fonctions  entieres  des 
quantites  A/,  et  les  coefficients  de  ces  fonctions  sont  cux-memes  des 
fonctions  symetriques  de  z^,  5^,  ...,  s,^,  et,  par  suite,  s'expriment 
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rationnellement  en  fonction  des  coefficients  a  de  Tequation 

On  pent  aisement,  pour  chaque  valeur  donnee  de  m,  calcuier  ees 
fonctions  symetriques  en  fonction  des  a.  Elles  sont  de  la  forme 

rhacun  des  nombres  p.,  [x',  ...;  etant  au  plus  egal  a  (m  —  i)  il  nous 
suHit,  pour  le  but  que  nous  nous  proposons  d'atteindre,  de  calcuier 
une  limite  superieure  de  leur  degre  eny©.  D'apres  la  theorie  des  fonc- 
tions symetriques,  une  telle  fonction  S  est  une  fonction  entiere  des 
quantites  a,  et  cette  fonction  entiere  est  au  plus  de  degre  m{m  —  i)  par 
rapport  aux  a.  Si  n'  designe  le  degre  le  plus  eleve  auquel  y^  figure 
dans  Texpression  des  quantites  a,  les  quantites  S  seront  au  plus  de 
degre 

en  Jo- 
Dans  chacun  des  deux  membres  de  Tequation  (3),  le  coefficient  de 
y""'*'  est  egal  a  Tunite.  En  egalant  respectivement  les  coefficients  de 
^i/i-<  yn/i-2^  ...,  j^dans  le  premier  membre  de  I'equation  (3),  aux 
coefficients  dey"'"*,j'''"'"*, .. .,  v®  dans  le  second  membre,  nous  obte- 
nons  mn  equations,  liant  entre  elles  les  mn  quantites  A^.  Cbacune  de 
ces  equations  pent  s*ecrire  sous  la  forme  suivante 

(4)  y  S^[^>'«'  (^o)]?ii(A},  . . .  A/  . . .  A-)  =  B[7o,  (X)], 

les  9^  designant  des  fonctions  entieres  des  Af. 

Parmi  ces  equations,  les  {m  —  i)  premieres  sont  respectivement  de 

degre  1,2 (m  —  i)  par  rapport  aux  k{.  Toutes  les  autres  sont  de 

degre  m. 

Par  rapport  aux  quantites  jo»  '^s  coefficients  S^^  sont  au  plus  de 
degre  v,  et  les  quantites  B  sont  au  plus  de  degre  mn, 

D'ailleurs,  le  systeme  des  equations  (4)  n'est  jamais  indetermine, 
sinon  on  pourrait  trouver,  pour  chaque  valeur  de  y^  et  de  a?,  une  infi- 
nite de  valeurs  des  quantites  A^  verifiant  les  equations  (4),  et  la 
quantite 
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qui  est  un  polynome  en  y,  serait,  par  suite,  decomposable  d'une  infi- 
nite de  manieres  en  un  produit 

X|  Xj . . .  X,rt 

de  m  facteurs  de  degre  n  en  j,  ce  qui  est  absurde. 

Si  done,  entre  les  equations  (4)> nous  eliminons  {mn  —  i)  des  quan- 
tites  Af,  nous  obtenons  une  relation  de  la  forme 

qui,  pour  chaque  valeur  de  j?,  lie  a  y^  la  quantite  A^  restante. 

G  est  un  polynome  en  k{  et  en  y^.  Son  degre  en  k{  est  au  plus 
egal  a 

1 .2.3  . .  . /Tim"*^"--'^ 

Mais,  ce  qui  nous  importe,  c'est  de  trouver  une  limite  superieure 
de  son  degre  en  jo- 

Pour  Tobtenir,  nous  remarquerons  que  toutes  les  equations  (4) 
sont  au  plus  de  degre  N  par  rapport  aux  variables  k{  ct  y©,  N  desi- 
gnant  le  plus  grand  des  deux  nombres 

mn     et     /»-h  v=: /w(/i'-k  i)  —  n! . 
Le  degre  auquel  figure  jo  dans  le  polynome 

r,[A^,7„(j7)] 

est  done  au  plus  egal  a 

J'ajoute  que,  si  (/n-h  v)  est  superieur  a  mn,  cas  auquel  N  est  egal  a 
(/n  +  v),  on  pent  remplacer  N  par  un  nombre  moindre,   pour  les 
{m  —  i)  premieres  equations,  ce  qui  conduit  a  prendre  pour  P  une  va- 
j  leur  moindre. 

La  fraction  ralionnelle  A/  fj®,  (a;)]  doit  done  verifier  une  equation 

G[A/,7o,(^)]  =  o, 

oil  y  figure  au  plus  au  degre  P. 

Mettons  G  sous  forme  entiere  par  rapport  aux  A/  et  aux  Vo  :  le  nu- 
merateur  et  le  denominateur  de  A^  doivent  diviser  les  deux  coeffi- 
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cients  extremes  du  polyn6me  en  A/.  Les  deux  termes  de  la  fraction 
rationnelle  A^(  Vot  x)  sont  done  au  plus  de  degre  P  en  v©. 

Celte  limite  superieure  de  P  est  tres  elevee  :  dans  chaque  cas  parli- 
culier,  on  pourra  Tabaisser  notablement.  Pour  deux  nombres  donnes, 
m  et  /2,  sans  rien  supposer  sur  Inequation  (i),  on  obtiendrait  une 
limite  tres  inferieure  a  la  precedente  en  operant  ainsi. 

On  forme  facilement,  pour  metn  donnes,  les  quantites 

?a.(...A;...) 

qui  figurent  dans  les  relations  (4). Entre  ces  equations  (4)  on  effectue 
Telimination  de  (mn  —  i)  des  quantites  Af  en  traitant  les  quantiles 
^a(vo)  comme  des  constantes  quelconques.  On  arrive  ainsi  a  une  rela- 
tion oil  figure  celle  des  quantites  Aj  que  Ton  n*a  pas  eliminee,  AJ  par 
exemple,  et  les  quantites  S^,  Rj.  On  connait  une  limite  superieure  des 
degres  des  S^,  B,  en  j©;  on  connaitra,  par  suite,  une  limite  superieure 
du  degre  en  y©  de  I'equation  qui  donne  A] ;  cette  limite  est  aussi  celle 
du  degre  des  deux  termes  de  A\  ;  on  operera  de  meme  pour  toutes  les 
quantites  A^. 

La  nouvelle  limite  ainsi  trouvee  vaut  pour  toutes  les  equations  de 
degre  m  en  y ,  dont  Tintegrale  prend  n  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles.  Pour  une  equation  differentielle  particuliere  donnee, 
en  exprimant  les  S^  en  fonction  de  jo»  on  abaissera  encore  cette 
limite. 

Mais  le  fait  important  qu'il  nous  faut  retenir  pour  1  instant,  c*est 
{\\xon  peut  toujours  determiner  une  limite  superieure  P  du  degre  auquel 
Jo  fiS^^^^  ^^^^  ^^  ^/ •  ^'  suffit  de  prendre 

P=:N'"«; 

N  designe  le  plus  grand  des  deux  nombres  ] 

mn     el     m{n' -^  \)  —  n' \ 

n'  est  le  degre  en  y  de  Tequation  (i)  pour  x  =  x^. 
Revenons  maintenant  a  Tetude  des  quantites 

D'apres  ce  qui  precede,  elles  sont  au  plus  de  degre  P  eny„. 
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Si  done  on  elimine  /o  ^ty©  cntre  les  trois  relations 

R/=H,[/o,/o,(^)], 
F[ro,/o»('3^o)]  =  o, 

Tequation  algebrique  et  entiere  en  R,  ^  a  laquelle  on  parvient  est 
au  plus  de  degre  Q/,  Q/  se  calculant  aussitot  a  Taide  de  P. 
De  meme,  si  Ton  eliminejo*  Jo  entre  les  relations 

R,=:R,[jo,y;,(^)], 
Ry=Ry[ro,/o.(^)], 

on  obtient  une  equation 

^/,y[RMRy,(^)]  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  de  degre  au  plus  egal  a  Q,y. 
Nous  pouvons  done  ecrire  un  systeme  de  relations 

I<p[r„r;.,  (^)]=:o, 
ij;,-,i  [R/,R„(j7)]=o, 
• » 
d.,,„[R„R„(^)]  =  o, 

oil  les  polynomes  9,  ^ij  ont  des  degres  respectivement  egaux  a  Q/, 

Exprimons,  d'une  part,  que  Tequation 

9  =  0 
a  ses  points  critiques  fixes;  d'autre  part,  que  les  equations 

definissent  un  systeme  de  fonctions  Ri(^),R2(^)»  •••»  R«(^)  en  fonc- 
tion  de  R,  et  de  x  dont  les  points  critiques  sont  egalement  fixes;  enfin 
que  le  systeme  des  fonctions  R,,  R2,  . . . ,  R„,  transports  dans  la  rela- 
tion 

7«-h  R(„_,)y''-^  +  . .  .4-  Ro=  o, 

definit  Tintegrale  de  Tequation  (i).   Nous  obtenons  ainsi   un   cer- 

j4nn,  de  l'P,c,  Normale.  3«  Serie.  Tome  VIII.  —  Septemdre  1891.  35 
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tain  nombre  de  conditions  algebriques  entre  les  coefficients  inde- 
termines   a(ar),  b(x),   ...    des  polyndmes  9,  ^  et  leurs  derivees 

da    db 
dx    dx 

On  reconnait,  par  des  operations  purement  algebriques,  si  ces  con- 
ditions sont  compatibles.  Quand  elles  le  sont,  par  quelles  operations 
sont  determines  des  coefficients  0(0;),  6(0;),  ...? 

Rappelons-nousque,  si  n  valeurs  se  permutent  eflectivement  autour 
des  points  critiques  mobiles,  il  ne  saurait  exister  deux  systemes  dis- 
tincts  de  relations  (5).  Pour  eviter  toute  ambiguite,  supposons  que, 
dans  ^/,y,  le  terme  de  degre  le  plus  eleve  en  R,,  Ry  ait  pour  coefficient 
Tunite,  de  meme  que  dans  9  le  terme  de  degre  le  plus  eleve  en  R/,  R|. 
Dans  ces  conditions,  on  a 

+/.y[R/,Ry,  (^)]  =  nf[R„Ry,(^)], 

p  etant  un  certain  entier  et  11/  une  fonction  de  R,,  Ry,(ip)  bien  deter- 
minee,  entiere  et  irreductible  par  rapport  a  R,,  Ry.  II  en  est  de  meme 
pour  9. 

D'apres  cela,  si  les  conditions  qui  assujettissent  les  a^  sont  compa- 
tibles et  indeterminees,  c'est  que  Tintegrale  des  (i)prend  un  nombre 
n'  de  valeurs  inferieur  a  n  autour  des  points  critiques  mobiles,  II  faut 
done  essayer  les  nombres  n!  plus  petits  que  /i. 

Quand  les  conditions  sont  compatibles  et  determinees,  11  peut  arri- 
ver  que  plusieurs  systemes  a,  6,  ...,  les  verifient.  Mais  il  suffit  de 
chercher  les  polynomes  9,  Wij  de  degre  minimum.  Leurs  coefficients 
s'obtiennent  par  des  operations  lineaires,  puisqu'il  ne  saurait  exister 
qu'un  seul  systeme  de  tels  polynomes. 

Nous  arrivons  ainsi  a  ce  theoreme  : 

On  reconnaUpar  des  operations  purement  algebriques  si  l  integrate  dune 
equation  (i)  donnee  ne  prend  que  n  valeurs  autour  des  points  critiques 
mobiles.  Dans  ce  caSy  t equation  se  raminCy  par  des  operations  egalement 
lineaires,  a  une  equation  differentielle  dont  les  points  critiques  sont  fixes. 


A  cette  derniere  equation 
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s'appliquent  les  resultats  de  M.  Poincare.  Si  son  genre/?'  est  nul,  elle 
se  ramene  a  une  equation  de  Riccati 

(6)  t'  =  Mt*-\-^t-\-P; 

s'il  est  egal  a  Tunite,  elle  s'integre  par  une  quadrature;  s'il  est  supe- 
rieura  i,  elle  s'integre  algebriquement. 

II  faut  de  plus  que  les  fonctions  Rj  de  x^  definies  par  les  relations 

n'aient  elles-memes  que  des  points  critiques  fixes.  Cette  condition 
met  souvent  en  evidence  des  integrales  de  Tequation  de  Riccati  (6), 
quand/i'=o. 

Si  Ry,  en  effet,  ne  s'exprirae  pas  rationnellement  en  fonction  de  R„ 
R,',  par  suite  en  fonction  de  /,  elle  admet,  pour  chaque  valeur  de  x,  au 
moins  deux  points  critiques 

et  /fl,  /,  doivent  etre  integrales  de  (6)  pour  que  Ry  n'ait  pas  de  points 
critiques  variables. 
Quand  les  Ry  ont  trois  points  critiques  distincts 

Tequation  de  Riccati  sMntegre  algebriquement. 

Si  tons  les  Ry  n'ont  que  deux  points  critiques  qui  coincident,  on 
pent  toujours  supposer  que  ces  valeurs  critiques  /o,  t^  sont  o  et  oo  (car 
/  n'est  defini  qu'k  une  transformation  homographique  pres),  et  I'equa- 
tion  (6)  se  reduit  a 

d'ou 

I 
Si  Ton  pose  C  =  y,  p  etant  un  entier  convenablement  choisi, 
toutes  les  fonctions  Ry  dependront  rationnellement  de  G 

R,=:p,[C,(ar)]. 

Cest  ce  qui  a  lieu  de  soi-meme  quand,  p'  etant  nul,  tons  les  Ry 
s'expriment  rationnellement  en  fraction  de  R,,'R]. 
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Une  discussion  analogue  se  presente  dans  le  cas  ou/i'=  i.  Si  tous 
Ry  s'expriment  rationnellement  en  R,,  R'^  Tequation  s*integre  par  une 
quadrature,  et  son  integrale  est  de  la  forme 

r''4-p„-,(C,x)7'»-»-h...4-po(C,j7) 

+  V^('-<^*)('-^-'C^)K-i(C,^)/«-»4-...-i-ro(C,^)]  =  o. 

Au  cas  contraire,a  un  point  critique  de  R;[R,,  (x)],  [soitR|  =  a(a?)], 
correspond  une  integrale  de  Tequation 

9[R,R',(j:)]  =  o, 

qui  s'integre  algebriquemenl. 

En  definitive,  V integrale  de  (i),  quand elle prend  un  nombre  donne  n 
de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles y  s'obtient  algebriquement,  a 
moins  quelle  ne  se  laisse  mettre  dans  Vune  des  deux  formes  suis^antes 

j«  +  p„.,  (C,  .r )/'»-» -*-...  +  pO(C,  a:) 


4-v/(i-C*)(i-A-2C»)[r„_,(C,a')/»-«-i-...4-/-o(C,^)]=o 

{auquel cas  elle  se  calculepar  une  quadrature),  ou 

7«-t-R^.,(C,  a:)v«-»-^...H-Ro(C,x)  =  o 

(auquel  cas  elle  depend  de  V integration  d'une  equation  de  Riccati).  Dans 
ces  egalites,  los  p,  r,  R  designent  des  fonctions  rationnelles  de  C. 

Ajoutons  que  nous  avons  dirige  tout  le  calcul  en  nous  servant  de 
R,[ro,  r'o,  (.r)|.  II  peutarriver  que,  dans  Tintegrale  cherchee,  R,  ne 
depende  pas  de  (jo»  v'o)-  Dans  la  pratique,  il  faudrait  donner  a  i  suc- 
cessivement  les  valeurs  1  =  i,  i  =  2, ...,  t  =  /2,  etegaler,  dans  chaque 
calcul,  a  des  fonctions  de  x  independantes  de  la  constante,  les  R/  avec 
lesquels  on  aurait  fait  Tessai  infructueusement. 

Un  procede  plus  syinelrique  et  plus  elegant  consiste  a  introduire  la 
fonction 

que  nous  avons  consideree  dejadans  le  premier  Chapitre.  Noussavons 
determiner  une  limite  superieurc  du  degre  auquel  figure  yo  dans  r, 
par  suite  une  limite  superieure  du  degre  en  r  et  r'  de  Tequation 

h[r,r',(x)]  =  o. 
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qui  est,  comme  nous  le  savons ,  une  relation  entre  les  constantes  ou 
fonctions  integmles.  11  faut  d'abord  que  Tintegrale  de  cette  equation 
ait  ses  points  critiques  fixes,  quels  que  soient  les  ai{x).  Cette  condi- 
tion remplie,  les  R/  sont  lies  a  rpar  des  relations 

v|;y[R,.,r,(^)]=z:o 

dont  le  degre  ne  peut  depasser  une  limite  connue.  II  suffit  d'exprimer 
que,  si  Ton  substitue  les  fonctions  R,[r,  (a?)]  dans  Tequation 

J'*  4- R«-, -h  J'*-*  4- . . .  H- Ro  =  o, 

cette  equation  definit  I'integrale  de  (i).  Dans  R/[r,  (ic)],  r  represenle 
I'integrale  generale  de  Tequation  differentielle 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  si  Ton  a  laisse  aux  a,  des  valeurs 
quelconques,  R,,  R2,  . . .,  R«  s'expriment  toujours  rationnellement  en  r 
et  r. 

D'apres  cela,  V equation  h  =  o  et,  par  suite,  ['equation  (i)  s'integrenl 
algebriquement  quand  le  genre  cj  de  la  relation  entre  les  constantes  inte- 
grales  est  superieur  a  V unite. 

Quand  ce  genre  est  egal  a  i ,  V equation  (i)  sintegrepar  une  quadra- 
ture. 

Quand  ce  genre  est  nul.  Inequation  {i)  se  ramene  algebriquement  a 
une  equation  de  Riccati. 

Si  Ton  se  reporte  aux  formes  que  prend  I'integrale  generale  dans  ces 
deux  cas,  formes  que  nous  avons  etudiees  dans  le  premier  Chapitre,  on 
voit  que  ces  resultats  ne  different  pas  de  ceux  que  nous  avons  obtenus 
tout  a  rheure. 

2.  La  methode  que  nous  venous  d'exposer  demontre  d'une  fagon  di- 
recte  que  la  question  posee  au  debut  de  ce  Cbapitre  se  resout  a  Taide 
d'un  nombre  limite  d'operations  algebriques;  mais  les  calculs  aux- 
quels  elle  conduit  seraient  la  plupart  du  temps  inextricables.  Nous 
allons  indiquer  un  moyen  beaucoup  plus  rapide  de  resoudre  le  pro- 
bleme. 

Quand  Tintegraley  ne  prend  que  n  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles,  le  genre  xs  de  la  relation  entre  les  constantes  inte- 
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grales  peut  etre  nul,  6gal  a  i,  ou  plus  grand  que  r.  Nous  allons  cher- 
cher  a  reconnaitre  successivement  si  I'integrale  de  (i)  est  de  I'espece 
indiquee,  tar  elant  d*abord  suppose  plus  grand  que  Tunite,  puis  egal  a 
Tunit^,  puis  nul. 
En  premier  lieu,  si  tar  est  plus  grand  que  i,  on  a 


n: 


p  designant  le  genre  de  F.  Gomnie  nous  Tavons  deja  remarque,  n  est 
un  diviseur  de  (^  —  i).  Admettre  que  la  relation  entre  les  constantes 
integrates  est  de  genre  plus  grand  que  i,  c*est  se  donner  par  le  point 
meme  une  limite  superieure  de  n.  Le  moyen  le  plus  simple  de  recon- 
naitre si  rintegrale  satisfait  a  ces  conditions,  c'est  de  suivre  la  marche 
indiquee  au  Chapitre  III  et  de  determiner  les  courbes  de  degre  o  +  i, 
qui  correspondent  rationnellementa  (i). 

Supposons  maintenant  que  p  soit  egal  a  o  ou  a  i.  Dans  le  premier 
cas,  rintegrale  est  definie  par  une  relation 

(6)  G[/,y,(^)]  =  P«[y,(a:)]^»-h...4-Po[y,(a:)]=:o, 

oil  les  P,-  sont  de  degre  m  en  y,  si  m  est  le  degre  de  F  en  y  (y  designe  i 

une  eonstante  ou  une  fonction  de  x  qui  verifie  une  equation  de  Ric-  | 

cati).  II  existe  une  correspondance  birationnelle  entre 

G[7,y,(^)]r=o 
et 

Remarquons  a  ce  sujet  que  le  genre  d'une  courbe  de  degre  /i  en  j  et  m  j 

en  y  ne  peut  depasser  un  certain  nombre,  facile  a  calculer  pour  met  n  i 

donnes.  Si  le  genre  p  de  (i)  est  superieur  a  ce  nombre,  xs  ne  saurait  ! 

etre  nul. 

Par  exemple,  si  /n  =  2,  /i  =  2,  tar  etant  nul,  I'equation  difierentielie 
qui  admet  une  integrate  de  telle  nature  est  necessairement  de  genre 
nul  ou  egal  a  i. 

Dans  le  cas  oil  gj  =  i ,  on  a 

7»-+- p„-i(y,  a?)7'«-*-+-. .  .4- po[y,  (x)] 
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et  aussi 

(8)  G[7,y,(a:)]  =  Pt,^«'«  +  ...  +  P,  =  o, 

les  P|  etant  des  polynomes  en  y  de  degre  m.  Quant  a  y,  c'est  une  fonc- 
tion  de  x  qui  verifie  Tequation 

^=N(a:)v/(i-y*)  (I -/:*/«). 

Ceci  rappele,  pIa(ons-nous  d'abord  dans  Thypothese  ougt  serait  nui 
et  servons-nous  de  I'equation  (6)  a  laquelle  il  faut  joindre  la  condition 

y'=My»4-Ny4-P. 

L'integrale  est  susceptible  d'etre  mise  sous  la  forme  (6)  d'une  infi- 
nite de  faQons  :  toutes  les  equations  (6)  se  deduisent  de  Tune  d'entre 
elles  par  le  changement 

a,  b,  a^,  6|  etant  des  fonctions  de  x.  Nous  pouvons  disposer  de  a,  b, 
a, ,  b^  de  fa^on  que  les  coeflicients  de  I'equation  (6)  satisfassent  a  trois 
conditions  qui  soient  caracteristiques  d'une  equation  (6),  ou  du  moins 
d'un  nombre  fini  de  ces  equations.  Par  exemple,  nous  pouvons  as- 
treindre  les  P,  k  ces  conditions  que  leurs  trois  racines  yo  =  ^(^)» 
y,  =  A(ir),  y^  =  k(x),  d'ordre  de  multiplicite  le  plus  eleve,  soient 
egales  a  o,  i,  n.  On  cherche  alors  a  determiner  les  coefficients  A(x), 
B(^),  ...  des  P/,  ainsi  que  M,  N,  P,  de  fagon  que  I'equation  (6)  defi- 
nisse  l'integrale  de  (i).  On  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  relations 
qui,  si  elles  sont  compatibles,  sont  determinees,  et  I'equation  (i)  se 
trouve  alors  ramenee  algebriquement  a  une  equation  de  Riccati. 

Quand  le  genre  p  de  (i)  n'est  pas  nul,  on  pent  simplifier  les  calculs 
en  tenant  compte  de  la  correspondance  birationnelle  de  (i)  et  (6), 
correspondance  qui  est  une  consequence  des  conditions  que  nous  ve- 
nous d'enoncer.  Si  nous  introduisons  les  integrales  abeliennes  de  pre- 
miere esp^ce  relatives  aux  deux  courbes,  on  doit  avoir 

y>/(^)p;[r,/,(^)] 

Gy  f;- 
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Par  exemple,  si  Tequation  donnee  est  de  la  forme 

/=A[7,(^)]4-H[7,(a:)]v/R[7,(^)], 
I'equation  (6)  sera  de  la  forme 


et  y  devra  s'exprimer  rationnellement  en  y  et  >Jl\[y,  (^)1« 

Quand  le  genre p  de  (i)  est  nul,  on  se  sert  de  la  transformation  bi- 
rationnelle 

pour  ramener  I'equation  a  la  forme 

R  etant  rationnel  en  /.  L'equation  (6),  relative  a  Tequation  (i'),  s'ecrit 

(A,y -h  Ao)^»-l-(B,y  4- Bo)/"-*-!-. .  .4- L,y -h  Lo=  o, 
ou  encore 

_        Ao/^4-Bor-^4-...4-Lo 

^~'  A,r4-...4-L, 

On  pout  disposer  de  la  transformation  homographique  qu'il  est  loisible 
de  faire  subir  a  y  pour  donner  a  y  la  forme 

_        ffp  t"  4-  ^o/"~*  4-  .  .  .  4-  A'o^ 
^~"^     r-»4- ^,^'*-*4-.  .  .4-1    * 

par  exemple.  II  faut  determiner  les  coefficients  a^,  6o,  . . .,  a,,  6,,  . .. 
et  M,  N,  P  de  fagon  qu'en  rempla^ant  y  et  ^  dans  I'equation 

/=M/»4-N7  4-P, 

celle-ci  se  transforme  en  I'equation  (i').  Si  la  chose  est  possible,  elle 
n'est  possible  que  d'une  seule  maniere. 

Remarquons  que  Tequation  (i')  n'est  pas  pleinement  determineo. 
On  pent  effectuer  sur  /  une  substitution  homographique 

a,  ^,4- (3/ 


( 
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Cette  substitution,  jointe  au  changement  de  variable  rr  =  9(a?,),  est 
la  plus  generale  qui  conserve  a  Tequation  (i')  sa  forme,  et  aux  inte- 
gralesy  leur  nombre  de  valeurs  se  permutant  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles. 

Plus  generalement,  etant  donnee  une  equation  (i)  quelconque,  on 
se  servira  de  la  transformation  biralionnelle 

avec 

pour  ramener  Tequation  (i)  a  la  forme  la  plus  simple  possible.  Par 
example,  si  Tequation  (i)  est  de  I'espece  hyperelliptique,  on  com- 
mence par  la  ramener  a  la  forme 


la  transformation  homographique 

jointe  au  changement  de  variable  x  =  ^(a?,),  n'altere  pas  la  forme  de 
I'equatioD  (i*),  et  c'est  encore  dans  ce  cas  la  transformation  la  plus 
generale  qui  jouisse  de  cette  propriete. 

II  nous  reste  a  examiner  le  cas  ou  xs  serait  egal  a  i.  On  pent  em- 
ployer une  methode  calquee  sur  la  methode  generale  du  §  1,  et  qui 
ne  donne  pas  ici  de  calculs  tres  compliques. 

On  part  de  la  relation  (7),  etl'on  ecrit  que 

G  etant  de  degre  2/1  en y. 

On  obtientainsi  2/1  relations  qui  donnentaisement,  pour  une  valeur 
determinee  de  /i,  une  limite  superieure  du  degre  auquel  y  figure  dans 
Tequation  (7). 

Cette  equation  (7)  depend,  comme  nous  Tavons  dit  dans  le  premier 

Ann.  de  I' Ac.  NormaU.  3*  Serie.  Tome  VIU.—  Septbhbei  1891.  36 
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Chapitre,  d'une  fonction  a(x)  arbitraire.  On  peut  a  y  substituer  y, 
qui  lui  correspond  par  la  formule 

_y,V^(i-a«)(i--A''a')  +  gv/(i-y*)(i-Xr'y«) 

Disposons  de  cette  fonction  a  de  faQon  a  imposer  aux  coefficients  de 
['equation  (7)  une  condition  qui  la  caracterise.  La  methode  estalors 
la  meme  que  plus  haut;  il  faul  determiner  les  coefficients  arbitraires 
de  (7)  et  N  de  fagon  que  Tintegrale  de  (i)  soil  definie  par  (7),  quand  y 
satisfait  a  Tequation 

dy_ 


Au  lieu  de  se  servir  de  Tequation  (7),  on  pouvait  employer  Tequa- 
tion  (8).  On  se  debarrasse  de  la  fonction  arbitraire  a  (x)  de  la  meme 
maniere,  et  Ton  cherche  a  determiner  N  et  les  coefficients  de  I'equa- 
tion  (8)  dont  le  degre  eny  et  y  est  connu  de  fagon  que  (8)  definisse 
rintegrale  de  (i).  Quand  les  relations  ainsi  obtenues  sont  compatibles, 
Tequation  (i)  se  trouve  ramenee  algebriquement  a  une  quadrature. 
On  pourra  tenir  compte  de  ce  fait  que  la  courbe  (8)  correspond  a  (i) 
par  une  transformation  rationnelle  du  second  ordre;  si  p'  designe  son 
genre,  on  a 

et  ses/i'  integrales  abeliennes  de  premiere  espece  se  transforment 
en/?'  integrales  de  la  courbe  (i). 

Mais  une  methode  au  moins  aussi  simple  est  la  suivante :  puisque  vs 
est  egal  a  i,  Tintegrale  de  (i)  satisfait,  comme  on  sait,  a  une  relation 
de  la  forme 

'^  ^"^    =J[r,/,(^)], 


J 


S/R(a) 


a  designant  une  constante,  J  une  integrale  abelienne  de  premiere  es- 
pece attachee  a  la  courbe  (i).  Nous  sommes  conduits  ainsi  a  recon- 
naitre  si  une  integrale  abelienne  de  premiere  espece  de  (i)  se  ramene 
aux  integrales  elliptiques  par  une  transformation  d'ordre  /i,  probleme 
classique,  qu'on  sait  resoudre  algebriquement  de  bien  des  famous.  Une 
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foi^   c^3^  Iculees,  les  integrales  J  qui  jouissent  de  cette  propriete^  on  ve- 
^i^^    s  m    Tune  de  ces  integrates  satisfait  a  la  condition 

(j^^^T\<3|    on  remplace  y  par  sa  valeur  tiree  de  (i),  et,  s'il  en  est  ainsi, 
I  V^^v\ai.tion  s'integre  par  one  quadrature. 

\  ^olci  done,  pour  des  valeurs  quelconques  de  gj,  des  methodes  de 

\  t^^Vxerche  de  Tintegrale  generate  de  (i)  qui  ne  meneront  pas  a  des 

ca\culs  rebutanls. 

3.  D'aprfes  ce  qui  precfede,  on  voit  que,  pour  une  equation  (i)  de 

[  degre  donne  en  y  ety ,  le  nombre  n  des  valeurs  de  y  qui  se  permutent 

/  autour  des  points  critiques  mobiles  ne  pent  depasser  une  certaine 

,  limite,  sans  que  le  genre  xs  de  la  relation  entre  les  constantes  integrales 

;  soit  egal  a  o  ou  a  i.  Pour  tar  ==  o  et  cj  =  i,  /i  pent  etre  aussi  grand 

que  Ton  veut;  les  methodes  employees  ne  fournissent  aucun  moyen  de 

lui  assigner,  d'apres  I'equation  donnee,  une  limite  superieure.  C'est 

la  d'ailleurs  une  dilYiculte  analogue  k  celle  qui  se  rencontre  dans  des 

questions  beaucoup  plus  restreintes(par  exemple  dans  le  probleme  de 

la  reduction  des  integrales abeliennesaux  integrales  logarithmiques  ou 

elliptiques),  et  cette  difficulte  n'a  pas  ete  surmonlee  jusqu'ici,  meme 

dans  ces  cas  particuliers. 

Quant  aux  points  critiques  fixes,  nous  n'en  avons  rien  dit  jusqu'ici. 
On  pent  se  proposer  de  reconnaitre  si  I'integrale  y  ne  prend  qu'un 
nombre  limite  de  valeurs  autour  de  ces  points  fixes.  Trois  cas  sont  a 
distinguer,  suivant  que  Ton  a 

Supposons  qu'on  aitreconnu  que  Tintegrale  prend  n  valeurs  seule- 
ment  autour  des  points  critiques  mobiles,  et  qu'on  veuille  Tetudier  en 
tenant  compte  des  points  critiques  fixes.  Si  ts  est  plus  grand  que  i, 
rintegrale  est  donnee  algebriquement  en  fonction  des  coefticients 
de  (i)  :  la  question  est  resolue. 

Si  CT  =  I,  il  suffit  d'etudier  la  fonction 
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Elle  verifie  une  equation  de  genre  i,  a  points  critiques  fixes,  qu'on 
ramene  a  la  suivante 

Pour  que  t(x)  ne  prenne  que  [jl  valeurs  autour  des  points  critiques 
(fixes),  il  faut  que,  N(ic)  n'admettant  qu'un  nombre  fini  de  determi- 
nations, i'integrale 

f^(x)dx 

n'ait  au  plus  que  deux  periodes  a,  p,  liees  aux  periodes  co  et  co' de 
Tinteffrale  /    ,  par  les  relations 


Gj: 


w  = 


/?i'aH-  771 ',[3 


m,  /W|,  m\  m\y  m.^  sont  des  entiers. 

Enfin,  quand  gt  =  o,  Tequation  en  r,  r'se  ramene  a  une  equation  de 
Riccati,  par  suite  a  une  equation  lineaire  du  second  ordre. 

F^es  conclusions  de  M.  Poincare,  relatives  aux  equations  du  premier 
ordre  dont  Tintegrale  generale  est  uniforme  ou  a  ses  points  critiques 
fixes,  subsistent  done  pour  des  equations  dont  Tintegrale  generale 
n'admet  que  n  valeurs  dans  le  plan  ou  autour  des  points  critiques 
mobiles.  L'integrale,  dans  ces  difl^erents  cas,  est  liee  algebriquement 
aux  coefficients  de  Tequation,  ou  en  depend  par  une  quadrature,  ou  se 
ramene  enfin  aux  transcendantes  qu'introduisent  les  equations  li- 
neaires. 

Les  equations  d'ordre  superieur  les  plus  simples  peuvent,  au  con- 
traire,  admettre  pour  integrale  generale  des  transcendantes  uniformes 
(ou  a  n  valeurs)  essentiellement  nouvelles.  Les  conclusions  precedentes 
s'appliquent  seulement  aux  equations  dont  Tintegrale y  depend  alge- 
briquement des  y^,  y\^ Soit,  dans  cette  hypothese  particuliere, 

F[7,jo,7'o'  ••••(•a^)]  =  o  la  relation  algebrique  irreductible  qui  de- 
finit  I'integrale.  On  ne  sait  plus  determiner  une  limite  du  degre  de  F 

enyotJo' ^^  methode  d'integration  developpee  dans  ce  Cbapitre 

ne  s'etend  done  pas  aux  equations  d'ordre  superieur. 

{A  suivre,) 
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DIVISEURS  ELEMENTAIRES 

BT 

APPLICATIONS, 

Par  M.  L.  SAUVAGE, 

PROFESSEVR  A  LA   FAGULTE  DE3  SCIENCES  DE  MARSEILLE. 


INTRODUCTION. 

1.  La  theorie  des  diviseurs  elemenlaires  est  due  entierement  a 
M.  Weierstrass  :  nous  la  reproduisons  dans  ce  Travail;  mais,  de  plus^ 
nous  eclaircissons,  nous  Tesperons  du  moins,  la  theorie  des  formes 
bilmeairesy  qui  est  intimement  liee  a  celle  des  diviseurs  elementaires, 
en  faisant  usage  de  la  methode  employee  par  M.  Darboux  dans  la  theo- 
rie des  formes  quadratiques.  Enfin  nous  appliquons  les  theories  prece- 
dentes  a  I'etude  des  equations  differentielles  lineaires. 

Les  Memoires  essentiels  a  consuiter  et  dont  nous  nous  sommes 
servi  sont : 

i*^  Zur  theorie  der  bilinedren  und  quadratischen  Forme n,  par 
M.  Weierstrass  {Monatsberichte,  1868); 

2°  Memoire  sur  la  thdorie  algebrique  des  formes  quadratiquesy  par 

M.  G.  Darboux  (Journal de  Mathematiques pares  et  appUquees,  1874). 

!  M.  Horn  a  fait  usage  de  la  theorie  des  diviseurs  elementaires  dans 

;  ses  beaux  Travaux  \Memoire  sur  les  equations  lineaires  aux  deriveespar- 

tielles  (Acta  mathemaiica,  1888);  et  These,  Universite  de  Fribourg, 

1890]. 
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2.  Representons  par  [P],  [Q]  et  [P,  Q]  les  determinants 


A,.     . 

..     A,„ 

...     . 



9 

A„,     . 

..     A,, 

Bii     ...     Bj„ 

Bni       .  .  .       Ban 


pAii-hqBn      ...     pkm-^^^in 

pAni-^gBni       ...       pKn-^gBnn 


Le  determinant  [P,  Q]  est  une  fonction  entiere  et  homogfene  du  de- 
gr^  nen  p  et  q^  et,  sauf  le  cas  ou  tons  les  coeflScients  des  puissances 
de/?  el  9  seraient  nuls,  c'est  un  produit  de  n  facteurs  lineaires  et  ho- 
mogenes  en  p  et  y,  de  la  forme  ap  -h  bq,  et  distincts  ou  non. 

M.  Weierstrass  a  donne  le  nom  de  diviseurs  dlementaires  du  determi- 
nant [P,  Q]  (Elementarteiler)  aux  elements  qui  resultent  d'un  certain 
groupement  que  nous  allons  exposer,  lorsque  Ton  considere  les  divi- 
seurs  ap  -+-  bq  du  determinant  [P,  Q]. 

3.  Soit  ap  -+-  bq  un  quelconque  des  dwiseurs  lineaires  de  [P,  Q].  Nous 
opposerons  cette  expression  a  celle  de  diviseur  elementaire  de  [P,  Q], 
chacune  des  deux  sortes  de  diviseurs  correspondant  a  une  decomposi- 
tion speciale  du  determinant  [P,  Q]. 

Les  mineurs  des  differents  ordres  du  determinant  [P,  Q]  sont, 
comme  [P,  Q]lui-meme,des  fonctions  entieres  ethomog^nesen/^et^. 
Soit  /c  I'exposant  du  diviseur  lineaire  ap  +  bq^  qui  entre  dans  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  tons  les  mineurs  d*ordre  tzr.  Ges  mineurs 
sont  du  degre  n  —  xs  %np  etq.  Soit  /©  I'exposant  du  meme  diviseur  li- 
neaire ap -h  bq  dans  [P,  Q]. 

D'abord  les  nombres  l^,  /,,  4,  ...  ne  peuvent  aller  qu'en  decrois- 
sant;  car  tout  determinant  de  degre  /i  —  cr-hi  pent  etre  considere 
comme  une  somme  de  termes  dontchacun,  abstraction  faite  du  signe, 
est  le  produit  d'un  determinant  de  degre /i  —  tar  par  un  element  de  [P,  Q]. 
Done,  tout  diviseur  commun  des  determinants  de  degre  n  —  xs  doit 
etre  aussi  un  diviseur  des  determinants  de  degre  /i  —  tn  +  i,  et,  par 
suite  aussi,  de  tons  les  determinants  de  degres  superieurs  a  /i  —  gt  -+-  f . 
En  consequence,  si  I'un  des  nombres  /g,  /,,  4,  ...  est  nul,  tous  lessui- 
vants  sont  nuls. 
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Ensuite,  si  Ton  considere  un  mineur  de  degre  /i  —  cr -h  i,  ses  deri- 
vees  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  h  p  et  kg  peuvent  etre 
considerees  comme  des  somraes  de  termes  dont  chacun  est  le  produit 
d'un  determinant  de  degre  n  —  xs  par  un  terme  de  [P]  ou  de  [Q].  Si 
done  les  mineurs  de  degre  n  —  xs  admettent  le  diviseur  lineaire 
ap  +  bq  au  degre  Z^,  le  mineur  de  degre  n  —  tar  + 1  et  ses  derivees 
partielles  admettent  en  commun  ce  diviseur  lineaire  au  meme  degre  4. 
11  faut  alors  que  le  mineur  de  degre  /i  —  gt  -h  i  soit  divisible  par 
{ap  +  bqy^-^\ 

Soit  /;.  le  dernier  exposant  /qui  ne  soit  pas  nuU  on  aura  les  inega- 
lites 

/o>/i>/i>.   •>^r. 
Posons  alors 


nous  aurons 


Co  -H  «i  -+-•.•  -H  «r-i  +  ^r=  ^o> 


et,  par  suite, 

(op  4-  bqyo=  (ap  -{-  bgy9{ap  -¥■  bqYt. ,  .{ap -+■  bqYr^t{ap  -^  bqy. 
Soient 

atp-hbiq,         a^p-hb^q,      ...,     UmP -^  b^q 

les  diviseurs  lineaires  distincts  du  determinant  [P,  Q]» 

Soient  /|,  /^ /^leurs  exposants.  Decomposons  ces  nombres  en 

elements  e  d'apr^s  les  regies  precedentes^  de  sorte  que  Ton  ait,  par 
exemple, 

Le  determinant  PQ  pourra  etre  represente  par  le  produit 

JJ(a,7?-h6,7)^'        (2  =  1,3,  ...,m;y=t=o,  i,  ...,//). 

Chacun  des  facteurs  de  ce  produit  est  un  dmseur  eUmentaire  du  deter- 
minant [P,  Q].  On  voit  que  chaque  diviseur  elementaire  est  essen- 
tiellement  caracterise  par  le  rapport  de  deux  coefficients  a  et  6  et  par 
un  exposant  e. 
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4.  Dans  les  theories  que  nous  etudierons,  chaque  diviseur  elemen- 
taire  jouera  un  role  independant.  Nous  pourrons  representer  tous  les 
diviseurs  elementaires  dans  un  ordre  quelconque  par  la  notalion 

Mais  les  indices  i,  2,  ...,  p  n'indiqueront  plus  que  les  diviseurs  li- 
neaires  a^p-\-h^q^  a^p  +  b^b^  ...,  CL^p-^b^q  soient  necessairement 
distincts.  Plusieurs  pourrontetre  egaux  entre  eux.  On  aura  de  plus 

et  le  nombre  p  seraegalou  superieur  au  nombre  des  diviseurs  lineaires 
distincts. 

Soit  (ap  H-  bqY  un  diviseur  elementaire  de  [P,  Q] ;  ce  diviseur  sera 
dit  simple  ou  multiple,  suivant  que  son  exposant  e  sera  egal  ou  supe- 
rieur a  I'unite. 

Supposons  qu'un  diviseur  lineaire  a/i-h  iy  fournisse  les  diviseurs 
elementaires 

{ap-hbgYo,         {ap^bq)\     ...,     {ap -^  bqYr, 

au  nombre  de  r+i.  Le  determinant  [P,  QJ  sera  divisible  par 
{ap  -^  bqY^^^^  "^r.  Tous  les  mineurs  du  premier  ordre  seront  divi- 
sibles  par  {ap  -h  bqy^^"-^r^  —  Tous  les  mineurs  de  I'ordre  r  seront 
divisibles  par  {ap  -h  bqyr. 

En  particulier.  si  tous  les  diviseurs  elementaires  sont  simples, 
c'est-a-dire  si  Ton  a  ^0  =  ^i  =  ••  •  =  ^r=  i»  on  voit  que  le  determinant 
[P,  Q]  sera  divisible  par  {ap  -h  bqy^^\  ses  mineurs  du  premier  ordre 
seront  divisibles  par  {ap  -H  bqy,  . . . ,  ses  mineurs  de  I'ordre  r  seront 
divisibles  par  ap  -h  bq. 

On  voit  par  la  qu'il  est  bien  indispensable  de  distinguer  la  multipli- 
cite  du  diviseur  ab  4-  bq^  considere  comme  diviseur  lineairey  de  la 
multiplicite  du  meme  diviseur  considere  comme  dimeur  Elementaire. 
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II. 

5.  Soient  les  deux  formes  bilineaires 

aux  memes  2/2  variables  j?4,  ....x^.y^,  ...,  j«.  Les  determinants  de 
ces  formes  sont,  par  definition,  les  determinants  [P]  et  [Q]. 
Faisons  les  substitutions 

i 

y'i—  ^^ijy'i 

i 

aux  determinants  H  et  K  supposes  tous  deux  differents  de  zero.  Les 
fornnes 

P(a:„  ...,a7;,|/„  ...,7„)     el    Q(a7i,  ...,J7«|y,,  ...,  yn) 

ou,  avec  une  notation  plus  simple,  les  formes 

P(^l/)    et    Q(^|y) 
deviendront 

P'(^'|/)     el     Q'(:r'|/). 

Nous  allons  montrer  que  les  determinants  des  deux  formes 

pP-^gQ    el    pP'^qQ' 
admettent  les  mimes  diviseurs  elementaires. 

6.  Supposons  que  Ton  ne  fasse  d'abord  que  la  premiere  substitu- 
tion. Les  formes 

V{x\y)     el     Q{x\y) 

deviendront 

Pi(^'i/)     et    Q,{x'\y). 

Ann.  de  I'Ee.  NormaU.  3*  Serie.  Tome  VUl.  —  Septbmbre  1891.  87 
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Si  ensuite  011  fait  la  seconde  substitution,  on  obtiendra  les  formes 

P'(x'\y)    el    Q'{x'\y'). 
II  suffit  done  de  demontrer  que  le  determinant  de  la  forme 

a  les  memesdiviseurs  elementaires  que  le  determinant  de  la  forme 

pP-hgQ; 

car  on  passera,  par  le  meme  procede  de  demonstration,  des  diviseurs 
elementaires  de  la  forme 

a  ceux  de  la  forme 

pP'-hqQ'. 

Nous  avons  la  relation  immediate 

[Pi,Qi]  =  [P,Q]xH. 
Done  deja  les  diviseurs  lineaires  distincts  des  deux  determinants 

[P„Qi]    el    [P,Q] 

sont  les  memes.  II  reste  a  faire  voir  qu'ils  fournissent  les  memes  divi- 
seurs elementaires.  Nous  montrerons  pour  cela  que,  si  un  diviseur 
lineaire  est  facteur  a  un  certain  degre  de  multiplicite  dans  tous  les 
mineursd'unordredonne  de[P,  Q],  il  estaussi  facteur  au  meme  degre 
de  multiplicite  dans  les  mineurs  de  meme  ordre  de  [P,,Q,]  et  reci- 
proquement. 

Representons  les  mineurs  de  degre  [x  des  trois  determinants 

[P,Q],    H,    [P„Q,] 
par 

"^yh9     T0y6,      /^$, 

Y  et  S  designant  deux  combinaisons  quelconques  des  nombres  i, 
2,  ...,  /I,  puis  [Aa  (X.  On  a,  d'apres  Cauchy,  et  enpartant  dela  relation 

[P„Qi]  =  [P,Q]xH, 
la  relation 

^'fB  —  fly  I  /n$,  H-  .  .  .  ^-  Ylyc  w$e. 
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Le  nonibre  c  est  celui  des  combinaisons  indiquees,  et  est  egal  a 

/l(/l  —  1)  .  ..  (/I  — jUL  +  l) 


I  ,2  , 


Si  tous  les  mineurs  m^  admettent  le  meme  diviseur  (ap  -f-  Ay)', 
m^^admettra  ce  meme  diviseur  pour  toutes  les  valeurs  qu*on  peut 
donner  a  y  et  a  S. 

Reciproquement,  si  tous  les  mineurs  m'y^  admetteni  le  meme  divi- 
seur (ap  -h  bqYy  il  en  sera  de  meme  des  expressions 

Mais  le  determinant  2)Y],,Y]32...Y]ec  est  une  puissance  de  H(*)  et 
n*est  pas  nul.  Done  /na,,  ...,  m^  admettent  separement  le  diviseur 
(cd?  ■+-  bqy,  et  pour  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  donner  a  S, 

Enfin,  si  les  mineurs  d'un  certain  ordre  de  [P,  Q]  n'ont  aucun  divi- 
seur commun,  il  en  sera  de  meme  des  mineurs  du  meme  ordre  de 
[PoQiJt  sans  quoi  Ton  pourrait  demontrer  que  les  mineurs  consi- 
deres  dans  [P,Q]  ont,  contrairement  a  Thypothese,  un  diviseur  com- 
mun. 

II  est  done  prouve  que  les  dwiseurs  elementaires  du  determinant  [P,  Q] 
ne  sont  pas  altdres  par  la  double  substitution 

a?|,    ,..fXn\^iy    •••>'^/»»yi>    •••»J^/i|^l>    •••>J^/i> 

powvu  que  les  determinants  de  cette  double  substitution  ne  soient  pas 
nuls. 

7.  La  reciproque  de  cette  proposition,  qui  fera  Tobjet  de  plusieurs 
parties  de  ce  Memoire,  est  une  question  tres  considerable.  La  pre- 
miere solution  est  de  M.  Weierstrass.  L'une  des  autres  solutions  don- 
nees  est  de  M.  Darboux.  II  est  vrai  que  M.  Darboux  s*est  contente 
d'etudier  les  formes  quadratiques,  mais  notre  Maitre  n'a  laisse  au 
lecteur  que  la  peine  d'etendre  lui-meme  le  precede  aux  formes  bi- 
lineaires.  C*est  ce  que  nous  avons  fait  dans  ce  qui  suit. 

(1)  Franckb,  Journal  de  Crelle,  Bd.  61. 
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La  reciproqiie  du  theoreme  precedent  s'enonce  de  la  maniere  sui- 
vante  : 

Soient  deux  couples  de  formes  bilineaires 

V{x\y)     el     Q{x\y) 

el 

P'(^-'|/)    el    Q'(^'|/). 

.SV  les  deux  determinants  [P,Q]  el  [P',  Q']  ont  les  mimes  dwiseurs  ele- 
mentaires,  on  peut  determiner  in^  constantes  h  et  k  telles  que  les  substi- 
tutions 


Xi=  ^hij^j  1 


(i,j  =  1,2,  ...,w) 

changent  P  en  P'  et  QenQ\ 

III. 

8.  Soil  une  forme  bilineaire  aux  2/2  variables  independantesx,, ..., 

»^/M  ,Yi  ♦     •  •  •  ♦  ,V/i 

P^^Aa^^aVp. 

Nous  allons  monlrer  qu'on  peut  d'une  infinite  de  maniere  substituer 
aux  variables  x  ei  y  d'autres  variables  telles  que  dans  la  nouvelle 
forme  on  ait  Aap  =  o  pour  a^^  ^.  Ce  calcul  correspond  a  la  reduction 
des  formes  quadratiques  a  des  sommes  de  carres. 

9.  Appelons  X,,  Xj,  ...,  X^  les  derivees  partielles  de  P  par  rapport 
a  r,,  a-2,  ...,  j:^«  et  Y,,  Yj,  ...,  Y„  les  derivees  partielles  de  P  par  rap- 
port a  Vi,  Vo,  .. .,  y„.  Nous  aurons 

Le  determinant  forme  par  les  n*  coefficienis  A,  et  qui  a  Tune  des 


Digitized  by 


Google 


THEORIE    DES    DIVISEURS    ELEMENTAIRES    ET    APPLICATIONS. 

deux  formes 

All      . . .      Am 

A I /I      ...      A/irt 

est  appele  le  determinant  ou  Vinvariant  de  la  forme  P. 
On  remarquera  la  reialion 


293 


A„     . 

..     A„ 

... 



ou 

A„     . 

..     A,» 

j?iXi- 


.-h^„X„  =  jtY,4-...-hj«Y^=iP. 


10.  Appelons  Bo  le  determinant  de  la  forme  P  et  formons  toutesles 
expressions  que  pent  donner  le  determinant  Bo  horde  comme  nous  allons 
rindiquer.  Posons 

An      •  •  •      Airt      Wj 


Bo= 


Chaque  bordure,  la  A*^™*  par  exemple,  distinguee  par  I'indice  supe- 
rieur  k,  est  obtenue  au  moyen  de  2/1  arbitraires  formant  deux  groupes 
distincts,  soient  M*,  ...,w*  pour  la  bordure  en  colonne,  et  i'*,  ...,  f^* 
pour  la  bordure  en  ligne. 

Developpons  Be  par  la  regie  de  Laplace  en  combinant  les  elements 
des  0  dernieres  colonnes  de  toutes  les  manieres  possibles,  de  maniere 
a  former  des  mineurs  de  degre  0,  et  en  multipliant  ces  mineurs  par  le 
mineur  de  degre  n  qui  reste  quand  on  a  supprime  les  0  dernieres  co- 
lonnes et  les  0  lignes  choisies.  Les  produits  du  degre  /^  4-  0  que  Ton 
obtient  ainsi  renferment  des  parametres  v  provenant  de  toutes  les  bor- 
dures  et  sont  du  degre  /i  —  0  par  rapport  aux  elements  du  determi- 
nant Bo. 

Done  Be  est  unefonction  lineaire  et  homo  gene  des  mineurs  d'ordre  0  de 
Bo,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuees  aux  arbitraires  u  et  v. 

11.  Be  est  une  forme  bilineaire,  si  Ton  considere  les 2/1  variables  in- 
dependantes  u\,  ...,  m*,  v\,  ....  v^„. 

12.  Be  pent  etre  considere  comme  un  contrevariant.  En  effet,  formons 
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Texpression 

k-i  *=1 

qui  renferme  les  2/n-  2  0  variables  independantes 
et  faisons  les  substitutions 

J 

aux  determinants  H  et  K  difTerents  de  zero,  et 

Uk=  U'j^ 

Convenons,  en  outre,  de  transformer  les  a*,  . . .»  m*  par  la  substitu- 
tion inverse  de  celle  qu'on  fait  sur  les  a?,  et  de  transformer  les  i^,  . . ., 
f^*  par  la  substitution  inverse  de  celle  qu'on  fait  sur  les  j,  de  sorte  que 
les  expressions 

et 

se  reproduisent  identiquementapres  une  transformation  quelconque. 
Soit  B3  la  nouvelle  expression  Be  transformee,  on  aura 

Bo=B6HK, 

car  le  determinant  de  la  substitution  complete  se  reduit  a  HK.  On  voit 
done  que  la  fonction  B©  joue  le  role  de  contrevariant. 

13.  Si  Ton  connait  le  determinant  [P,  Q],  qu'on  pent  representer 
parBo(/?,  q),  on  voit  que  la  fonction  B^(p,  q)  sera  entiere  et  homo- 
gene  en/?  et  q,  et,  si  les  mineurs  du  degre  /i  —  6  de  Bo(/?»  q)  sont  di- 
visibles  par  (op -i-6yy«,  on    voit  que    Bo(/),  y)    sera  divisible  par 
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Done,  pour  quun  dwiseur  {op  -\-  hqj^  soil  commun  a  torn  les  mineurs 
d'ordre  6  de  [P,  Q],  ilfaut  et  il  suffit  qu  U  dwise  la  fonction  Be(/?,  y) 
correspondante, 

14.  On  pourrait  definir  les  diviseurs  elementaires  de  [P,  Q]  au 
moyendes  determinants  Bo(/7,  9).  Ces  determinants  ont  pour  principal 
avantage  de  posseder  un  grand  nombre  de  parametres  arbitraires.  La 
methode  employee  par  M.  Weierstrass  dans  Tetude  des  couples  de 
formes  bilineaires  presente  des  diflScultes  qui  semblent  precisement 
tenir  au  petit  nombre  d'arbitraires  introduites  dans  les  calculs.  Nous 
preferons,  dans  Tetude  de  la  meme  question,  la  methode  de  M.  Dar- 
boux,  et  nous  en  donnons  ainsi  la  raison. 

15.  La  deuxieme  forme  Be  est 


Bt  = 


Ait 


A.„ 

«1 

A„„ 

< 

< 

0 

En  la  developpant,  on  a 


''■=-i:''f'>^- 


Si  Ton  retranche  de  la  derniere  colonne  les  autres  multipliees  par 
y\  9  ^29  •  ••»>"«»  puis  ensuite  que  Ton  retranche  de  la  derniere  ligne  les 
autres  multipliees  par  x^,  x^,  ...,  x^f  on  a 


Ai, 

Am 


Si  I 


A., 


«|-X, 


.     ^'i— Y«     --(a|jr,-i-...-+-aia7«)— ((^{7,-h,..-H(;Jy„)-}-(ariXi-h...-ha;«X«) 

on  remplace  alors  les  arbitraires  z/  et  p  par  les  derivees  X  et  Y  de 


la  forme  lineaire  P,  on  aura 

Bi  =  -BoP. 

Gette  formule  pcrmet  d'exprimer  P  en  fonction  de  B^  et  de  Bo. 


Digitized  by 


Google 


296  L.    SALVAGE. 

16.  La  fonction  Bq^.,  est  liee  a  la  fonclion  Be  par  la  relati 

17.  La  derniere  fonction  Be  est 


B„  =  (-i)^ 


..  Vn 


car  toutes  les  fonctions  B;,^;,'  seraient  idcntiquement  nulles 
18.  Nous  representerons  maintenant  la  fonction  Be  par 


ou  par  la  notation 


B(w^•^'^), 


ou  n'entrent  que  les  elements  les  plus  indispensables. 
Avoc  cette  notation,  ecrivons  la  formule 

B(i/^-',  i/Q;  v^-',  v^)     B(i/^-»,  u^^^;  v^-\  v^^'') 

nous  aurons  un  theoreme  connu  de  la  theorie  generale  d 
nants.  Ce  theoreme  sert  de  point  de  depart  a  la  fois  a  M. 
et  a  M.  Darboux  dans  leurs  analyses  des  formes  bilineaires 
tiques. 

Introduisons  encore  dans  nos  raisonnements,  avec  M .  Dai 

pression 

Re  =  B(a«-^X;^«-^Y), 

qui  se  lire  de  B;,_e4.4  en  remplaQant  les  elements  de  la  dernie 

par  les  derivees  partielles  de  la  forme  P. 

On  a 

Ro=^o. 

19.  Cela  pose,  appliquons  le  theoreme  rappele  plus  haut 
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sion  Rft.  Nous  aurons 


=  B(a''-»-^•t'«-»-^)B(w«-^X;^'«-^Y), 


et,  si  nous  posons 


nous  aurons  la  formule 

Re^,  B„_e-  Ue-^i  Yen-,  =  B«_e-i  Ro, 

ou,  en  changeant  0  en  6  —  i, 

ReB„_o-.i  -  Uo  Ve  =  B„_e  Re-i- 

Appliquons  cette  formule  plusieurs  fois  de  suite  et  ajoutons  aux  resul- 
tats  obtenus  une  identite  deja  demontree,  et  nous  aurons 

R,B,-U,V,     =zo, 
R.B«_,-U,V,  =  R,B,.„ 


R^B,— U«V„    :=R«-,Bo, 
PBo  =-R«. 


Nous  tirerons  de  ces  equations 


P==- 


U,V, 


U,V, 


BrtB/i-i       B;,.iBa-s 


B,Bo' 


a  condition  que  les  denominateurs  ne  soient  pas  nuls. 

Or  Ue  et  Ve sont  respectivement  des  fonctions  lineaires  des  X  et  des  Y, 
et  ne  renferment  respectwement  que  les  variables  y ,,...,  j^,  ou  ^, ,...,  j?„. 
Les  expressions  Be  sont  des  constantes  qui  dependent  des  valeursdon- 
nees  aux  arbitraires  u  et  s^.  Nous  concluons  de  la  qu'il  y  a  une  infinite 
de  manieres  de  ramener  une  forme  bilineaire  P  a  la  forme 

a=ii 

20.  Pour  que  la  proposition  soit  complete,  il  faut  encore  considerer 

Ann.de  I' Re,  Sormale,  3*Serie.  Tome  VU.  —  Octobkb  i8qo.  38 
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les  cas  oil  les  Be  pourraient  etre  nuls.  Nous  remarquerons  d'abord  que 
r expression  Bq  ne  peut  Sire  identiquement  nulle  que  si  tous  les  mineurs 
(i'orcire  0  de  Bq  sont  nuls^  et  ahrs  toutes  les  expressions  precedentes  Bo, 
B,,  . . .,  Be-,  sont  aussi  nulles  identiquement. 

En  efTet,  on  peut  toujours  disposer  des  arbitraires  de  maniere  que  Be 
se  reduise  a  Tun  quelconque  des  mineurs  de  B©.  II  suffit  de  donner 
a  ces  arbitraires  les  valeurs  —  1,0,  +  i  convenablement  distribuees. 
Si  alors  Be  est  nul  identiquement,  le  mineur  designe  sera  nul  avee  lui. 
La  reciproque  est  evidente. 

2 1 .  Si  Be  nest  pas  nul,  on  peut  prendre  les  nouvelles  arbitraires  qui 
entrent  dans  Be-,.,  de  maniere  que  Be^.,  ne  soit  pas  nul  identiquement.  En 
elTet,  on  a 

Si  Be^,  etait  nul  identiquement,  on  pourrait  donner  aux  nouvelles 
arbitraires  les  valeurs  —  i,  o,  -h  i,  de  telle  sorte  que  Be^.,  se  reduise  a 

-T-r^9  c'est-a-dire  que  tous  ces  mineurs  de  Be  seraient  nuls,  ou  encore 

Be,  qui  est  une  fonction  homogene  des  A/y,  serait  nul,  ce  qui  est  con- 
traire  a  Ibypothese. 

22.  Cela  pose,  considerons  le  cas  oil  Bo,  B,,  ...,  Be_#  etant  nuls,  Be, 
Be-H,,  .-.,  B;,  seraient,  au  contraire,  difTerents  de  zero.  Tous  les  cas 
pourront  se  ramener  a  celui-la  d'apres  les  propositions  que  nous  ve- 
nous d'etablir.  Nous  aurons  alors 


mais  on  a 


Be    "~    BoBo-i 


Ba-O^ 


B«B„_/ 


A„ 

...     A.„ 

«1     . 

..      u\ 

X, 

A„,     . 

..     A„„ 

u\     . 

..      ul 

X. 

^-1       • 

..       ri 

0 

. .     0 

0 

"1 

••       ^l 

0 

0 

0 

Y, 

...      Y. 

0 

. .     0 

Q 
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En  retranchant  de  la  derniere  colonne  les  premieres  mul 
y,,  j2.  ...,7«et  de  la  derniere  ligne  les  premieres  multipl 
Xa,  . . .,  Xn,  nous  aurons 


o 
R„_0=     ^1       ...       ^i       o       ...      o        V» 

VO 
U^     -P  I 


Les  U*  et  les  V*  disparaissent  dans  le  developpemeni 

coefficients  sont  des  fonctions  lineaires  des  mineurs  d' 

de  Bo-  On  aura  done 

R«_e=:-PBo 

et,  par  suite, 

-     -  u.v, 


A„      . 

..     A„ 

U\        . 

.     «'i 

A„,     . 

•  •       -^nn 

«i        • 

.     «'i 

^1       . 

■■        ^'n 

o 

o 

A      ■ 

..        ^l 

o 

o 

o 

o 

U'      . 

.     U^ 

B,»B„_, 


Cette  forme  ne  depend  plus  que  de  /i  —  6  variables  arbii 
pendantes. 


00„ 


23.  II  y  a  au  moins  n  —  0  variables  a:,,  X2,  . 
Ai  —  6  variables  j,,  y^,  ...,  y^  independantes.  Car,  si 
avoir  n  —  6  —  i  variables  nouvelles  a?'  et  /i  —  0  — ^  i  variab 
ment  qui  soient  independantes,  on  pourrait  exprimer  les 
des  w  —  0  —  I  variables  x'  et  de  0  -f- 1  variables  nouvel 
conques,  et  les  j  au  moyen  des  /i  —  6  —  i  variables  j'  et 
riables  nouvelles  y  quelconques.  Par  suite,  les  coe 
termes  oil  paraitraient  les  variables  x'  et  y"  devraient  dis| 
la  forme  et  dans  son  determinant  B^.  Mais  alors,  dans  B 
0  -+- 1  lignes  et  0  4-  i  colonnes  dont  les  elements  seraieri 
les  mineurs  d'ordre  0  seraient  done  nuls,  ce  qui  est  con 
pothese  faite  sur  Be. 


24.  En  resume,  si  Ton  choisit  les  arbitraires  w  ett'  d 
que  Bo,  B,,  ...,  Be.,  etant  identiquement  nuls,  aucun 
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ne  soit  nul,  on  pourra  ramener  P  a  la  forme 

a=n 

et  il  sera  impossible  de  trouver  une  forme  equivalente  a  P  et  renfer- 
mant  moins  de  variables  independanl.es  que  celle-la.  Cetle  forme  P' 
renfermant  des  arbitraires  pent  etre  obtenue  a  la  suite  d'une  infinite 
de  calculs  differents. 

IV. 

25.  Soienl  maintenant  deux  formes  bilineaires  aux  memes  variables 
independantes 

Supposons  que  le  determinant  de  la  forme /ne  soit  pas  nul,  et  consi- 
derons  la  forme 

qui  contient  une  indeterminee^. 
Le  determinant  de  F  etant 


Bo(s)  = 


^n\S-hbni       ...       a„nS-{-b 


nn 


et  les  derivees  partielles  de  F  etant  representees  par  X,,  Xa,  . . . ,  X„, 
Y,,  Ya,  . . .,  Y;,,  nous  avons,  d'apres  une  formule  etablie  plus  haut, 

26.  Considerons,  pour  un  moment,  les  X  et  les  Y  comme  des  arbi- 
traires, nous  voyons  que  F  sera  une  fraction  rationnelle  en  5,  nulle 
pour  s  infini,  et,  par  suite,  developpable  en  une  somme  de  n  fractions 
simples.  Operons  la  decomposition  par  la  regie  de  Lagrange,  qui  con- 
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siste  a  chercher,  pouruneracine^/  de  Bo(^),  le  coefticient  de  -  dans  le 

developpement  de   _^^"^^  • 

Nous  aurons,  pour  la  valeur  arbitraire  *;-i-  a  de  s, 


F  =  ~  ^ 


B,Bo 


Considerons  a  part  un  terme  quelconque  du  developpemenl  a  faire, 
soil 


On  a  d'abord 


U„_(^,z=B(a^-',X;^»)  = 


(^— ^/— <j)BeBe-, 


a»t*-+-  ^«i 


aniS-^i^nn      «i       .••       ««~*      ^/i 


Retranchons  de  la  derniere  colonne  les  n  premieres  multipliees  par 
yi^  y2f  '"^yn  ^^  remplaQons  X  par 

da:       dx 

Cette  derniere  colonne,  ecrite  horizontalement  et  en  observant  que  s 
doit  etre  remplace  par  ^,4-  <j  dans  U«_e-H<,  deviendra 

En  developpant  le  determinant  par  rapport  aux  elements  de  cette  co- 
lonne, on  aura 

Un_o+i  =  {S'-Si—  (j)  M,  ■+-  M,. 

Les  coefficients  U\  ...,  U^  sont  des  fonctions  lineaires  des  mineurs 
d'ordre  6  —  f  de  B©,  et  M,  est  egal  a  U„«e+i»  quand  on  a  remplace 
X,,  ...,  X^  par 
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II  resulte  de  la  que  M,  est  divisible  par  la  meme  puissance  de  a  que 
Bq,  et  que  M^  est  divisible  par  la  meme  puissance  de  a  que  Be_,. 
Soient  /^  et  /e^,  les  exposants  de  (x  dans  Be  et  Be-,.  On  sail  que  Ton 
a'e-i>4-  Posons  /e-,  —  /e=ee-<,  ou,  pour  simplifier  un  moment 
I'ecriture,  posons  simplement 

/e_,  —  k^e. 

On  voit  que  e  est  Texposant  d'un  diviseur  elementaire  correspondant 
au  diviseur  lineaire  s  —  5/de  Bo(5). 
On  pourra  done  ecrirc 

et  M',  et  IVIj  ne  seront  plus  divisibles  par  (x. 
On  aura,  en  outre, 

Be     =cr'e    Be, 

Be_,  =  (j'«-»B-_p 

et  Bo  et  Be..,  seront  deux  quantites  ne  renfermant  plus  a  en  facteur. 
Cela  pose,  I'expression 

U„_04.iV;,_e-ft 


devient 

cr'o-^-'e-.BeBJL,        ' 

en  appelant  N'^  la  quantite  analogue  a  M',   provenant  du  calcul    de 
V„_e-4.M  et  en  negligeant  d'ecrire  les  termes  qui  ne  donnent  pas  de 
puissances  negatives  en  a. 
On  pent  encore  ecrire 

s  —  Sj—tj       M',  N^ 

OrM',  renferme  lineairementy,,y2,  ...,y;ietN',  renferme  lineaire- 
ment  x^,  x^^  . . . ,  a?^.  II  en  sera  de  meme  des  coefficients  de  leurs  deve- 


Digitized  by 


Google 


THEORIE    DES    DIVISEURS    ELEMENTAIBES   ET   APPLICATIONS. 

loppements  par  rapport  a  a.  Solent 


\/BeBJ_, 


^?o-+-$,  (J  H-l,  (7*-+-..., 


Le  coefficient  de  -  que  nous  cherchons  sera 

—  (^  —  *i)(?o -Oc-i-h... -+-?«-! -Oo)  -+-(coTn^-5H-...-h£c-,yjo). 
Nous  poserons,  pour  simplifier 

Nous  voyons  ainsi  que   les  lermes  successifs  du  developpement 
— ^L±-^^  nous  donneront 

•V  Sf — ff 


Pour  unc  autre  racine  s'.  de  B^(s)  nous  aurions 


Au  lieu  de  reunir  tous  ces  resultats  en  con^iderant  les  diviseui 
lineaires  s  —  s^,  s  —  s-,  ...,  considerons  les  diviseurs  elementain 
(s  —  s^y\  (s — s^Y',  ... ,  (s  —  ^pX?,  etil  importe  peu  que  les  diviseui 
lineaires  correspondants  soientdistincts  ou  non,  nous  aurons,  en  ajoi 
tant  tous  les  resultats  obtenus, 

1  =  1 

On  voit  done  que  chaque  diviseur  elementaire  fournil  son  terme  dai 
le  developpement  de  F.  C'est  en  cela  que  consiste  Tindependance  de 
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roles  de  ces  diviseurs  elementaires  dans  le  calcul  que  nous  venons  de 
faire. 

De  la  formule  precedente,  on  lire 

(I) 

II  faut  remarquer  que  Ton  doit  poser 

(|To)r,-i  =  o       pour       e/  =  i. 

27.  Les  formules  (i)  ont  ete  donnees  par  M.  Weierstrass.  Pour 
reveniratix  diviseurs  elementaires  tels  que  nous  les  avonsdefinisdans 
les  paragraphes  precedents,  nous  allons  transformer  ces  formules  en 
d'autres  non  moins  remarquables. 

Soient  g,  h,  g\  h!  quatre  nombres,  entiers  si  I'on  veut,  tels  que  le 
determinant  gh — h^  soit  egal  a  I'unite,  et  posons 

/•=-(^P  4-/tQ), 

F=-(/5  +  (p)  =  [(^P-h/tQ)5-(^-'P^A'Q)]. 

Nous  en  tirerons 

F  =  (^-^- ^-')P  4- (A^~ /i')0  =/>P  4- 7Q, 
en  posant 

g^-  s'  —  P^ 

hs—  h'  =:  q. 

Nous  aurons  alors 

ap-\-  bq  —  (ag-h  bh)s  —^  {ag'  -h  bh'). 

Supposons  que  ap-\-b(f  soit  un  diviseur  du  determinant  [P.Q]  et 
remplagons  a  ^i  b  par  des  valeurs  proportionnelles,  de  sorte  que  Ton 
ait 

ag-\-  bh  =  i. 

En  outre,  posons 

ag'-^bh'  —  Si, 
nous  aurons 

ap  -h  bq  ^=  s  —  Si . 
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II  resulte  de  la  que  les  diviseurs  elementaires  du  determinant  de  la 
forme  ¥  =pV  -{-  qQ  correspondront  aux  diviseurs  elementaires  de  la 
forme  F  =  —  (/s  -+-  9).  Si  Ton  resout  alors  le  systeme  d'equations 

ag  -^  bh=i, 
ag'-^bh'  —  Si, 

on  aura,  en  introduisant  un  indice  pour  a  et  b, 

ai=z      h'  —  hSi, 
bi^i'-g'-^gs,. 

Enfm  les  equations 
donneront 

ou  enfm 

(2)  \  '  r      (£1=1,  2,  ...,p). 

I 

28.  On  voi  t  done  que,  si  P  e/  Q  sont  deux  formes  hilineaires  telles  que  le 
determinant  [P»Q]  ne  soit  pas  identiquement  nul,  si  g  et  h  sont  deuv 
constantes  quelconques,  telles  que  le  determinant  de  la  forme  gf  -h  hQ  ne 
soit  pas  nul,  et  enfin  si  (^Uip  4-  hiqy^  est  un  diviseur  elementaire  quel- 
conque  du  determinant  [P.  Q]f  on  pourra  poser  les  formules  (2).  Ce 
sont  exactement,  a  la  notation  pres,  les  formules  que  M.  Weierstrass  a 
donnees. 

29.  Le  coefficient  de  s^  dans  [P»Q]  est  la  valeur  de  [P,Q]  pour 
p  =  g,  q  =  h\  nous  le  representerons  par  {g, h)  et  nous  aurons 

/  i 

Ann,  de  I'P.c,  Normale,  3*  Serie.  Tome  VIU.  —  Octobbe  1891.  89 
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30.  A  un  exposant  c/  correspondent  dans  P  un  nombre  «,-  de  termes 
multiplies  par  a,  et  un  nombre  c/—  r  de  termes  multiplies  par  h. 
Done  a  un  exposant  e,  correspondent  2e,  —  i  termes  dans  P,  et  de 
nieme  2^/  — i  termes  dans  Q.lorsqu'on  donne  a  P  et  a  Q  les  formes  (2) 
qu'on  pourrait  appeler  canoniques.  Si  Ton  a  ^1  =  1,  le  nombre  de 
termes  de  P  se  reduira  a  I'unite,  et  il  en  sera  de  meme  dans  Q. 

Si  tous  les  nombres  Ci  se  reduisent  a  Tunit^,  on  aura  le  cas  le  plus 
simple  des  formules  (2)  sous  la  forme 

P  =2  «'?'••«'     J 

Q  =2  *'^'^''       ) 

31.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra  un  peu  simplifier  les  formules  {^i) 
en  posant 

^'^  =  1,        /£  =  o,  g'=o,        h'-=z\,        si  [P]  n'est  pas  nul, 

et 

g=o,        A  =  — I,        g'=i,        h'=Oy        si  [Q]  n'est  pas  nul. 

32.  Les  expressions  ^  sont  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  de 
y^y^^  '  "fyn*  ^t  les  expressions  y]  sont  des  fonctions  lineaires  et  ho- 
mogenes  de  a:,,  arj,  .. . ,  a?^.  Nous  allons  montrer  qu'on  pent  recipro- 
quement  exprimer  x^,  . . . ,  d?„  en  fonctions  lineaires  et  homogenes  des 
Y],  et  J,,  . .. ,  y„  en  semblables  fonctions  des  $.  En  effet,  considerons 
la  premiere  des  equations  (i) 

ou  encore 

^-P-^/*Q=2(5^W 
Nous  en  tirons 
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et,  par  consequent,  le  determinant  de  la  forme^  (^'^Xi  ®st 


'ion 


o 

o 
o 

I      o 

o    o 
. .     o    o 

.  .       O       I 

. . .      o      ... 

. . .      o     ... 
I 

. .      o      ... 

et  n*est  pas  nul.  Appelons  ce  determinant  S.  Si  Ton  fait  le  change- 
ment  de  variables  qui  change  les  I  en  j,  et  les  y)  en  x,  le  determinant 
S  sera  multiplie  par  les  deux  determinants  de  substitutions,  que  nous 
appellerons  Bj,  et  8y.  Mais,  quand  les  variables  sont  a?,  y,  le  determi- 
nant de  V  (5^)e,  ou  de  gP  h-  AQ  est  (g,  h)  et  est  suppose  different  de 
zero.  On  conclut  alors  de  la  relation 

que  Sa;  etSj.  ne  peuvent  etre  nuls,  et,  par  suite,  qu'on  peut  exprimer 
les  a?  en  Y)  et  les  j  en  $. 

33.  En  resume,  etant  donnees  deux  formes  bilineaires  P  ^/  Q,  si  le 
determinant  de  la  forme  pV  -\-qQa  p  dis^iseurs  elementaires 

et  U importe  peu  que  les  bindmes  a^p  -k-b^q,  . . .,  a^p  -\-  b^q  soient  dis- 
tincts  ou  non,  on  peut  determiner  n  fonctions  lineaires  et  hompgenes 
des  y,  soit 

5o,      ?{»       •••»      iii^i      (/=rl,2,  ...,p) 

et  n  fonctions  lineaires  et  homogenes  des  x,  soit 

mi,    m'j,     ...,    -nj^-i    («=:i,2,  ...,p), 
telles  que,  pour  des  valeurs  donnees  des  constantes  g  et  h^  et  pour  des  i^a- 
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leurs  coni^enables  des  rapports  t^>  onpuisse  construire  les  nouvel/es  formes 

I 

i 

el,  reciproquement,  on  pourra  exprimer  les  x  el  les  y  au  moyen  des  \  el 
des  r\  de  maniere  d  reprodvire  les  formes  primitwes. 

34.   Soient  maintenant  deux  couples  de  formes  bilineaires 

P(^lr),   Q(^|/) 

et 

PH^'I/),    Q'(^'|/), 

et  supposons  que  les  deux  determinants  [P,Q]  et  [P',Q']  aient  les 
memes  diviseurs  elementaires. 
Nous  determinerons,  d'une  part,  n  fonctions  lineaires  et  homogenes 

^® y\ » y^^  •  •  •»  yn 

5i,       ..••      Vei^Y       («  =  I,2,  ...,p) 

et  n  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  a?,,  ir^,  . . .,  x^^ 

tq'o,      ...,     r)i.-i     («  =  i,2,  ...,p), 

et,  d'autre  part,  n  fonctions  lineaires  et  homogenes  dej',,  y^,  ...»y„ 
et  n  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  x\^  x\^  •  •  ■»  ^« 

'lo»       •  •  •  >       »iei— 1» 

telles  que  Ton  puisse  mettre  P,  Q,  P',  Q',  en  employant  les  memes  va- 
leurs  de  g^  A,  a,  h  sous  les  formes 

p=2t^'(^^)'~^(^^)"-'i' 

i 
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et 

f 

I 

II  est  evident  que  P  et  P',  Q  et  Q'  ne  differeront  que  par  la  notation  el 
se  transformeront  les  unes  dans  les  autres  en  posant 

Maisces  equations sont des  relations  entre  x^^  .  ..,^«.  ^\f  •  ..,0?), d'une 

part,  et  X,,  ..,  ji„7t y„  d'autre  part.  On  a  vuqu'on  pent  les  re- 

soudre  soit  par  rapport  aux  icet  auxj,  soitpar  rapport  aux  a?' etauxj'. 
En  outre,  les  formes  P,  Q,  P',  Q',  une  fois  qu'on  a  choisi  g  et  A,  ne  de- 
pendent que  des  diviseurs  elementaires  de  [P,  Q]  et  [P,  Q].  On  a  done 
ce  theoreme  definitif : 

Pour  que  deux  formes  bilineaires  P  e/  Q  5e  changent  simuUanement  en 
deux  autres  formes  P'  et  Q'  au  mxyyen  de  substitutions  convenabUs  des  x' 
aux  X  et  des  y  aux  y^  il  faut  et  il  suffit  que  les  determinants  des  deux 
formes 

aient  les  mSmes  diviseurs  elementaires. 

35.  Dans  le  cas  particulier  ou  Ton  a 

Aap  =  Apa,  Bap  =  Bpa,  Aip  =  Apa»  B^p  =  Bp,, 

on  pourra  prendre  pour  $  la  meme  fonction  des  j  que  yj  fonction  des  j:^, 
et  pour  5'  la  meme  fonction  des  y  que  rj'  fonction  des  x\  Dans  ce  cas, 
les  substitutions  qui  changent  P  en  P'  et  Q  en  Q'  auront  les  formes 

/ 

yi=^i^uyj' 

i 

36.  Pour  appliquer  le  theoreme  general  precedent,  il  n'est  pas  ne- 
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cessaire  de  decomposer  effectivement  les  deux  determinants  [P,  Q]  et 
[P\  Q']en  diviseurs  elementaires.  Si  I'on  considere  les  formesyj  +  tp, 
/'S'h(f\  on  determinera,  pour.chaque  ordre  de  mineurs,  les  plus 
grands  communs  diviseurs  de  ces  mineurs.  En  leur  supposantun  coef- 
ficient egal  a  Tunite,  et  en  les  appelant 

Ro(0,    Ri(0,    R.(5)»    ..., 
r;(5),  r;(^),   r;(5),    ..., 

rindice  o  correspondant  au  determinant  principal,  et  I'indice  k  aux 
mineurs  d'ordre  A,  il  sera  necessaire  et  suftisant  que  Ton  ait  identi- 
quement 

R;t(^)  =  Ri(*)     (A:  =  o,  1,2,  ...). 

37.  Dans  notre  analyse,  nous  avons  laisse  de  cote  le  cas  oil  Ton  ne 
pourrait  pas  trouver  deux  nombres  g  €it  h  tels  que  la  forme  ^P  -H  AQ 
ait  un  determinant  different  de  zero.  II  en  resulterait  que  le  determi- 
nant de  cette  forme  serait  identiquement  nul,  quels  que  soient  les 
nombres  ^ou  A,  ou  encore  que  les  coefficients  du  developpement  en  p 
et  y  du  determinant  [P,QJ  seraient  tons  identiquement  nuls.  Ce  cas 
ne  se  presentera  jamais  si  Tun  au  moins  des  deux  determinants  [P]  ou 
fQ]  n'est  pas  nul.  Nous  ne  traitorous  pas  ce  cas  exceptionnel,  pour  le- 
quel  on  pourra  consuUer  les  Memoires  de  MM.  Darboux  et  Jordan 
(Journal  de  Mathematiques  pares  et  appliquees;  1874). 

V. 

38.  Etudions  maintenant  lesremarquables  formes 

i 

I 

oblenues  precedemment,  et  supposons  que  Ton  ait 

<?l4-     e,-|-.     .     .-f-     60=     fly 

gai-\-hbi—\         (/:=',  2.  ...,p). 
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Nous  allons  montrer  que  les  diviseurs  elementaires  du  determinant 
[P,  Q]  sontt  comme  cela  doit  etre,  les  expressions 

39.  Posons 
nous  aurons 
Soient  alors 

«/P  ■+-  btq  =  Ui,         gq  —  hp  =  i^, 

Ui  at  9  seront  deux  variables  independantes  avec/?  et  q,  puisque  le  de* 
terminant  gui-^  hbi  n'est  pas  nul. 

Par  suite,  le  determinant  de  la  forme />P, -h  7Q,  pourra  s'ecrire 


[Pi.Qi] 


Si  nous  cherchons  de  meme  le  determinant  de  la  (ormep?  ■+-  qQ  en 
posant 

nous  trouverons 


00  . . 

.   0  V  Ui 

00  . . 

.   VUiO 

,,.  . . 



VUi       .  . 

000 

UfO       .  . 

.  000 

[P,0]  = 


00 
00 

l/,0 

UiO 

00 
00 

00  ...  00 
00   ...   00 

00   ...   00 
00  ...  00 

00 

00 

00 
00 

00 
00 

00 
00 

00   ...  Ptt, 

00    ...   UfO 

vu^     ...   00 

MtO   ...    00 
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et  nous  en  conclurons  que  I'on  doit  avoir 

i 

Or  on  a  evidemment  [P/,  Q,]  =  ±:  n^i^  et  ifi  sera  le  seul  diviseur 
elementaire  de  f  P/,  Q/];  car,  si  I'on  retranche  la  derniere  ligne  et  la 
derniere  colonne  dc  ce  determinant,  on  a  un  mineur  du  premier ordre 
egal  a  ±  t^»~*.  Mais  v  est  independant  de  w,,  et  ^»~*  ne  pent  etre  divise 
par  W/. 

Si  Ton  a  ^i=  i,  w/  est  evidemment  le  seul  diviseur  elementaire  de 
[P/'  Qi]»  qui  se  reduit  dans  ce  cas  particulier  a  |w/|. 

On  aura  ensuite 

i 

on  en  conclut  que  les  diviseurs  elementaires  de  [P,  Q]  ne  peuvent  etre 
que  les  puissances  des  diviseurs  lineaires  a,/>  -h  biq.  11  reste  a  deter- 
miner leurs  exposants. 

40.  Cherchons  les  determinants  d'ordre  gj  de  [P,  Q].  Chacun  d'eux 
correspond  a  une  suppression  de  xs  lignes  et  de  xs  colonnes  dans  le 
determinant  principal.  Celui-ci  pent  etre  represente  schematiquement 
par  lay?^.  i  composee  :  i®  de  carres  noirs  ayant  une  diagonale  com- 
mune avec  le  carre  principal;  2®  de  carres  et  de  rectangles  blancs 

Fig.  1. 


Les  parties  blanches  correspondent  a  des  elements  tons  nuls  du  de- 
erminant[P,  Q]  et  les  carres  noirs  correspondent  aux  determinants 


i 
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3l3 


[P/'  Q/l-  <^ela  pose,  si  Ton  supprime  cj  lignes  et  cr  colonnes  de  [P,  Q], 
on  aura  un  mineurque  Ton  pourra  representer  schematiquement  par 
\9Lfig.  2,  analogue  a  la  precedente. 


Fig.  a. 


//}■■■/// /y 

y  ■■-■/, 
'    -   '      ''■'■/'/ 


Mais,  dans  cette  nouvelle  figure,  il  pourra  se  presenter  des  rectangles 
noirs.  Supposons  que  cette  circonstance  se  produise,  et,  pour  fixer  les 
idees,  imaginons  que  la  premiere  partie  noire  soit  un  rectangle  ren- 
fermant  k  lignes  et  k'  colonnes,  et  allonge  dans  le  sens  horizontal, 
c'est-a-dire  que  Ton  a  k'^k, 

Dans  un  element  quelconque  du  determinant  represente  par  lay?^.  2 
entroront  forcement  un  element  non  nul  de  la  premiere  ligne,  un  ele- 
ment non  nul  de  la  seconde  ligne,  . . .,  un  element  non  nul  de  la  A'**""' 
ligne,  et,  a  cause  de  la  forme  de  V^Jig,  2,  ces  elements  devront  appar- 
tenir  a  k  des  k'  premieres  colonnes.  Mais  il  restera  encore  k'  —  k  des 
premieres  colonnes  dans  chacune  desquelles  il  faudra  prendre  un  ele- 
ment, etcet  element,  devant  etre  pris  en  dehors  des  A  premieres  lignes, 
appartiendra  a  une  partie  blanche  de  \^  fig-  2  et  ne  pourra  etre  qu'un 
zero.  Nous  en  concluons  que,  dans  le  developpement  du  mineur  con- 
sidere,  tons  les  elements  sont  nuls  et,  par  suite,  que  ce  mineur  lui- 
meme  est  identiquementnul. 

41.  Nous  sommes  done  autorises  a  ne  considerer  que  les  mineurs 
de  [P,  QJ  tels  que,  dans  lay?^.  2  correspondante,  il  n'y  ait  que  des 
carres  noirs.  Si  nous  representonspar  [P,,  Q/]^'"'^un  mineur  quelconque 
d'ordre  m  de  [P,,  Q/],  ou  ce  determinant  lui-meme  si  /w  ~  o,  tons  les 
mineurs  non  nuls  de  [P,  QJ  et  d'ordre  xs  pourront  etre  mis  sous  la 
forme 


ni 


Ann,  de  i'Kc.  Nonnaie,  3"  Serie.  Tome  VMI.—  Oltobre  1S91. 
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oil  Ton  R 

f 

et  il  suffira,  dans  la  suite,  de  consideror  les  mineurs  de  [P,  Q]  qu'on 
pent  mettre  sous  cette  forme. 

Cela  pose,  soil  ap-hbq  un  quelconque  des  diviseurs  lineaires  de 
[P,  Q],  et  soient  tires  des  determinants  [P,,  Q,] 

{ap-^fjf/Yo,     {ap-hbqYt,      ...,     (ap -{- bqYr 

tous  les  diviseurs  elementaires  correspondants.  Nous  supposerons  que 
les  nombres  e^,  e,,  ...,  e^  n'aillent  pas  en  croissant. 

Si  nous  prenons  /n,=  i,  pour  les  valeurs  o,  i,  . ..,  rdeTindice  i,  et 
que  nous  prenions  precisement  le  mineur  de  [P/,  Q,]  obtenu  en  sup- 
primant  la  derniere  ligne  et  la  derniere  colonne,  le  mineur  de  ]  P,  Q] 
qu'on  formera  ainsi  en  supprimant  dans  fP.QJ  au  moins  r-hi  lignes 
et  r  -f-  I  colonnes  ne  pourra  pas  etre  divise  par  ap  -h  bq.  Done  les  mi- 
neurs de  [P,  QJ  d'ordre  egal  ou  superieur  a  rn-  i  n'admettent  pas  en 
commun  le  diviseur  lineaire  ap  -i-  bq  et,  par  suite,  il  n'y  a  pas  plus  de 
r-i-  I  diviseurs  elementaires  fournis  par  le  diviseur  lineaire  ap -^  bq. 

Cherelions  maintenant  I'exposant  du  diviseur  ap  -h  bq  dans  les  mi- 
neurs d'ordre  cr,  inferieur  a  r-h  i.  Soit  p  le  nombre  total  des  deter- 
minants [P|,  Qi],  on  a 

p  --CT  —  (p  —  /•  —  l)  -h  (/•  —  W  -f-  l). 

Puisqu'il  n'y  a  pas  plus  de  gt  nombres  /^o,  m, ,  . . . ,  //ip  qui  ne  soient 
pas  nuls,  il  y  en  a  au  moins  p  —  tar  ou  encore 

(p  —  /•—  l)  H-  (/•  —  CJ-I-  I) 

qui  le  sont.  On  pourra  bien  prendre  nuls  les  p  —  r—  i  nombres  m  qui 
ne  correspondent  pas  aux  indices  o,  i,  ...,  r;  mais,  parmi  ces  der- 
niers,  il  faudra  encore  en  prendre  au  moins  r  —  cr  -h  i  qui  soient  nuls. 
Done,  dans  le  produil 

apparailront  au  moins  r— cjh-i  des  determinants  [P|,Qi]  oil  i  est 


Digitized  by 


Google 


THEORIE    DES    DIVISEURS    ELEMENTAIRES    ET   APPLICATIONS.  3l5 

egal  a  o,  i,  ...,  r.  Par  suite,  chaque  mineur  de  Tordre  gt  de  [P,Ql 
sera  divisible  par  une  puissance  de  ap-^bq  dont  Texposant  sera  la 
somme  de  r  —  tar  4-  i  des  nombres  e^,  e,,  . . . ,  e^.  Get  exposant  ne  sera 
pas  plus  petit  que  la  somme  e^  -h  e^^^  4- . . .  -f-  ^^. 

D*ailleurs,  si  on  egale  a  I'unile  les  nombres  /w,  auxquels  correspon- 
dent les  exposants  e©,  ^,,  . . . ,  e^^^  et  a  zero  les  autres  nombres  m^,  on 
pent  former  un  mineur  de  [P,  Q]  qui  admette  ap  h-  hq  comme  diviseur 
exactement  au  degre  e^-h  ^cr+i  -H. .  .-l-  ^r»  ct  qui  soit  d'ordre  gt.  On  en 
conclut  que  {ap  4-  hqY'''^""^^'  est  la  plus  haute  puissance  de  ap  4-  hq 
qui  divise  a  la  fois  tons  les  mineurs  d'ordre  tar  de  [P,  Q]. 

Posons  alors 

/„=:eo4-ei-h.  ..4-eni4-. .  .-he,., 

^0—  ^0  =  A  —  <?j  4- .  .  .  -h  enT4- .  . .  -h  6^., 


'cF-l  —  ^57-1  —  Ixs  —  Cct  -h  .  .  .  -h  e,., 

*r— .1 —  e,._i  =  c,.  =  ^r> 

ou  encore 

4»  A .  •  •  • »  /r  seront  les  plus  hauts  exposants  des  puissances  de  ap  4-  hq 
respectivement  dans  le  determinant  principal,  dans  ses  mineurs  du 
premier  ordre,  ...,  dans  ses  mineurs  de  Tordre  r.  Si  Ton  se  reporte 
aux  definitions  posees  au  premier  paragraphe,  on  voit  que 

sont  les  diviseurs  elementaires  de  [P,  Q]  qui  correspondent  au  divi- 
seur lineaire  ap  4-  hq. 

42.  Puisque  les  formes  reduites  de  deux  formes  bilineaires  P  et  Q 
ne  dependent  que  des  diviseurs  elementaires  du  determinant  [P,  QJ 
et  de  deux  constantes  arbitraires  g  et  A,  on  en  conclut  que,  si  ran 
fait  une  douhle  suhstitution  generate  dans  des  formes  reduites  conslruiles 
a  priori,  on  ohtiendra  les  formes  hilineaires  les  plus  generates  correspon- 
dant  aux  diviseurs  elementaires  que  Von  a  choisis. 
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43.  Dans  le  cas  oil  le  determinant  [P,  Q]  a  n  diviseurs  elementaires, 
plusicurs  pouvant  provenir  de  diviseurs  lineaires  egaux  entre  eux,  les 
exposants  e^,  e^,  . . .,  ^«  sont  tons  egaux  a  Tunite.  Les  formes  reduites 
deviennent  simplement 

Reciproqucment,  le  determinant  de  la  forme 

admet  les  diviseurs  elementaires  a^p-^-b^q^  ...,  ci„-]-/}„q.  li  faut 
done,  pour  que  P  et  Q  puissent  prendre  les  formes  precedentes,  que  le 
determinant  [P,  Q]  possede  n  diviseurs  elementaires.  Mais  [P,  Q]  ren- 
ferme  chacun  de  ces  diviseurs  a  la  premiere  puissance;  tous  les  ex- 
posants e  sont  egaux  a  Tunite,  et,  pourun  meme  diviseur  lineaire  de 
1P,Q],  ona 


En  consequence,  un  meme  diviseur  lineaire  du  degre  /©  de  multipli- 
cite  fournit  4  diviseurs  elementaires  dont  les  exposants  e  sont  egaux  a 
Tunite,  et  ce  diviseur  lineaire  est  commun  a  tous  les  mineurs  d'ordre 

/o-I. 

On  a  done  ce  theoreme  : 

Pour  que  les  formes  P  el  Q  puissent  secrire 

I  f 

^/  (*^  ^i  ^tant  respeclwemenl  des  fonclions  lineaires  et  homogenes  des  y  et 
des  X,  ilfaut  et  il  sufjil  que  tout  diviseur  de  [P,  Q]  qui  entre  comme  dii-i- 
seur  lineaire  au  degre  /o  >  i  soit  en  meme  temps  un  diviseur  commun  de 
tous  les  mineurs  de  Vordre  /«  —  i  ^^  [ P,  Q ). 
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VI. 

44.  II  ne  s'agit  pas  maintenant  de  refaire  la  theorie  des  formes 
quadratiqiies,  sur  laquelle  on  peut  consulter,  en  particulier,  le  Me- 
moire  public  par  M.  Darboux  en  1874.  Nous  voulons  seulement,  en 
deduisant  les  principaux  theoremes  sur  les  formes  quadratiques  des 
raisonnements  precedents,  mettre  en  evidence  le  role  des  diviseurs 
elementaires. 

45.  Soit  la  forme  quadratique 

^^aa^x-+-'^'^^OLp^aL^^  (a,  (3  =  i ,  2,  .  .  . , /i), 

dont  le  determinant 

Am      ...     A.„ 

est  symetrique,  A  cette  forme  quadratique  correspond  une  forme  bi- 
lineaire 

admetlantle  meme  determinant.  Appelons  P  la  forme  bilineaire,  eta' 
la  forme  quadratique,  nous  aurons 

L'introduction  de  la  forme  P  dans  Tetude  de  ^  permet  de  demontrer 
facilement  les  theoremes  qui  vont  suivre. 

46.  Theoueme  I.  —  Sila  substitution 

Y 

trans/orme  les  deux  formes  quadratiques  9  et  ^  en  deux  autres  ^'  et  ^', 
et  si  le  determinant  de  cette  substitution  nest  pas  nul,  les  determinants 
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des  deux  formes  p^  *+"  y  ^  et  p^  -^  q^  ont  les  mimes  diviseurs  elemen- 
taires. 

Si  nous  considerons  les  formes  bilineaires  P,  Q,  P',  Q'qui  ont  menies 
determinants  que  les  formes  quadratiques  proposees,  commeces  deter- 
minants sont  symetriques,  on  passera  de  P  a  P'  et  de  Q  a  Q'  en  rem- 
pla^ant  les  x  par  les  fonctions  donnees  des  x\  et  les  y  par  les  memes 
fonctions  des  y.  Mais  alors  les  determinants  [P,  Q]  et  [P',  Q']  ont 
les  memes  diviseurs  elementaires,  et,  comme  ces  determinants  sont 
aussi  ceux  des  formes /?* -i- ^r^  et  p^'-^-q^,  le  theoreme  est  de- 
montre. 

47.  Theori^me  II.  —  En  supposant  que  le  determinant  |<r,  ^J  de  la 
forme  quadratique p^  -\-  q'^ne  sannule  pas  pour  toutes  les  valeurs  dep 

et  de  q,  et  que 

{a^p -+- b^gY»,     ...,     {apa-hb^qYi 

soient  ses  dwiseurs  elementaires,  en  appelant  deplus  g  et  h  deux  nomhres 
qui  nannuhnt  pas  g^H  -\-  h'^,  et  en  admettant  que  les  constantes  aetb  sa- 
tisf assent  aux  conditions 

gai-hhbi=:i         {i=z  I,  2,  ...,  p), 

onpeut  determiner  n  fonctions 

lineaires  et  homogenes  en  x^,  ..  -^  x^  telles  que  ion  ait 

avec  la  condition 

(ll)ei-\  =  o     pour     Cf,=  I. 

En  effet,  a  cause  de  la  symetrie  des  determinants  des  formes  bili- 
neaires P  et  Q,  les  5  sont  en  J,,  •.-•Jn  les  memes  fonctions  que  les 
Y)  en  or,,  . . .,  j?rt.  On  a  alors  \  =  r\  pour  ja=  o^a;  mais  alors  P  et  Q  de- 
viennent  9  et  ^ 
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48.  THtoRfeME  III.  —  Ce  theoreme  est  reciproque  du  theoreme  I. 

Si  ks  formes  <S,  ^,  <S\  ^  sont  telles  que  les  determinants  dep^  -^  q^et 
fie  p<S*-\-q^  aient  les  mimes  dii^iseurs  elementaires  (ci^p  -{-  biqY',  on 
pent  determiner  des  constantes  h^^^  telles  que  la  substitution 

ramene  ^  d^S*  et  ^d  ^. 

En  cfTet,  determinons  les  n  fonctions 

qo»       •  •  • »      &i— i 

des  quantites  x\,  . . .,  x'^^  telles  que  Ton  ait 

I 

I 
el  les  n  fonctions 

des  quantites  a:,,  . ..,  x„,  telles  que  ^J?  et  ^  prennent  des  formes  sem- 
blables,  et  posons 

Noussavons  qu'on  peut  resoudre  les  n  equations  tirees  de  la  par  rap- 
port aux  Xt,  ...»  x^.  Nous  formerons  alors  la  substitution  indiquee 
dans  I'enonce  et  qui  change  9  en  $'  et  ^en  ^'. 

49.  Theoreme  IV.  —  Ce  theoreme  est  reciproque  du  theoreme  II. 
Prenons  les  nombres  e,,  ...,  e^ei  les  constantes  g,  A,  a,,  A,  sous  les 

conditions 

^ei=zn, 

et  posons 
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Les  variables  etant  les  5,  le  determinant  [$,,  ^/J  aura  pour  unique 
(liviseur  elementaire  («//?  H- A/9)''s  et  ce  diviseur  sera  aussi  diviseur 
elementaire  de  |<r,  ^]. 

Si  I  on  prend  alors  pour  les  $  des  fonctions  arbitraires,  independantes, 

lineaires  des  t^ariables  x^ x^^  on  aura  les  formes  quadratiques  a\  ^ 

les  plus  generales,  telles  que  le  determinant  [}i,  ^]  ait  pour  diviseurs  ele- 
mcntaires 

{aip-hhiqy.  (t  =1,2,  ...,p). 

r>0.  TiiEOUi^ME  V.  —  Si  le  nombre  des  diviseurs  elementaires  de  [tf,  ^J  est 
n,  et,  par  suite,  si  chaque  nombre  e  est  egald  i ,  on  aura,  d*apres  le  theih- 
reme  //, 

51.  TiiEoKEME  VI.  —  Ce  theoreme  est  reciproque  du  precedent. 

Si  a'  et  ^sc  tirent  des  carres  de  fonctions  lineaires  en  x,,  . .. ,  x,,^ 
les  nombres  e  doivent  etre  ejifaux  a  i,  et,  par  suite,  pour  que  a'  et  ^  sc 
ramenent  par  u,ne  m6me  substitution  lineaire  a  des  sommes  de  carres  po- 
sitifsou  negatifsy  ilfaut  et  il  sufjit  que  tout  dii'iseur  lineaire  de  [a\  ^\, 
d'un  ordre  I  de  multiplicite ,  soit  aussi  un  diviseur  commun  des  mineurs 
d'ordrel  —  i  de  [a\  ^J. 

52.  TheorLme  VII.  —  M.  Weierstrass  a  montre  directement  dans  les 
Monalsberichte  de  i8j8  que  la  condition  necessaire pour  T application  du 
theoreme  VI  est  toujours  remplie  quand  les  deux  formes  quadratiques  <r 
et  ^sont  a  coefficients  reels,  et  que  Von  pent  trouver  une  forme  g-a'  -H  A  ^ 
qui ne puisse  sannuler pour  des  valeurs  reelles  de  x^.  . .  .^  x„  quen  ega- 
lant  toutes  ces  variables  a  zero. 

Voici  la  nouvelle  demonstration  de  ce  theoreme,  queM.  Weierstrass 
a  tiree  des  theoremcs  precedents. 
On  pent  ecrire 

Supposons  que  g^  A,  g\  K  soient  des  valeurs  reelles  arbitraires  sa- 
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tisfaisant  a  la  condition  gh'  ^  f^g'  =^  i-  Supposons  encore  que  la  forme 
g^i-\-  A^ne  puisse  s'annuler  sans  que  loutes  les  variables  x^,  . ..»  ^« 
aient  ete  egalees  a  zero. 

Pour  une  valeur  determinee  de  Tindice  i,  le  quotient—  pourra  etre 
reel  ou  imaginaire.  Supposons-le  d'abord  reel-  Alors  a/  et  bi  seront 
deux  quantites  rcelles,  puisque  Ton  a 

gai+hbi^i, 

Remarquons  maintenant  que,  dans  la  formule 


VBoBe 


^  =?o-^5|0"H-|j^* -+-•••» 


qui  sert  dans  le  §  IV  au  calcul  des  5,  il  ne  s'introduit  qu'une  irration- 
nelle.  Nous  la  representerons  par  sjc,  c  etant  le  meme  pour  tous  les  \, 
quels  que  soient  leurs  indices  inferieurs.  Nous  pouvons  done  poser 

l{—sfc'X\  («*=!,  2,   ...,p), 

et  ix  sera  une  fonction  lineaire  a  coefficients  reels  de  ,r,,  ...,x^.  Mais, 
dans  les  produits  qui  forment  ($iX^»  le  radical  disparait  et  Ton  a 

en  posant  t^=±\. 

Supposons  maintenant  que  le  quotient  —'  ait  une  valeur  imaginaire. 
Alors  au  diviseur  elementaire  (a,/?  -h  hiqyi  de  [$,  ^]  en  correspondra 
un  autre  (a,/?  -f-  fe/^)*'*  conjugue  du  premier.  Donnons  alors  a  vV  (*t  \\ 
\&  des  valeurs  conjuguees,  et  posons 

les  i'  et  les  5"  seront  des  fonctions  lineaires  a  coefficients  reels  de 
a;,,  . . .,  a?;,,  et  nous  aurons 

En  consequence,  si,  parmi  les  quotients  --,  ily  en  a  o-  reels,  ct  par 

Ann.  del' Re,  Nor  male,  3«  Serie.  Tome  Vll.  —  Octubre  1K91.  4' 
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suite  p  —  cT  imaginaires  conjugues  deux  k  deux,  ^ — -  sera  un  nombre 
enf  ier,  et  ^$  ■+-  A^  prendra  la  forme 

A'<^^H-A^=2^'(?^')'i         (I  =  1,2,...,  a) 


^^[a'l%-(VV)e,]        {i  = 


p  —  0"^ 

aH-i,o"-h2,  ...,cr-+- 


et,  aux  valeursreelles  des  variables  initiales  ar,,  ...,x„correspondronl 
toujours  des  valeurs  reelles  des  variables  S  et  inversement,  et  les  unes 
s'annuleront  avec  les  autres. 

Maintenant,  si  Ton  a  e,  >  i  pour  une  des  valeurs  i,  2,  ...,  a  de  i, 
on  pourra  annuler  g^<P  -f- A^en  egalantazero  tousles  \  etles^S  saufio- 
Si  i  est  Tun  des  nombres  a-h  i,  a-i-  2,  ...,  a  -h  2-^^,  el  si  Ton  a 

r*,  >  I,  et  meme  si  Ton  ae/=  i,  g^*4- A^s'annulera  encore  en  egalant 
a  zero  les  $,  les  \'  et  les  ^",  sauf  ^^  et  ^^  qu'on  prendra  egaux  entre 
eux. 

II  resulte  de  la  que,  si  parmi  les  formes  ^*  -h  A^,  il  y  en  a  une  qui 
ne  devienne  nulle  pour  aucun  systemede  valeurs  reelles  dea^i,  ...»  x^^ 
ou,  ce  qui  rcvient  au  meme,  pour  aucun  systeme  de  valeurs  reelles 
des  H»  le  determinant  [^^  ^]  aura  necessairement  n  diviseurs  elemen- 
taires  a  coefficients  reels. 

L'equation  ecrite  plus  haut  doit  done  se  reduire  a 

^«-+-/l5=2«/5?  (1=1,2,  ..., /I), 

oil  5i  est  ecrit  pour  ^'^. 

En  outre,  tous  les  nombres  e,-  devront  avoir  la  memevaleure,  car, 
sans  cela,  g^-^h^  pourrait  s'annuler  pour  certaines  valeurs  reelles 
non  nulles  des  $,  ou  encore  des  x. 

Enfin,  a  cause  de  Tequation 


on  aura 
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avec  e  =  ±  I,  les  variables  I  etant  des  fonctions  lineaires  et  a  coefTi- 
cients  reels  des  variables  a?,«  ...,  x^  et  les  constantes  a/  et  6,  des 
nombres  reels. 

VII. 

53.  Considerons  maintenant  un  systeme  fondamental  d'integrales 
V,,  ...,  j«  d'une equation  differentielle  lineaire  et  homogene d'ordre  /i. 
Le  systeme  d'integrales  y\^  •*"»  y'n  determine  par  les  equations 

sera  aussi  fondamental  si  le  determinant  des  constantes  C  est  different 
d  e  zero. 

Quand  la  variable  fait  le  tour  d*un  point  singulier,  les  nouvelles  va- 
leurs  Y  des  integrales  jsont  determinees  par  les  equations 

oil  le  determinant  des  constantes  a  est  different  de  zero.  De  meme,  les 
nouvelles  valeurs  Y'  des  integrales  y'  sont  determinees  par  les  equa- 
tions 

(3)  Y;  =  a;,j;-h...-Ha;»y;     (1  =  1,2,  ...,/2), 

oil  le  determinant  des  constantes  a'  est  different  de  zero. 

54.  Cela  pose,  considerons  les  deux  formes  lineaires 

On  pent  ramener  F  a  P  par  la  substitution  (1)  et  par  la  substitution 
inverse  qui  ramene  les  x'  aux  x. 

Considerons  de  meme  les  deux  formes  bilineaires 

I   Q  =J7iY,4-...4-x,,Y„, 

^■^^  I  Q'-^;y;+...+^;y;, 

et  remarquons  que  Ton  a 

(6)  Y;=CnY,^...  +  C/,Y„, 
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equations  oil  les  coeiTicients  C  sont  les  memes  que  dans  les  equa- 
tions (i).  Done  le  meme  calcul  qui  ramene  P'  a  P  ramene  aussi  Q'  a  Q. 
Or,  puisque  les  integrales  de  I'equation  (i)  ont  la  propriete  de  salis- 
faire  aux  equations  (2)  et  (3),  si  Ton  exprime  Q  et  Q'  respectivement 
au  moven  des  y  et  des  r',  on  aura 

Q  ^^^ij-^iyjy 

if 

et  les  variables  x  et  x\  y  eiy  etant  les  memes  que  celles  qui  entrent 
dans  P  et  P',  les  y  et  les  y'  etant  liees  dans  les  deux  cas  par  les  equa- 
tions (i),  on  voit  que  ies  memes  substitutions  ramenent  a  la  fois  les 
deux  formes  P'  et  Q'  aux  deux  formes  P  et  Q,  et,  par  suite,  que  les  deux 
determinants  fP,Q]  et  [P',Q']ont  les  memes  diviseurs  elementaires. 
On  pent  encore  dire  que  les  determinants  des  deux  formes 

Q-wP,        Q'-wP' 

ont  les  memes  diviseurs  elementaires.  Ces  determinants  sont 


H(0))=: 


a, I —  w 


«/!/»   —  W 


R'(cu)  = 


a,,  — w 


De  la  ce  theoreme 


Les  diviseurs  elementaires  cfe  R(co)  ne  dependent  pas  du  choix  da  sys- 
teme  fondamental  d'' integrales  d*oii  Von  est  partly  et  qui  fournit  les 
coefficients  a  quand  la  variable  tourne  autour  d*un  point  singulier. 

55.  En  egalant  a  zero  le  determinant  R((o),  on  a  V equation  fonda- 
mentale  relative  au  point  singulier  considere.  Cette  equation  sert  de 
base  a  la  iheorie  de  M.  Fuchs  pour  Tetude  des  integrales  dans  le  do- 
maine  du  point  singulier. 

56,  Considerons  maintenant  les  relations 


y;  =  «;,/; - 


'«i/i7/. 


(/=:r,2,...,/j) 


qui  fournissentle determinant  R'(<«>).  Composons  un  determinant  R((i>) 
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ayant  memes  diviseurs  elementaires  que  lui  et  de  la  forme 


325 


«(«)  = 


0)| —  0) 

1               Wj  —  0) 

I        Ci)i—  CO 

Ce  determinant  se  ramene  immediatement  a  la  forme  du  determinant 
[P,  Q]  du  §  V,  au  moyen  d'echanges  faciles  entre  les  lignes.  A  ce  de- 
terminant R((o)  correspond  un  choix  d'integrales  pour  lequel  on  aura 


(8) 


Y. 

—  wi7„ 

Y, 

=  Wi7, 

-HVn 

Y*. 

=  ^O'k, 

+/*, 

Y*,., 

=  o),7/t,  +  „ 

Y^,-»-i 

=  w,7;t,+, 

-t-j*, 

Ya-.-h*,  =  Wi^A,  ^ifr, -h /it,  ^ /t,  _  1 , 


Les  diviseurs  lineaires  co,  —  co,  coj  —  co, 
ment  distincts. 


ne  sont  pas  necessaire- 


57.  Puisque  R(co)  et  R'(^)  ont  les  memes  diviseurs  elementaires, 
on  peut  passer  par  des  substitutions  des  equations  (3)  aux  equations 
(8),  c'est-a-dire  que  Von  peut,  etant  donne  le  systime  fondamental 
d'integrales y\^ y^^  ••••J/i*  ^^  tirer le systeme y ^^ y^^  ••••JK/i  ^^^y  satis- 
faisant  aux  equations  (8),  se  comporte plus  simplement  que  le  precedent 
dans  le  mouyement  de  la  variable  autour  du  point  singulier  considere. 

La  loi  definie  par  les  equations  (8)  a  ete  decouverte  par  M.  Fuchs. 
On  en  a  donne  plusieurs  demonstrations.  Celle  que  nous  presentons 
ici  nous  parait  etre  la  plus  naturelle. 
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58.  II  est  interessant  de  consid^rer  tous  les  groupements  d'inte- 
^rales  qui  correspondent  a  un  meme  diviseur  lineaireo),  —  a)deR(a>). 
Soit/le  degre  de  multiplicite  de  ce  diviseur  considerecommelineaire. 
Supposons  qu'il  y  ait  r-h  i  diviseurs  elementaires 

on  aura 
Posons 

Ir      =  erf 


/        =  e^  -+-  er-i  4-  .  .  .  H-  ^0, 

les  nombres  /  satisferont  aux  conditions 

/>/l>...>/r, 

et  nous  voyons  (\\x^aucune  condition  nest  imposee  aux  nombres  e. 

Appelons  groupe  de  m  integrates  I'ensemble  des  integrates  y^^ 
Xa*  ...jKm  qui  satisfont  aux  conditions 

Y,  =co^i  -f-Jt, 


Y,„=  WJ^m-t-JKm-l 


Nous  voyons  qu'au  diviseur  lineaire  co,  —  co  d'un  ordre  de  multiplicite  /, 
se  decomposai^t  en  diviseurs  elementaires  (a>^  —  03/%  (co,  —  a>)'\  ..., 
(w,  — ai)'%  il  correspondra 

un  groupe  de  e^  int^grales, 
un  groupe  de  e^  integrates, 


un  groupe  de  e^.  int^grales, 


etles  nombres  ^o»  ^«»  •••»  «r  n'auront  entre  eux  aucune  relation  neces- 
sairo,  ce  qui  assure  I'independance  des  diviseurs  elementaires 

(cOi—  &))%        ...,       (0)1—0))% 
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59.  Pour  qu*il  y  ait  un  seul  groupe  d'integrales,  il  faut  que  les 
nombres  e  se  reduisent  a  un  seul,  c'est-a-dire  que  le  diviseur  oj,  ~  co 
ait  ie  meme  degre  de  multiplicite  comme  diviseur  lineaire  et  comme 
diviseur  elementaire. 

60.  Au  contraire,  pour  qu*il  n'y  ait  que  des  integrales  satisfaisant 

a  la  seule  condition 

Y  =  &),/, 

il  faut  que  chaque  nombre  e  soit  egal  a  i,  ou  encore  que  w,  —  a>  soit 
un  diviseur  de  tons  les  mineurs  de  Tordre  / — i  dans  R(a)).  Dans  ce 
cas,  tons  les  diviseurs  elementaires  {}^^  —  {£i  sont  simples. 

Les  deux  cas  particuiiers  precedents  sont  les  deux  cas  extremes  qui 
puissent  se  presenter. 

61.  II  est  facile  d'etendre  les  theoremes  precedents  aux  systemes 
d*equations  differcntielles  lineaires  et  homogenes  a  une  ou  plusieurs 
variables  independantes.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  une  seule 
variable  independante,  et  considerons  Ie  systeme  d'equations 

(9)  ^  =  Aari-H...-f-A/„/„         {i—i,  2,  ...,/i). 

Solent /I  solutions 

forraant  un  systeme  fondamental.  Le  systeme  de  n  nouvelles  solutions 
determinees  par  les  equations 

(*')  yhi  =  Cixyhx^'"'^Cinyhn        (h,i  =  i,  2,  ...,n) 

sera  aussi  fondamental,  si  le  determinant  des  constantes  c  est  dif- 
ferent de  zero. 

Quand  la  variable  fait  le  tour  d'un  point  singulier,  les  nouvelles 
valeurs  Y  des  integrales  y  sont  determinees  par  les  equations 

oil  le  determinant  des  constantes  a  est  different  de  zero.  De  meme  les 
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nouvelles  valeurs  Y'  des  integrales  j'  sont  determinees  pai 
tions 

(3')  Y'„,  =  «;.,-f....  4- «;•„/;,,, 

oil  le  determinant  des  constantesa'  est  different  de  zero. 
Cela  pose,  considerons  les  deux  formes  bilineaires 

On  pent  ramener  P'  a  P  par  la  substitution  (i')  et  par  ia  si 
inverse  qui  ramene  les  x'  aux  x,  De  plus,  les  coefficients  d 
stitutions  ne  dependront pas  de  Vindice  h. 

Considerons  de  meme  les  deux  formes  bilineaires 

^'  ^  i  0'=^;Y;,-f-...-f.^;Y;,„, 

et  remarquons  que  Ton  a 

(6')  Y;,,  =  caYM4-...-+-c,„Y„^, 

equations  oil  les  coefficients  c  sont  les  memes  que  dans  le£ 
(i')  et  sont  independantes  de  Tindice  h.  Done  le  meme 
ramenera  P'  a  P  ramenera  Q'  a  Q. 

Or,  puisque  les  solutions  du  systeme  (9)  ont  la  propriel 
faire  aux  equations  (2')  et  (3'),  on  peut  exprimer  Q  et  Q' 
ment  au  moyen  des  j  et  des  r',  et  Ton  aura 

i 

et  ces  variables  x^  y,  x\  y  sont  les  memes  que  celles  qui  ei 
P  et  P'.  Par  consequent,  les  y  et  lesy  sont  liees  par  les  rel 
et  les  X  et  les  a:'  sont  liees  par  les  relations  inverses. 

On  voit  done  que  les  memes  substitutions  ramenent  a 
deux  formes  P'  et  Q'  aux  deux  formes  P  et  Q,  et,  par  sui 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


THEORIE   DES    DIVISEURS    ELEMENTAIRES   ET   APPLICATIONS.  829 

deux  determinants  des  formes 

0-wP       el       Q'-coP' 

ont  les  memes  diviseurs  eiementaires,  quel  que  solt  I'indice  h. 
Done  les  dis^iseurs  eiementaires  du  determinant 


R(c^)=3 


an— w 


«««—  w 


ne  dependent  pas  du  choix  du  systeme  fondamental  de  solutions  d*oii  Von 
est  partly  et  qui  fournit  les  coefficients  a  quand  la  variable  fait  le  tour 
d'un  point  singulier, 

62.  En  poursuivant  le  raisonnement  comme  precedemment,  on 
montrera  qu'on  peut  ramener  un  systeme  fondamental  quelconque  de 
solutions  a  un  systeme  fondamental  particulier  pour  lequel  on  aura 
les  relations  simples 

(8') 


Y,.*.    = 

wi7A;fc, 

■  •  •  •  > 

Y/iA'.-i-i  = 

Wt/A*. 

+1> 

Y/,A^-»-l  = 

WljA*. 

-M-H/A/t.+lJ 

Les  diviseurs  lineaires  a>|  —  a>,  a>a  —  a><,  . . .  ne  sont  pas  necessaire- 
luent  distinctes. 

63.  Pour  qu'ii  y  ait  un  seul  groupe  de  solutions,  il  faut  que  le  divi- 
seur  (0,  —  0)  ait  le  meme  degre  de  multiplielte  comme  diviseur  lineaire 
et  comme  diviseur  elementaire. 

64.  Pour  qu  il  n'y  ait  que  des  solutions  satisfaisant  aux  condi- 
tions 

il  faut  que  co^  -— (o  soil  diviseur  de  tons  les  mineurs  d'ordre  /—  i 
dansR  (co),  /etant  ledegrc  de  multiplicite  du  diviseur  lineaire  (o^  —  cu 

Ann.  de  I' Re.  Normale.  3*  Serie.  Tome  VIII.  —  Novembre  1891.  4^ 
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dansR(a)).  Le  diviseur  lineaire  (o<  —  to  d'un  ordre  de  multiplicite  / 
se  decompose,  dans  ce  cas,  en  /  diviseurs  elementaires  simples, 

G5.  Considerons  maintenant  les  systemes  d'equations  differentielles 
lineaires  et  homogenes,  a  solutions  regulieres  de  la  forme 

(lo)  ^'dx^  «/i/i -+-•••-+■ «//!/«         ('==  ^2,  ...,n), 

oil  les  coefficients  a  sont  uniformes,  continus  dans  le  domaine  de 
Torigine,  ou  encore  developpables  en  series  enti^res  a  coefficients 
constants  de  la  forme 

Cherchons  a  former  un  systeme  fondamental  de  n  solutions  qui  con- 
viennent  dans  le  domaine  de  I'origine. 

66.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  les  racines  distinctes 
de  Tequation 


F(r)== 


1%-r     ...  a;„ 


yO 


a),n—r 


auront  ou  non  des  differences  non  entieres.  Nous  commencerons  par 
etudier  le  cas  oil  deux  racines  distinctes  quelconques  de  F(r)  =  o  ne 
different  jamais  d'un  nombre  entier. 

Ce  premier  cas  se  subdivise  en  deux  autres.  Considerons  le  deter- 
minant F(r).  Nous  allons  montrerque  : 

1^  A  un  diviseur  elementaire  simple  de  F(r)  correspond  une  solu- 
tion dont  les  elements  ont  les  formes 

les  series 

etant  convergentes  dans  le  domaine  de  Torigine; 

2^  A  un  diviseur  elementaire  multiple  de  F(r)  correspondent  plu- 
sieurs  solutions  dont  les  elements  sont  des  polynomes  en  logo?,  a  coef- 
ficients holomorphes  dans  le  domaine  de  I'origine. 
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67.  Soit  d'abord  r  — Tq  un  diviseur  elementaire  simple  de  F(r). 
SupposoDs  que  F(r)  possede  encore  (x  —  i  diviseurs  elementaires 
simples  ou  non,  egaux  a  r  —  To,  11  en  resultera  que  les  mineurs  de 
F(r),  jusqu'a  ceux  de  Tordre  [x,  seront  tons  divisibles  parr—  r^. 

Posons 

etportons  ces  valeurs  dans  le  systeme  (lo),  nous  aurons,  en  identi- 
fiantdans  les  deux  membres  de  chaque  equation  les  coefficients  des 
memes  puissances  de  a?, 

hi-<9^i       -+-•••-+-«/- '-0)9?+... -H<?n 


{iz=  1,2,  ,..,/i;A-  =  o,  1,2,  ...)• 


Ce  systeme  d'equations  est  du  premier  degre  par  rapport  aux  coeffi- 
cients (p*,  ?2»  •  •  • »  ?*  ^^  permet  de  les  determiner  en  fonctions  des  coef- 
ficients 9  dontTindice  superieurestmoindre.  En  effet,  le  determinant 
des  coefficients  de  ces  inconnues  est 

F(roH-A:) 

et  ne  pent  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  k,  puisque  aucune  racine 
de  F(r)  ==  o  ne  differe  de  r^  d'un  nombre  entier. 

Quant  aux  coefficients  <f%  ...,  <p^,  ils  satisfont  aux  equations 

Puisque  le  determinant  F(r)  et  ses  mineurs,  jusqu'a  ceux  de  I'ordre  [jl, 
admettent  tons  le  diviseur  r  —  r^,  ce  determinant  et  les  mineurs  consi- 
deres  s'annuleront  tons  pour  r=  r^,  et,  par  suite,  on  pourra  exprimer 
?4»  ...,  9®,  au  moyen  de  [x  quantites  arbitraires  ^1,  ...,  A^,  en  vertu 
des  equations  precedentes.  En  remontant  de  proche  en  proche,  on  voit 
que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  I'indice  k,  les  coefficients  (pf  seront  des 
fonctions  lineaires  et  homogenes  des  [x  arbitraires  Ar^,  ^o,  .. .,  k^,  et, 
par  suite,  que  la  solution 

j,  =  ^^9„  ...,7„=a?'-o(p« 
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pourra  etre  construite  de  telle  sorte  que  les  series  <p  depeDdent  de 
[JL  arbitraires.  En  donnant  a  ces  arbitraires  [x  groupes  de  valeurs  inde- 
pendantes,  on  formera  [x  solutions  lineairement  independantes  et  de 
la  forme  precedente. 

On  peut  dire  que  chacun  des  [jl  diviseurs  elementaires  egaux  a  r—  To 
fournit  une  solution  de  la  forme  que  nous  venons  de  construire,  et, 
en  particulier,  qu'un  diviseur  elementaire  simpler— To  quelconque 
de  F(r)  fournit  une  solution  independante  et  de  cette  forme. 

68.  Examinons  maintenant  le  cas  oil  r — r^  est  un  diviseur  elemen- 
taire de  F(r)  d'un  degre  e  de  multiplicite. 
Nous  allons  voir  qu'il  existe,  dans  ce  cas,  des  solutions  de  la  forme 

J,nz^'-o2(p,.v(10gx)^-^-»  {i—  1,2,  ...,/l), 

v=o 

les  coefficients  9,v  etant  developpables  en  series  convergentes  dans  le 
domaine  de  Torigine,  a  coefficients  constants,  etde  la  forme 

En  effet,  portons  les  valeurs  precedentes  dans  les  equations  (lo), 
et  identifions  dans  les  deux  membres  de  ces  equations  les  coefficients 
des  memes  puissances  de  \o%x.  Nous  aurons  d'abord,  en  supposani 

et,  par  suite, 

^  dx  "^' (  ^  ~  v)?i'v-i  =  <^i\ 9iv -h . . .  -H  a//»?«v 

En  faisant  successivement  v  =  o,  i,  ...,  ^  —  i,  et  en  remarquant 
que,  pour  v  =  o,  (p^v-i  doit  etre  remplace  par  zero,  nous  aurons  un 
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systeme  de  en  equations 


k 

k 
y 


dx 


Ces  equations  sont  analogues  aux  equations  (lo),  et  on  pent  leui* 
appliquer  les  raisonnements  ordinaires  donnes  plus  haut  pour  la  de- 
termination des  coefficients  <p]^v  dont  I'indice  superieur  est  plus  grand 
que  zero. 

Quant  aux  coefficients  (pJJ^t  voici  la  methode  ingenieuse  que  M.  Horn 
a  employee  pour  les  determiner. 

69.  Les  coefficients  ^\^  satisfont  aux  equations  lineaires 

k 


2]a2t92v=(<?~v)9j;v_„ 

k 
> 

k 

(i,  X:  =  i,2,  3,  ...,/i). 

Multiplions  les  n  equations  definies  par  chaque  ligne  precedente 
par  des  indeterminees,  et  ajoutons;  nous  aurons,  pour  une  valeur 
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quelconque  de  Tindice  v, 

^afkUi(?U  =  ie  —  v)  2«/cp^-i. 

ik  I 

Considerons  alors  les  deux  formes  bilineaires 

a 

dont  la  premiere /a  un  determinant  different  de  zero.  On  a  vu,  au 
§  IV,  qu'en  appelant  s  une  nouvelle  variable,  et(5  —  5/)^  les  diviseurs 
elementaires  du  determinant  de  la  forme/*  -h  9,  on  a 

f  —  ^a-nU 
Si  Ton  a  5/==  o  pour  une  valeur  particuliere  de  «,  on  aura 

Mais  rien  n'empeche  de  transformer  de  la  meme  maniere  que  9  la 
forme  bilineaire 


qui  ne  differe  de  9  que  par  la  notation.  De  meme,  on  pent  mettre  la 
forme  bilineaire 


^^-l 


i 

SOUS  la  forme  de/.  Pour  cela,  on  formera  des  fonctions  lineaires  et 
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homogenes  de  m,,  . . .,  m^*  qu'on  appellera  U|, . . .,  U„.  Puis  on  formera 
des  expressions  V,v»  . . . »  V^v  lineaires  et  homogenes  en  ©,",,  . .  •  •  ?Jv 
Enfin  on  formera  des  expressions  V,^v-i»  .••»  V„,v-i  lineaires  et  homo- 
genes en  <pi%^„  ...,  9",v-i-  Les  U  et  les  V  rcmplaceront,  aux  signes  pres, 
les  $  et  les  y)  dans  les  formes  /  et  9.  On  remarquera  que,  r  —  r^  etant 
suppose  diviseur  elementaire  au  degre  e  de  multiplicite  dans  F(r),  et 
To  etant  pris  egal  a  zero,  r  sera  un  diviseur  elementaire  du  degre  e 
dans  F(r),  ou  encore  dans  le  determinant  de  la  forme/r-h  <p. 
On  poorra  done  poser 

2  «»??,v-i  =  (Ui  V,.v-,-^. . .+  U,V,,v-,)-t-. . . , 

et,  par  suite,  on  aura 

(U,Ve_t,v  +  ...+  U,_|V,v)  +  ...  =  (e-v)[(UiV,,v-i-H...-hUeVt.v-,)  +  ...|. 
Nous  satisferons  identiquement  a  cette  condition  en  posant 

0  =  V,,v-i, 

Viv=(^-v)V,,v-„ 


VA-i,v  =  (e  — v)V/,,v-i, 
• J 


Ces  equations  s*obtiennent  en  identifiant  dans  les  deux  membres  de 
la  condition  les  coefficients  des  memes  indeterminees  U.  Le  nombre 
des  equations  precedentes  est  /i,  et  Ton  sait,  d'apres  la  theorie  de  la 
reduction  des  formes  bilineaires,  que  Ton  pent  resoudre  ces  equations 
soit  par  rapport  aux  inconnues  92,v-i»  soit  par  rapport  aux  incon- 
nues  (fl,. 

Dans  les  equations  precedentes  V^,v-«  P^ut  etre  pris  arbitrairement. 
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Donnons  a v  successivement  les  valeurs  o,i,...,^  —  i,  nous aurons, 
en  no  tenant  compte  que  des  e  premieres  equations, 


Vi,=(e  — i)V,o=o, 
V,j  =  (e  — 2)V„  =  o, 
> 


Ve-1,0  =  o>  Vco  arbitraire 

V^_,,,  =(e  —  i) Veo,     Ve,  arbilraire 
Ve-,,,  =  (c  —  2)Vf„     Ve,  arbitraire 


>       *ff— l,e— 1 — Ve,c-J> 


V<.,<r_i  arbitraire, 


ou  encore,  en  resolvant  ces  equations, 

V,_,,j=  (e  —  2)  Vc„        Ve_,,,=  (e  —  2)  (e  —  i) V,o, 


I'expression  (i,e  — i)  remplagant  le  produit  (^  —  i)(<?  —  2). .  .i,  et 
tous  les  Y  qui  ne  sont  pas  dans  ce  Tableau  etant  pris  egaux  a  zero. 

II  resulte  de  la  que,  les  expressions  V^^,  . . .,  V^^^_,  etant  arbitraires, 
on  aura  pour  (p"v  des  expressions  lineaires  et  homogenes  de  e  constantes 
arbitraires. 

En  remontant  dans  les  calculs  precedents,  on  voit  que  les  expres- 
sions 

v=o 

dependront  de  e  constantes  arbitraires.  On  pourra  done  trouver  e  so- 
lutions de  la  forme  precedente  correspondant  au  diviseur  lineaire 
(r  —  r^y  de  F(r),  et  oil  r^  est  nul. 

70.  £n  combinant  lineairement  ces  e  solutions,  et  en  choisissant 
convenablement  les  constantes  introduites,  on  obtiendra  e  solutions  li- 
neairement independantes  et  de  la  forme 

7.  =  ?iolog^-4-<p,i, 
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71.  Supposons  que  le  diviseur  lineaire  r  —  To  de  F(r)  fournisse  les 
diviseurs  elementaires 

On  repetera  le  raisonnemeni  precedent  avec  le  diviseur  lineaire 
(r  —  rf^y^-^'-^r.  Mais,  comme  dans  les  formes /et  9  les  ^  et  les  y)  sont 
independants,  chaque  diviseur  elementaire  (r— ro)*"*  fournira  e^  solu- 
tions non  seulement  independantes  entre  elles,  mais  encore  indepen- 
dantes  des  solutions  fournies  par  un  autre  diviseur  elementaire  tel  que 
(r  —  To^i,  par  exemple. 

72.  Nous  avons  suppose  r^  =  o.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  ra- 
inener  tous  les  cas  a  celui-la.  En  effet,  dans  les  equations  (10),  posons 
y  =  afi>y\  et  remplagons  les  equations  (10)  par  des  equations  (10') 
analogues,  oil  les  inconnues  soient  les  y.  Dans  le  nouveau  systeme, 
il  y  aura  le  diviseur  r  au  lieu  du  diviseur  r—  r^,  c'est-a-dire  que  r^ 
sera  nul. 

73.  II  nous  reste  a  etudier  le  cas  oil  le  determinant  F(r)  aurait  des 
diviseurs  qui  differeraient  entre  eux  de  nombres  entiers  non  nuls. 

Soient  r®,  /^,  . ..,  r^^^  des  racines  de  F(r)  =  o  differant  entre  elles 
de  nombres  entiers  et  rangees  dans  un  ordre  tel,  qu'aucune  des  dif- 
ferences 

ne  soit  un  nombre  enticr  negatif.  Supposons,  en  outre,  que  r^  ne  dif- 
fere  pas  d'un  nombre  entier  de  toute  autre  racine  de  F(r)  =  o.  On 
pourra  appliquer  les  raisonnements  precedents  et  construire  e  solu- 
tions independantes  de  (10),  si  e  est  le  degre  de  multiplicite  de  r  —  To 
dansF(r). 

74.  Apres  des  calculs  que  j'ai  indiques  ailleurs  (*),  un  peu  modi- 
fies en  vue  de  la  theorie  des  diviseurs  elementaires,  on  pourra  obtenir 
un  systeme  d'equations  (10")  renfermant  e  equations  et  e  inconnues 

(*)  J /males  de  I'Ecole  Normale  supirienre,  1886  et  1889. 

Ann,  dc  Vkc,  Normale.  3*  Serie.  Tome  VUI.  —  Novembre  1891.  4^ 
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de  moins  que  le  systbme  (lo),  L'^quation  F''(r)  =  o  correspondante 
aura  des  racines  correspondant  k  r',  r^,  . . . ,  r^*^  et  a  toute  autre  I'acine  r 
qui  ne  soil  pas  r^.  On  raisonnera  alors  sur  le  nouveau  systeme  (lo'') 
comme  sur  le  systeme  (lo)yet  on  continuera  ainsi  jusqu*a  epuisement 
des  racines  r®,  r',  . . . ,  r^^\  ou  des  racines  nouvelles  qui  s'en  deduisent. 
En  resume,  on  verra  que,  dans  tous  lescas,  a  chaque  dimeur  elemen- 
laire  d'un  degre  e  de  multiplicite  de  F(r)  =  o  correspond  un  groupe  de  e 
solutions  independantes. 

75.  En  quoi  difTereront  les  formes  des  solutions  correspondant  aux 
diverses  racines  r^,  r\  ...,  r^*^  de  F(r)  =  o,  qui  ne  diflerent  entre 
elles  que  de  nombresentiers?Lareponse  a  cette  question  a  ete  dorineo 
par  M.  Griinfeld  (*)  dans  le  cas  le  plus  ordinaire.  La  methode  de 
M.  Griinfeld  a  ete  perfectionnee  sur  un  point,  et  dans  le  cas  particu- 
lier  de  n  =  3,  par  M.  Horn  {These  de  I'UnwersitS  de  Fribourg). 

76.  Pour  donner  un  exemple  des  modifications  introduites  dans  les 
formes  des  solutions  par  Thypothese  que  des  racines  r  ont  des  dif- 
ferences entieres,  nous  enoncerons  le  resultat  demontre  par  M.  Horn, 
dans  le  cas  de  trois  equations  differentielles.  Soient  r®,  r^,  r"  les  ra- 
cines de  Tequation  F(r)  =  o. 

I.  Les  trois  diviseurs  r^r^^r—r^.r-^r^  sont  simples  et  distincts 
ou  non  : 

a.  S'ils  ne  diflerent  pas  entre  eux  de  nombres  entiers  non  nuls,  on 
posera 

p.  La  difference  r^  —  r^  est  un  nombre  entier  positif,  et  les  deux 
autres  difl*erences  r*—  r',  r"  —  r^  ne  sont  pas  entieres.  On  posera 

( »)  Denkschriften  der  fFiener  Akndenue,  math.^nat.  A/.,  1888. 
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y.  Les  differences  r*  —  /  et  r'  —  r"  sont  des  nombres  en  tiers  positifs. 
On  posera 

yi  =^'^((pO'-HA:a?'^(9/)MogJ?, 

7;  =x''((p,.)'-+-  ^'^'*'(?/)'  log^  4-  k'x'-itfiY  log'ar. 

II.  Le  diviseur  elementaire  r-^-r^  etant  simple,  le  diviseur  elemen- 
taire  r  —  r'  est  double  et  difffere  ou  non  de  r  —  r** : 

a.  La  difference  r^  —  r^  n'est  pas  entiere.  On  posera 

p.  La  difference  r"  —  /^  est  un  nombre  entier  positif.  On  posera 

y;  =  a?'^(9,y-^  Ar'o;^ ((p,y  logo?  4- A:'iP^(<p/r  log'o:. 
y.  La  difference  r* — /^  est  un  nombre  entier  negatif.  On  posera 

jr =^'"(?/ty +^''(?ii)'iog^. 

III.  Le  diviseur  elementaire  r  —  r*  est  triple.  On  posera 

/;  =  a7'-(9rt)o-h  a7^(9;,)Moga^  4- a?'"(<p:,)Mog«^. 

Dans  ces  formules,  les  constantes  k  peuvent  s'annuler.  Alors  les 
logarithmes  disparaissent.  Si  les  differences  entieres  des  racines  r^, 
r\  r"  deviennent  nulles,  certains  de  ces  nombres  k  se  reduisent  a 
Tunite.  Enfin  la  notation  ((fiY  ou  (9/*)®  indique,  dans  les  formulos 
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precedentes»  que  le  calcul  de  la  serie  <p/OU  9/Ase  rattache  a  la  racine  r^. 
De  meme  les  accents  '  et  "  rappellent  les  racines  f  et  r". 

On  volt  que  les  differences  entieres  enlre  les  racines  de  F(r)  =  o 
font  apparaitre  les  logarillimes,  en  general,  plus  tot  que  si  ces  dif- 
ferences etaient  quelconques.  Mais,  dans  tous  les  cas,  chaque  dwiseur 
elementaire  de  F(r)  fournit  son  groupe  de  solutions. 
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SUR  LES 

Equations  diffMentielles  linEaires 

ORDINAIRES, 

Par  M.  Jules  CELS, 

ANCIBN  EL^VE  DE  L  BCOLB  NORMALE  SUPERIKURB,  AGREGE  DBS  SCIENCES  M ATHElfATIQVES. 


INTRODUCTION. 

1.  On  sail  que  Lagrange,  en  cherchant  un  facteur  integrant  d'une 
equation  differentielle  lineaire  ordinaire,  trouva  une  equation  connue 
aujourd'hui  sous  le  nom  «  d'adjointe  de  Lagrange  »,  dont  Tintegration 
estintimement  liee  a  celle  de  la  proposee.  II  mit  aussi  en  evidence  la 
reciprocite  des  deux  equations  en  enongant  cette  propriete  fondamen- 
tale  :  Si  Von  prend  Vadjointe  d'une  cerlaine  equation  et  si  Von  prend 
Vadjointe  de  cette  nouvelle  equation^  on  retrouve  Vancienne. 

Plus  tard,  Jacobi  etudia  de  plus  pres  la  correspondance  entre  les 
solutions  d'une  equation  et  celles  de  son  adjointe  de  Lagrange;  il  ar- 
riva  au  resultat  suivant  :  Soit  une  equation  (E)  d'ordre  n  admettant 
les  n  solutions 7<,j2,  ....  J«  formant  un  systeme  fondamentah  Soit  le 
determinant 


y\ 


7» 

y'n 


J  n 


les  solutions  de  Tadjointe  de  Lagrange  de  I'equation  (E)  sont  les  divers 
quotients  des  mineurs  correspondants  aux  elements  de  la  derniere 
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ligne  du  determinant  A  par  ce  determinant.  La  reciprocite  se  trouvait 
precisee  de  la  fagon  suivante  :  Si  Ton  designe  les  n  expressions  dontil 
vientd'etre  parle  parw^,  w^,  ...,  u^  et  si  Ton  considfere  le  determinant 


A.= 


,^in-l) 


les  valeurs ji,  j2»  •••>  J»  sont  au  signe  pres  les  divers  quotients  des 
mineurs  correspondants  aux  elements  de  la  derniere  ligne  du  determi- 
nant A|  par  ce  determinant. 

2.  En  lisant  attentivement  la  demonstration  de  Jacobi*  je  me  suis  de* 
mande  pourquoi  Ton  prenait  la  derniere  ligne  du  determinant  A  plutot 
qu'une  autre,  la  demonstration  paraissant  dtre  visiblement  la  meme 
pour  les  autres  lignes.  C^estcette  remarque  qui  m'a  conduit  a  toutes 
mes  recherches. 

Considerons  done  les  quotients  des  mineurs  correspondants  aux 
elements  de  la  ^*'"*  ligne  du  determinant  A  par  ce  determinant. 
Ces  expressions  en  nombre  n  sont  evidemment  solutions  d'une  equa* 
lion  differentielle  lineaire  d*ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  des 
Ibnctions  des  coefficients  de  Tequation  (E)  et  des  derivees  de  ces  coef- 
ficients, Soit  (E,)  cette  equation.  Cette  equation  differentielle  aura  de 
rinteret  si  elle  est  reciproque  avec  Tequation  (E).  J'ai  repris  la  demon- 
stration de  Jacobi  en  y  changeant  peu  de  chose,  et  j'ai  vu  qu'il  en  etait 
ainsi. 

II  existe  done  pour  une  Equation  d'ordre  n,  outre  Tequation  adjointe 
de  Lagrange,  n  —  i  autres  equations  adjointes.  Toutes  ces  equations 
adjointes  correspondent  en  quelque  sorte  aux  n  lignes  du  determinant 
fondamental  rel^tif  a  Tequation  (E). 

Ce  resultat  acquis,  il  restait  a  former  ces  equations  :  la  chose  n'etait 
pas  tres  difficile;  soit  en  eflet  une  equation  d'ordre  /i  —  i,  (A),  admet- 
lant  n  —  i  solutions  communes  avec  Tequation  (E),  d'apres  la  compo- 
sition des  coefficients  d*une  equation  en  fonction  des  solutions,  on  voit 
que  les  coefficients  de  Tequation  (A)  seront  les  solutions  des  adjointes 
correspondant  aux  difi'erentes  lignes  du  determinant  fondamental  de 
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Tequation  (E).  II  suflBira  done  d'ecrire  que  cette  equation  a  (/i  —  i)  solu- 
tions communes  avec  Tequation  (E)  pour  avoir  n  relations  desquelles 
il  sufBra  d'eliminer  n  —  i  des  quantites  pour  avoir  Tequation  que  Ton 
veut  obtenir.  Dans  la  demonstration  que  j'ai  donnee  dans  la  premiere 
partie,  j'ai  un  peu  modifie  cette  methode*  mais  le  fond  reste  le  meme. 
Ces  equations  obtenues,  il  fallait  preciser  exactement  leur  role  dans 
I'integration  de  I'equation  (E).  Or  leur  definition  meme  montre  que, 
si  Ton  connait  Tintegrale  generale  de  Tune  d'elles,  on  connaitra  Tinte- 
grale  generale  de  la  proposee;  enfin  on  montre  bien  facilement  que, 
quand  on  connait  plusieurs  solutions  particulieres  de  Tune  d'elles,  il 
est  facile  d'avoir  les  solutions  particulieres  correspondantes  de  Tad- 
jointede  Lagrange,  et»  par  suite,  de  simplifier,  comme  Ton  sait,  I'inte- 
gration de  la  proposee. 

3.  Quelque  temps  aprfes  avoir  obtenu  ces  resultats,  j'etudiais  dans  le 
Livre  de  M.  Darboux(^)  I'exposition  de  la  methode  que  Laplace  a  ima- 
ginee  pour  les  equations  lineaires  aux  derivees  partielles  du  deuxieme 
ordre.  On  sait  qu'a  une  equation  de  cette  nature  on  pent  faire  corres- 
pondre  une  suite  doublement  infinie  d'equations  de  meme  forme,  cette 
correspondance  etant  telle  que,  si  Ton  connait  une  solution  particu- 
liere  d'une  des  equations,  on  pent  trouver  la  solution  correspondante 
d'une  autre  equation  de  la  suite  par  des  operations  qui,  le  plus  sou- 
vent,  sont  des  differentiations.  L'interet  de  cette  methode  se  detache 
avec  une  tres  grande  nettete.  On  etablit,  par  exemple,  qu'une  equation 
de  la  forme  etudiee  s'integre  quand  une  certaine  fonction  h  des  coeffi- 
cients est  nulle;  alors,  par  la  correspondance,  on  etend  ce  resultat, 
puisque  la  quantite  h  varie  quand  on  passe  d'une  equation  a  une  autre. 
C'est  la,  je  crois,  le  fond  de  la  methode  :  Tous  les  caracteres  qui permet- 
tent  d'integrer  I'equation  (E)  deviennent,  par  la  consideration  de  la 
suite  doublement  infinie  correspondante^  des  caracteres  d'une  application 
beaucoup  plus  generale. 

J'ai  eu  I'idee  d'imaginer  une  methode  analogue  pour  les  equations 
differentielles  lineaires  ordinaires. 

Soit  (E)  une  equation,  prenons  son  adjointe  de  Lagrange  (EJ,  pour 
cette  equation  (E|)  prenons  son  adjointe  de  la  premiere  ligne  (E2); 

( * )  Lemons  sur  la  T/Uorie  generale  des  surfaces,  t.  11. 
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pour  celle-ci,  Tadjointe  de  Lagrange,  etc.;  enfin  formons  une  autre  suite 
en  prenant  d'abord  pour  Tequation  (E)  Tadjointe  de  la  premiere 
ligne,  puis,  pourcette  nouvelle  equation,  Fadjointe  de  Lagrange,  etc. 

Cette  suite  doublement  infinie  est  telle  que,  si  Ton  a  Tintegrale 
generate  d'une  equation  de  la  suite,  on  a,  sans  nouvelle  integration, 
rintegrale  generale  de  Tequation  (E).  Enfin,  si  Ton  a  une  solution  par- 
ticuliere  d'une  equation  paire,  par  exemple,  on  a,  sans  nouveUe  inte- 
gration^ les  solutions  correspondantes  de  toutes  les  equations  paires. 

Ces  proprietes  tiennent  evidemment  a  la  reciprocite  qui  existe  entre 
une  equation  et  Tune  de  ses  adjointes;  il  aurait  ete  impossible  de  for- 
mer de  pareilles  suites  sans  la  notion  des  adjointes. 

II  ne  s'agissait  plus  maintenant  que  de  trouver  des  caracteres  qui 
permissent  d'integrer  Tequation  (E),  on  augmenterait  leur  generalite 
par  la  consideration  de  la  suite  d'equations.  J'ai  songe  d'abord  aux  ca- 
racteres que  M.  Halpben  a  si  bien  precises  dans  son  Memoire(*).  Mais 
pour  etendre  ces  caracteres,  il  aurait  fallu  aborder  le  probleme  gene- 
ral du  changement  des  invariants  quand  on  passe  d'une  equation  a 
Tune  de  ses  adjointes,  en  meme  temps  qu'il  aurait  fallu  indiquer  les 
changements  apportes  dans  les  racines  des  equations  determinantes 
relatives  aux  differents  points  critiques.  La  question,  vue  ainsi,  m*a 
paru  Irop  vaste  et  trop  difficile  pour  elre  abordee  des  le  debut.  La  dif- 
ficulte  aurait  ete  d*autant  plus  grande  pour  moi,  que  rien  ne  m'aurait 
guide  dans  cette  recberche.  J'ai  prefere  appliquer  d'abord  ma  methode 
a  des  classes  particulieres  d'equations  afin  d'apercevoir  sur  ces 
exemples  simples  le  mecanisme  des  diflerentes  deductions.  Apres  cela, 
j'emploierai  tous  mes  efi^orts  pour  la  solution  de  la  question  au  point 
de  vue  le  plus  general. 

4.  J*ai  pris  d*abord  les  equations  qui  generalisent  Tequation  de 
Gauss  sur  la  serie  hypergeometrique.  Dans  ce  cas,  toutes  les  equations 
de  la  suite  ont  la  meme  forme.  Le  caractere  que  je  transforme  est  tout 
a  fait  elementaire,  c'est  le  suivant :  on  connait  une  solution  de  Inequa- 
tion lorsque  le  terme  en  z  manque;  cette  solution  est,  en  effet,  une 
constante,  Je  cherche  done  la  transformation  apportee  dans  le  coeffi- 
cient du  terme  en  z  par  Temploi  Ae  la  suite. 

i » )  M^molres  de  I'histitut,  Sai^atits  Strangers,  I.  XXVUl. 
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L'expresslon  de  ce  coeflScient  dans  Tequation  E^^  est  une  equation 
algebrique  enp;  je  suis  alors  conduit  a  deux  resultats  qui  sont  princi- 
paux  pour  cette  etude,  a  savoir  :  qu'aux  plus  petites  racines  entieres 
negatives  et  positives  (en  valeur  absolue)  correspondent  des  poly- 
norues  comme  solutions  de  la  proposee  ou  de  Tadjointe  de  Lagrange 
de  la  proposee. 

En  cherchant  a  verifier  directement  ces  resultats,  j'ai  trouve  cette 
propriete  simple  :  Lorsquc  toutes  les  racines  de  I'equation  determi- 
nante  du  point  oo  sont  entieres  et  negatives,  11  faut  et  il  suffit  que  Ics 
logarithmes  disparaissent  dans  les  developpements  des  integrales  au- 
lour  du  point  critique  oo  pour  que  Tintegrale  generate  soit  un  poly- 
nome. 

J'ai  encore  etendu  ce  resultat  par  ma  methode,  en  cherchant  les 
equations  qui  ont>  dans  leur  suite  corrcspondante,  une  equation  dont 
rintegrale  generate  est  un  polynome.  Je  suis  arrive  ainsi  au  resultat 
le  plus  important  de  cette  etude,  a  savoir :  que  Tequation  s'integre  sous 
forme  finie  ou  par  des  quadratures  lorsque  les  racines  de  Tequation 
determinante  du  point  cc  sont  entieres  et  que  des  conditions  algebri- 
ques  nettement  indiquees  sont  remplies.  Un  des  corollaires  de  cette 
proposition  est  interessant,  c'est  le  suivant :  Lorsque  toutes  les  racines 
de  I'equation  determinante  du  point  oo  sont  entieres  et  positives,  pour 
que  rintegrale  generate  soit  une  fraction  rationnelle,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  logarithmes  disparaissent  dans  les  developpements  des  inte- 
grates autour  du  point  critique  00.  Enfin  I'application  de  ces  resultats 
a  une  equation  deja  consideree  par  M.  Goursat  conduit  a  une  proposi- 
tion tres  simple  qui  decide  des  cas  oil  Tintegration  se  fait  par  ma  me- 
thode. 

Cette  etude  est  tcrminee  par  Tapptication  speciale  de  la  methode  a 
Tequation  du  deuxieme  ordre.  Je  suis  conduit  a  une  formule  conte- 
nant  des  derivees  a  indicc  quelconque  qui  exprimeTintegrale  generate 
de  cette  equation. 

5.  J'ai  ensuite  applique  la  methode  ^  I'equation 

Juu,  dc  V^sC.  Normalc.  3«  Serie.  Tome  VIH.  —  Noyembbe  1891.  44 
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qui  generalise  dans  les  ordres  superieurs  ['equation  de  Bessel 


d}  z        .  dz 

X  -J— r  -t-  A  -5 — h  d?2  =  o. 
dx^  dx 

L'equation  (a)  s'integre  quand  elle  a  Tune  des  deux  formes 

d*^  z  d^~^ " 

(c)  ^"^'"^ -j-Ti  -^  A.r'*-*    ,— -^  4-a:»-*^=-.0, 

^    '  dx'*^  dx'*-^ 

et  ce  sont  ces  deux  resultats  que  j'ai  etendus  par  ma  methode. 

Une  equation  a  la  forme  (b)  lorsque  les  racines  de  Tequation  deter- 
minante  du  point  o  sont 

o,     I,     2,      ...,     (/e  — I); 

{'extension  est  celle-ci : 

Dans  la  suite,  correspondant  aTequation  (a),  il  y  a  une  equation  de 
la  forme  (b)  lorsque  les  racines  de  Tequation  determinante  du  point  o 
pour  l'equation  (a)  sont 

o,     i-4-/)/i,     2-[-/>/j,     ...,     {n  —1)  -h pn, 

p  etant  un  entier  positif  ou  negatif. 

J'arrive  de  memo  a  montrer-que,  dans  la  suite  correspondant  a  l'e- 
quation (rt),  il  y  a  une  equation  de  la  forme  (c)  lorsque  les  racines  de 
l'equation  determinante  du  point  o,  pour  l'equation  (a),  sont 

i-\-pn,     2-hpn^      ...,     {n  —  2)-{-pn,     {n~i)-\-qn 

OU 

(/I  —  i)  H-/>/i,     (n  —  2)  -hpn,      ...,     24-/>/i,      i-hqn, 

p  eiq  etant  deux  entiers  positifs  ou  negatifs. 

L'integration  se  fait  done  facilement  dans  ces  deux  cas,  et  ces  resul- 
tats donnent  integration  pour  les  equations  du  deuxieme  et  du  troi- 
sieme  ordre  dans  tons  les  cas  oil  I'integrale  generale  est  uniforme 
autour  du  point  critique  o;  il  n'en  est  pas  de  meme  pour  les  equations 
d'ordre  superieur,  parce  que,  dans  une  equation  d'ordre  n,  les  condi- 
tions necessaires  et  suffisantes  pour  que  I'integrale  generale  soil  uni- 
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forme  autour  du  point  critique  o  sont,  ainsi  que  je  retablis»  que  les 
racines  de  I'equation  determinante  du  point  o  soient  respectivement 
I,  2, . . .,  (/I  -- 1),  a  un  multiple  de  n  pres,  qui  n*est  pas  le  meme  pour 
toutes  les  integrates. 

6.  J'aborde  ensuite  le  cas  oil  la  suite  d'equations  correspondant  k 
{'equation  (E)  est  telle  qu'on  y  trouve  une  equation  qui  lui  est  identique. 
Le  cas  le  plus  interessant  est  celui  ou  la  suite  est  veritablement  perio- 
dique,  c'est-a-dire  ou  (E)  =  (Ej^);  dans  ce  cas,  j'integre  et  je  montre 
que  ces  equations  apparliennent  a  la  classe  de  celles  que  Ton  pent 
ramener  aux  equations  lineaires  a  coefficients  constants,  par  un  chan- 
gementde  fonction  suivi  d'un  changement  de  variable. 

7.  J'indique  ensuite  qu'il  existe  autant  de  methodes  de  correspon- 
dance  doublement  infmie  qu'il  y  a  de  combinaisons  de  lignes  deux  a 
deux  dans  le  determinant  fondamental. 

II  existe  enfin  des  correspondances  qui  sont  plus  que  doublement 
infinies;  on  les  obtient  en  considerant,  par  exemple,  trois  lignes  du 
determinant  fondamental.  On  a  alors  une  correspondance  sextuplement 
infinie,  et,  je  le  repete,  Tinteret  de  ces  correspondances  consiste  en  ce 
qu'elles  permettent  de  generaliser  de  plus  en  plus  les  caracteres  d'in- 
tegration  d'une  equation. 

Tons  les  resultats  exposes  dans  ce  travail  m'appartiennent :  ils  ont 
ete  communiques  a  I'Academie  des  Sciences  dans  les  seances  du 
1 5  juillet  etSdecembre  1890,  4mai  1891 ;  personne,avantmoi,  n'avait 
parle  d'equations  adjointes  autrcs  que  celle  de  Lagrange,  et  j'ai  le 
premier  indique  Texistence  de  ces  equations,  leur  formation  et  leur 
role  dans  ma  Note  du  1 5  juillet.  Je  dois  cependant  dire  que,  six  mois 
apres  la  publication  de  ma  Note,  le  i6decembre  1890,  M.  Imchenetsky 
a  envoye  a  TAcademie  des  Sciences  de  Saint-Petersbourg  un  Memoire 
contenant  des  demonstrations  detaillees  sur  la  formation  de  ces  ad- 
jointes et  leur  role  dans  Tintegration. 

Qu'il  me  soil  permis,  en  terminant,  de  remercier  M.  Darboux  du 
bienveillant  accueil  qu'il  a  fait  a  mes  recherches  et  des  encourage- 
ments qu'il  n'a  cesse  de  me  prodiguer  pendant  la  duree  de  ce  travail. 
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J'ai  divise  I'exposition  en  trois  Parties  : 

Dans  la  premiere  Partie,  j'expose  la  propriete  de  reciprocite  des  ad- 
jointes,  le  moyen  de  les  former  et  leur  rdle  dans  Tintegration  de  la 
proposee.  A  la  suite,  je  place  une  theorie  de  Telimination  relative  aux 
equations  difTerentiellcs  lineaires  ordinaires,  parce  qu'on  la  deduit 
facilement  de  la  consideration  d'une  equation  iineairc  aux  derivees 
partielles  que  j*ai  rencontree  dans  mes  recherches. 

Dans  la  deuxieme  Parlie,  j'expose,  dans  un  premier  Chapitre,  la  me- 
thode  de  correspondance  doublcment  infinie;  dans  un  deuxieme  Cha- 
pitre, I'application  aux  equations  qui  generalisent  Tequation  de  Gauss 
sur  la  serie  hypergeometrique;  dans  un  troisieme  Chapitre,  I'applica- 
tion aux  equations  qui  generalisent  Tequation  de  Bessel. 

Enfin,  dans  la  troisieme  Partie,  j'etudie  les  cas  de  periodicite  de  la 
suite;  je  forme  ensuite  explicitement  Tadjointe  de  Tavant-derniere 
ligne  et  j'indique  I'existence  d'autres  methodes  de  correspondance 
analogues  a  cclles  de  la  deuxieme  Partie. 


PREMIERE  PARTIE. 


1.  [-.agrange  a  trouve  Tequation  connue  sous  le  nom  ^adjointe  de 
Lagrange  en  se  proposant  la  question  suivante  : 

Elant  donnee  Tequation  differentielle  lineaire  du  w'*''"*  ordre 

d^z  d^'-'^z  d'^-'^z  dz 

oil  tio*  ^M  •  •  • »  ^/i  designcnt  des  fonctions  de  x^  trouver  une  fonction  y 
de  X  telle  que,  en  muUipIiant  le  premier  membre  de  Tequation  proce- 
dente  par  r,  le  resultat  soit  la  derivee  exacte  d'une  fonction  lineaire 
de  z -et  do  ses  derivees  jusqu'a  Tordre  n  —  \.  Une  suite  d'integrations 
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par  parties  conduit  a  la  formule 


349 


(2)  ( 


pr^(«o7)J 


dx\ 
d^-^z 


-^i^h-*-^-^^^'*-*^'^^^----^  (-')""* 


^«-* 
s?' 


De  sorte  que  I'equation  qui  determine^  est 


(3) 


««7-5^(««-i7)-^----^(-0"5^(«o7)==o. 


Lagrange  etablit  ensuite  la  propriete  fondamentale  de  Tequation 
adjointe  d'une  equation  donnee  : 

Sil'on  forme  r equation  adjointe  de  la  noui^etle  Equation  ^  on  retrouve 
I'ancienne. 

Enfin  il  montre  comment  Tintegration  complete  ou  partielledcrad- 
jointe  permet  de  simplifier  Tintegration  de  la  proposee.  Pour  toutes 
ces  considerations,  ainsi  que  pour  I'expose  des  divers  points  de  vue 
auxquels  se  sont  places  les  geometres  qui  ont  etudie  cette  question, 
nous  renvoyons  le  lecteur  au  bel  Ouvrage  de  M.  Darboux  (Legons  sur 
la  theorie  generak  des  surfaces,  t.  II,  p.  99  et  suivantes). 


2.  Reprenons  I'equation  (i)  en  y  faisant  ao  = 


(4) 


d'^z  d'^'^z 


Soient  s,,  ^a,  ....  z„  n  solutions  particuliercs  formant  un  systeme 
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fondamental;  soil  de  plus  le  determinant 


A=z 


-^l 

«s 

< 

^'.     • 

.(A-1) 
'1 

.  .  . . 

(1-1) 

i 

4«-»'   . 

.(A-l) 


oil  les  indices  superieurs  designent  des  indices  de  derivation. 
Jacobi  a  montre  que  les  expressions 


_  1     ^A 


yn-- 


I      aA 
A  di:''-" 


sont  solutions  de  I'adjointe  de  Lagrange  de  I'equation  (4). 
Soil 


(5) 


cette  adjointe;  il  a  montre  de  plus  que  Ton  avait 


_      I      dA, 


Aj  designant  le  determinant 


_       I      dH, 

^n  —  —  ~r~ 


A.  d/r'' 


Jl 

yt     ■ 

•    y- 

7'. 

/;    • 

..      yn 

/.*- 

7i*-"      • 

•  •       Jn 

y«-„ 

yr"  • 

v(«-i) 

A,= 


Cette  proposition  renferme  eelle  de  Lagrange  concernant  la  recipro- 
cite  qui  existe  entre  une  equation  et  son  adjointe,  et  elle  montre,  en 
outre,  la  liaison  intime  des  solutions  des  deux  equations.  Elle  permet 
enfin  de  deduire  sans  aucune  quadrature  Tintegrale  generale  d'une 
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equation  de  I'integrale  generate  de  son  adjointe.  G'est  ia  lecture  de 
cette  demonstration  de  Jacobi  qui  a  determine  toutes  nos  recherches. 

3.  Imagtnons,  en  eflet,  {'equation  differentielle  lineaire  ordinaire  ad- 
mettant  les  solutions 


I     rfA  _  I     <?A 


I      dA 


A  <Js'*-'>' 


nous  allons  montrer  que  cette  nouvelle  equation  est  liee  a  I'equation 
donnee  de  la  meme  fa^on  qu'une  equation  a  son  adjointe  de  Lagrange. 
Des  proprietes  elementaires  relatives  au  determinant  A  donnent 

=o,  2«,5;  =o,  ...,  2«.-'.*"'-o.  2"'*'*"-''  2"'^'*-°'  •••'  2"'*'"*'=°- 

DifTerentiant  successivement  i ,  2,  ...,  (n  —  i)fois,  nous  obtenons 

=0,  2«^'.  ----O' '  2;«^'.*-"=o.  •••.  2"'-''"'-°' 


?«•.*•*. 


=  0 


',  2"'*'^'  ="° 


^,=rO,      2<"^^^i^^ 


»-Af+l) 


::rO, 


^1=  O. 


La  premiere  colonne  du  Tableau  precedent  montre  que  l*on  a 


I      (^A, 


A,  du'j"-'' 


A,  da^f-*^' 
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Aj  etant  le  determinant 

"t 

«, 

u 

< 

«; 

u 

A,= 

m'*-" 

«'*-«'    . . 

.     u'„' 

J/',"-" 

«'»-"    . . 

•  «•»" 

La  propriete  de  liaison  et  de  reciprocite  est  done  demontree.  . 

L'equation  qui  a  pour  solutions  les  expressions  w,,  w^,  . ..,  u^  sera 
appelee  Tequation  correspondant  a  la  ^^™''  ligne  du  determinant  fon- 
damental  de  Tequation  donnee  ou  Vadjointe  de  la  X:'^™*  ligne. 

Relativement  k  ces  equations,  nous  venons  d'etablir  cette  propriete 
fondamentale  : 

I.  Etant  donnee  une  equation  differentielle  lineaire  ordinaire,  il  y  a 
autant  d'adjointes  que  d' unites  dans  I'ordre  de  cette  equation. 

Si  Ton  prend  Tadjointe  de  la  X"'"**  ligne  d'une  certaine  equation  et 
que  Ton  prenne  ensuite  I'adjointe  de  la  k^^^^  ligne  de  la  nouvelle  equa- 
tion, on  retrouve  I'ancienne. 

Remarque.  —  Sous  le  nom  d'adjointe  de  Lagrange  de  Teq nation  (i), 
on  designe  Tequation  (3);  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  conserverons 
cette  denomination,  mais  en  remarquant  toutefois  que  les  solutions  de 
cetjte  adjointe  de  Lagrange  ne  sont  solutions  de  Tadjointe  de  la  der- 
niere  ligne  qu'a  un  facteur  pres. 

4.  Proposons-nous  de  former  Tadjointe  de  la  X:*^™*  ligne  pour  Tequa- 


tion 
(0 


d^z 


dn-is 


'"'Hrn'^'^^Tn^^^ 


'dx 


dx" 


dz 


Soientjz,,  z^,  ...,  ^n  n  solutions  formant  un  wsysteme  Fondamental, 
et  soit  le  determinant 


A  = 


-(*-!) 


5(»-l) 


^J 


^(*-l) 


5(»-l) 


Tin-1) 
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Reportons-nous  k  la  formule  (2);  elle  montre  que,  si  j,  est  solution 
de  Tadjointe  de  Lagrange 


^^^-d^^^^'^^'^-^'"'^^--'^''dJ^^^^y^'=^^' 


I'equation 


(6) 


dx^ 
d^-'z 


^  [^a„-A7i-  ^-  (a^.^-t/O 4-  (-1)"-* 5;^;r:jt  («o7i)J 


^^'» 


«o7i 


admet  (/i  —  i)  solutions  communes  avec  Tequation  (i).  En  effet,  pour 
toutes  les  solutions  de  Tequation  (6),  le  deuxieme  membre  de  Tiden- 
tite  (2)  oil  j=y,  est  nul.  Le  premier  membre  doit  done  s'annuler 
aussi.  AppelonsjSa,  ...,z^ces(n  —  i)  solutions  communes.  L'equation 


01= 


*-i) 


.(»-i) 


a» 

Z 

< 

Z' 

^t 

•t) 

Z'*- 

-1) 

.-1)         r^U 


qui  a  comme  solutions  z^^  . . .,  z^^  est  la  meme  que  Tequation  (6),  a  un 
facteur  pres.  En  developpant  cette  equation  0  ==  o,  on  la  met  sous  la 
forme 


(7) 


d'L 


=:  O. 


En  remarquant  que 


de 


db. 


m 


dk 


Ann,  de  l*tt\  Normate.  3'  Scrio.  Tome  VUl.  —  Novkmbre  1891. 
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Tequation  (7)  peut  s'ecrire 

L'identification  des  equations  (G)  et  (7)  nous  donne  I'egalite 


mais  (*) 
done 


A^ , ^V 


Cette  formule  (8)  montre  comment  on  obtient  les  quantites  u  en 
fonctions  des  quantites  correspondantes  7. 

On  obtiendra  done  I'adjointe  de  la  X:**""*  ligne  en  eliminant  j"  entre 
les  equations 


ou  cntre  les  deux  equations 


«"^  -  ;r;.  (««-/)  +  :f-i  («/.-i7)  +•••  +  (-  O";?:;^  («o/). 


(*)  Darboux,  Lecons  sur  la  th6orie  des  surfaces,  loc.  cit. 


i 


Digitized  by 


Google 


suR  LES  Equations  differentielles  lineaires  ordin aires.         355 

II  n'est  pas  inutile  de  remarquer  quecette  elimination  conduit  a  une 
equation  d'ordre  n. 
On  pent  done  adopter  la  regie  pratique  suivante  : 

II.  Pour  former  Vadjointe  de  la  k'^"^^  ligne  de  r equation 
on  considire  I'adjointe  de  Lagrange 

on  la  separe  en  deux  entre  le  X:'^"""  et  le  k -\-  i'^"'*  terme;  on  egale  les  deux 
trouQons  (commenQant  tons  deux  par  un  terme  positif)  a  ^-^., 

d'^u        d^  rf*~*  rf" 

-cbT^  ^  rfi^ («»-*M J)  +. . .+  (-i)*-'«„7; 
on  remplace  la  premiere  equation  par  I'integrale  repetie  kfois, 

I 

enfin  on  eliminey  entre  ces  deux  equations. 

5.  Quand  on  connait  I'integrale  generale  d'une  quelconque  des  equa- 
tions adjointesy  on  connait  I'integrale  generale  de  la  proposee.  Cela 
resulte  evidemment  de  la  proposition  I. 
I  Quand  on  connait  une  integrate  particuliere  de  Tadjointe  de  la 

^ieme  jigne,  ott  pcut  cu  general,  a  Taide  des  formules  (8  bis)^  en  deduire 
la  solution  correspondante  de  I'adjointe  de  Lagrange.  En  eiTet,  sup- 
posons  pour  fixer  les  idees  que  (n  —  k)  soit  un  nombre  plus  grand 
que  {k  -  i),  on  a 

n—  k  —  {k  —  \)-^{n  —  ik-\-i), 

Differentions  la  deuxieme  des  equations  %bis  (n  —  2k  4- 1)  fois,  nous 
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obtenons  ainsi  n  —  sA-f- 3 equations entre 7,7,  ...,y"^\c'est-a-dire 
A  —  2  equations  de  moins  que  d'inconnues.  En  differentiant  k—  2  fois 
la  premiere  des  equations  (8  bis)  et  la  derniere  de  celles  que  nous  ve- 
nous d'obtenir,  nous  aurons  autant  d'equations  que  d'inconnues  entre  j 
et  ses  derivees.  En  general,  nous  pourrons  resoudre  ce  sysleme  d'e- 
quations  lineaires  par  rapport  a  j,  y,  ...,  y""*^;  done,  comme  nous 
Tavons  annonce,  nous  aurons  en  general  la  valeur  correspondante  de  7. 

6.  Nous  allons  former  I'adjointe  de  la  premiere  ligne  d'une  equa- 
tion parce  qu'elle  nous  servira  souvent  dans  la  suite. 

D'apres  la  regie  IF,  il  faut  eliminery  entre  les  equations 

on  obtient  alors 

a^    dx       dx\an       )      ' "  dx^-^  \a„     J 

7.  Reprenons  Tequation  (i),  ses  n  solutions  s,,  z^,  ...,  z„  et  le 
determinant  A;  posons 

les  expressions  0?^  oil  i  reste  fixe  et  k  prend  les  valeurs  i,  2,  ...,  /i 
sont  successivement  solutions  de  chacune  des  adjointes  et  ces  solu- 
tions sont  correspondantes. 

D'apres  ce  que  nous  avons  etabli  relativement  a  la  formation  des 
equations,  nous  avons 


/     ,  d  ,  .  t/«-* 


(9) 


ri         — 


d  <i'*-' 


d  ^'»-* 
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De  la,  nous  lirons  les  formules  suivantes 


■'»'«     ~«o7i, 

(>o)                                      ( 

'  -^^'t      =an-0'i- 

D'autre  pari, 
done 

dx\ 
rfx', 

rfo;',  _ 


fl^J? 


=  a„_,  J;  —  a- 


da: 

remplagantj/  par  -'S  il  vient 

dx\    dx\  t/j^j  _        dx\^  __  dx 

a„x\        an-xx\  —  a^x\        an-ix',,  — a^x\       '"       aix'„— aoxi^_^        a^ 

En  designant,  d'une  fagon  generale,  par  X^  la  solution  de  Tadjomte 
de  la  A**'*"*'  ligne,  on  a  les  relations 

,     .       cTX-i   flOCj  _  rfXj  d\„  dx 

^n^a      a,i-iX;j— aoX|       a„_,X;,  — ^oXj      *""      ai\«  — aoX^   ,       Gq 


8.  Considerons  Tequation  aux  derivees  partielles 

(12) 


«/»X;,^^  -h  {an-iXn—  «oXi)  -\-^-- 


I       -l-(an-,X„— flfoX,^^  +...-+- («iX„  —  flroX„_,)^^-  H-ao^^  =  o, 
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oil  a:,  X|,  ..,,  X„  sont  des  variables  independantes,  /  une  fonction 
inconnue  de  ces  variables.  A  I'aide  de  ce  qui  precede,  on  peut  trouver 
la  solution  generate  de  cette  equation  en  Fonction  de  z^,  z^,  ...,  z^; 
le  resultat  ainsi  trouve  est  simple.  Au  lieu  de  suivre  cette  voie,  nous 
partirons  du  resultat  que  nous  nous  contenterons  de  verifier  et  nous 
en  deduirons  une  nouvelle  demonstration  de  la  regie  II. 

Soient  toujours  z^,  ..»,  z„  n  solutions  de  Tequation  (i)  formant  un 
systeme  fondamental.  L'expression 

Y,  =  X. ., -  X, ^-  -f-  X,  —  M  . , .  .  X, ..  ^— -^  +  X„  ^-_,  =  const. 

est  une  solution  de  I'equation  (12),  s/  etant  une  des  quantites  2, 

z^.  II  suffit  de  le  verifier.  En  substituant,  on  a 

a„X«5/-+-  (a„-,X;,—  ^0X1)^^ 

H-  (a«_,X„— aoX,)^^'  H-. .  .4-  (giX„  — OoXn-i)  ^^n-i 

Apres  avoir  supprime  les  termes  qui  se  detruisent,  il  vient 
V    /  dzt  d^Zi  d^'zA 

resultat  qui  est  evidemraent  nul. 

On  a  done,  pour  I'equation  aux  derivees  partielles,  les  solutions 
suivantes 

I  

f  X..,-^X.^^ -hX.^ +..-^X„_.£^- -.X,^:=  const. 

Comme  on  le  sait,  ces  equations,  resolues  par  rapport  a  X<,  X^, . . . , 
X„,  donneront  les  solutions  dies  equations  (i  i);  or  Texpression  de  X^, 
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tiree  des  equations  (i3),  est  Tintegrale  generale  de  Tadjointe  de  la 
^ieme  [jgne.  Donc  les  solutions  correspondantes  des  adjointes  sont  liees 
par  les  equations  (ii).  Connme  il  est  facile  de  remonter  des  equa- 
tions (i  r)  aux  equations  (9),  on  retrouve  ainsi  la  regie  II. 

9.  On  vient  d'etablir  le  resultat  suivant  : 

III.  Si  I' on  considere  I' equation  aux  derivees partielles 

I       -f-(a«-,^«— ao^s)^^  -l-...4-(aiar;,— aoa7„^i)^  4-ao^  =  0, 

ou  a?,  a?,,  iCj,  . . . ,  ^«  sont  des  variables  independantes^  f  une  fonction 
inconnue  de  ces  variables,  I' expression 

Y,  =  x,z,-^x,  _+  ^,  _,-+...  +  X,..,  ^^^  4-  X,  -^^^,  z=  const. 

est  une  integrate  de  I' equation  (12),  pourvu  que  z^  soit  une  solution  de 
I' equation  differentielle  lineaire  ordinaire 

d"  u  "  d^  z 

(f)  a^^_Ha„-,^+a,_,^4-...H-ao5^=o. 

D'apres  cela,  chaque  fois  qu'on  aura  une  solution  de  Tequation  (i), 
on  pourra  en  deduire  une  solution  de  Tequation  (12);  la  reciproque 
est  vraie  sous  certaines  conditions. 

En  effet,  soit  une  integrale  quelconque  de  Tequation  (12),  cette 

integrate  sera  (p(Y|,Y2 ¥„);  supposons-la  holomorphe  dans  le 

voisinage  A%  x^=x^  =  ,  .,=  Xj^  =  Oy  en  la  developpant  suivant  les 
puissances  croissantes  de  la  variable,  on  aura 

?(Y.,Y.,....Y„)  =  const.  +  a:.2%(|J;)^  +  -.2"     £     {w),-^'- 
Supposons  que  les  termes  du  premier  degre,  dans  le  developpement. 
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ne  soient  pas  tous  nuls  ;  leur  cxpressio 

est  de  la  forme  Y.  Done 

est  une  intcgrale  de  I'equation  (i).  D'o 

IV.  Si  f{oc^  ^x^,  . . . ,  ^rt,  x)  est  une  sc 
morphe  dans  le  voisinage  de  x^^^x^^ 
solution  de  I'equation  (i)  c/i  prenant  le  ( 
pement  def  par  rapport  aux  puissances  c 
les  fois  que  ce  coefficient  nest pa^s  nuL 

Les  resultats  III  et  IV  permettent  de  j 
tions  communes  a  un  systeme  d'equati 
dinaires,  a  la  recherche  des  solutions  c( 
tions  differentielles  lineaires  aux  derive 
et  cette  question  se  fait,  comme  Ton  sai 
complets  (*). 

S'il  s'agit  d'equationsalgebriques,  on 
des  equations  differentielles  lineaires 
stants. 

Un  exemple  eclaircira  tout  a  fait  le 
Cherchons,  par  exemple,  les  conditioni 
que  trois  equations  differentielles  line 
elevee  est  du  cinquieme  ordre,  aient  de 

Soient  done  les  equations 


(ft) 

(c) 

60^-^ 

c„r-h 

*'os     "^ 

( i )  Voir  GouRSAT)  LecoHS  sur  les  equations  au, 
p.  55  ol  suiv. 
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oil  a,  7^-  o.  Soient  les  equations  correspondantes 


36 1 


(A) 


X  df  df  df 


(B)  (fe,x,-6,^,)^  + 

(C)  (c,ar,  —  c,a:,)^  + 


=  0, 


:=0. 


Je   remplace   les   equations   (B)    et   (G)   par  les  combinaisons 
&o(A)  —  ao(B),  Co(A)  —  ao(C).  J'obtiens  ainsi 


(«) 


<^/ 


<y 


<>/ 


<?/ 


df 


**  <^^i         '  da?j         '  dxi         *  ^074         *  dx^        * 


p 


*dxi 


-?..^.=»' 


oil  ttf ,  . . . ,  as,  ^f ,  . . . ,  ^5  sont  fonctions  de  x  seulement 

Si  les  equations  (a),  (6),  (c)  ont  deux  solutions  communes, 
d'apres  le  resultat  III,  ilenest  de  meme  des  equations  (A),  (B),  (C), 
et  par  suite  des  equations  (A),  (a),  (p).  Si  done  on  complete  le  sys- 
leme,  on  doit  obtenir  quatre  equations,  puisqu'il  y  a  six  inconnues. 

Remarquons  que  la  parentkese 


Considerons 


(«,P)  =  o. 


et  supposons  que,  dans  le  matrix 

«!     cii     ocs     a*     «5 

P.    P.    P.    |3»    P, 

yt    y.    ys    y*    y. 

/^na.  <;«  /'^c.  yormale.  3*  Serie.Tome  VIII.  —  DteniME  1891. 
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tous  les  determinants  ne  soient  pas  nuls.  Soil 


5: 


Aiors,  si  Ton  pose 


a,     a,     a, 

P.     P.     P, 

yi   yi   7« 


5^0. 


on  Yoit  que  les  conditions  necessaires  sont  les  suivantes  : 
II  faut  que,  dans  le  determinant 


as     as 

P.     Pa 


P* 


as 

Ps 

y» 


tous  les  mineurs  obtenus,  en  supprimant  une  colonne  quelconque  et 
soit  la  derniere  ou  Tavant-derniere  ligne,  soient  nuls. 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  En  effet,  si  elles  sont  remplies,  les 
equations  (A),  (a),  (P),  (A,  a)  forment  un  systeme  complet,  et  les 
trois  dernieres  equations  peuvent  etre   resolues  par  rapport  a  -r^, 

-^j  j^,  puisque  S^o.  Alors  Tequation  (A)  pourra  etre  resolue 

par  rapport  a  ^)  puisque  Uq^o.  Or  les  coefficients  des  nouvelles 

equations  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  x^  et  de 
x^  =  x2  =  x^  =  x^  =  x^  =  o;  done,  d'apres  le  theoreme  de  Mayer  sur 
les  systemes  complets,  il  y  aura  deux  solutions  communes  holo- 
morphes dans  ce  voisinage  et  se  reduisant  a  x^  et  x^  pour  x  =  Xo  oi 
07,  =  a?a  =a?3  =  o;  d'apres  le  resultat  IV,  on  deduira  de  ces  deux 
integrales  deux  solutions  de  la  forme  Y|,  Y,.  Ces  solutions  sont  inde- 
pendantes,  car,  si  Ton  avait  XY, -h  (jlY2=  o,  en  y  faisant  a?  =  a7o, 
-c,  r- a?2  =  ^3  —  o,  on  aurait  Xa;^ -h  (jlo^s  =  o,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  x^  eix^  sont  des  variables  independantes.  Enfin,  des  expres- 
sions Y,  etYa,  on  deduira  deux  solutions  communes,  independantes 
pour  les  equations  (a),  (6),  (c),  d'apres  le  resultat  IV, 
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10.  On  peut  rapprocher  la  notion  des  equations  adjointes  d'une 
equation  lineaire  de  la  notion  du  systeme  adjoint  a  un  autre  systfeme. 
C'est  M.  Picard  qui  m'en  a  donne  I'idee. 

Soit  un  systeme  lineaire  d'equations 

dzx 


On  sail  qu'on  appelie  systeme  adjoint  a  ce  systeme  le  systeme 


—T—  =  —  M  Zi  —  Cj  Zj  —  .  .    —  /„  Z„. 

Les  solutions  de  ces  deux  systemes  ont  entre  elles  une  liaison  re- 
marquable.  Pour  la  mettre  en  evidence,  multiplions  les  premieres 
equations  parZi^Z^,  .. .,  Z^, lesdeuxiemesparsi,  . ..,  z«,  etajoutons; 
il  vient 

OU 

Z,-3, -+-Z,5,-i-. .  .-«-Z„-s„=  const. 
Si  done  on  a  les  solutions  du  premier  systeme 


^1. 

-1 

■   •  9 

*'n9 

'I 

•   •    •  » 

«i. 

•  •  ♦ 

.   .   .  1 

•  •» 

-« 
*»1> 

•   •      9 
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on  en  deduira  celles  du  deuxieme  par  les  egalites 

Z,5{  -hZ,5j  -h...H-Z«5;=zconst., 
Z,5}  -hZj^J  -h, .  .-hZnSn  —  consUf 


Zi^J  ■+-  Z,sJ  -f- . . .  4-  Z„32  =  consl- 
qui  donneront 

Z|>     Zj,     . . .,     Z^. 

Cela  pos^,  soit  Tequation  lineaire 

pour  avoir  les  notations  precedeutes,  posons 

_  dz  _  dz'^'^  __ 

L'equation  lineaire  est  equivalente  au  systeme 

dz„     a,  ^        at  ^»  ^ 

"w^r;     —  —  1"  '*'«  —  zr  ^«— i  —  •  •  •      r~  '*'»' 

dZn-i 

dx 
(«)  {  ^2«-i 


■Zn 


dx 


=  Zn 


dz^ 


Le  systeme  adjoint  a  ce  systeme  est 


"Zrt        ^\         rw  rj 

~d^    -a,     ^«-^«-«' 


—  r^    7—7 


(^) 


I  dx  ao 


dx  a^ 
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Entre  les  Z  et  les  5,  on  a  les  relations 

Z, 5,  -h  Z,5,  -h  . . .  -H  Z„5«  —  const, 
ou 

Si  done  i< ,  ?2»  •  •  •♦  S«  sonl  n  solutions  de  Tequation  (E),  nous  aurons 


Z.^,^Z,g  +  Z,g  +  ...-.Z,^:=const. 

Ces  egaliles  montrent  que  si,  dans  les  equations  (6),  on  elimine 
tons  les  Z,  sauf  Z,,,  on  a  Tadjointe  de  Lagrange  de  Tequation  (E);  si 
Ton  elimine  tons  les  Z,  sauf  Zf,,  on  a  Tadjointe  de  la  A*^""*  ligne  de 
Tequation  (E). 

Remarque.  —  Le  systcme  (6)  n'est  autre  que  le  systeme  (11)  du 
n«7. 


DEUXIEME  PARTIE. 


CHAPITRE  I. 

EXPOSITION  DUNE  MfeTHODE  DE  CORK ESPON DANCE  DOUBLEMENT  INFINIE. 


1.  On  saitque  Laplace  (*)  a  indique  une  methode  qui  fait  corres- 
pondre  a  une  equation  differentielle  lineaire  aux  derivees  partielles 

( » )  Voir  Lecons,  elc,  he.  cit,,  par  M.  Darboux,  I.  II,  p.  2.3  et  suiv. 
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du  deuxieme  ordre  de  la  forme 

d^z  dz  dz 

oil  a,  b,  c  sont  des  fonctions  de  x  et  de  j,  z  une  fonction  inconnue  de 
ces  variables,  une  double  infinite  d'autres  equations  de  meme  forme 

...,     (E_,0,     ...,     (E_,),     (E),     (E,).     ...,    (E^\     .... 

cette  correspondance  etant  d'ailleurs  telle,  que,  si  Ton  connait  une 
solution  de  Tune  quelconque  de  ces  equations,  on  connaitra  la  solu- 
tion correspondante  dans  toutes  les  equations. 

2.  Nous  allons  montrer  comment  il  est  possible,  en  parlant  des 
equations  formees  dans  la  premiere  Partie,  d'imaginer  une  methode 
analogue  pour  les  equations  differentielles  lineaires  ordinaires. 

Soit  done  une  equation  differentielle  lineaire  ordinaire 

rf«5      ,</«-*5        d^-'^z  ,dz      , 


Considerons  son  adjointe  de  Lagrange 

-z —  (az)  —  - — 


^E.)  ;g;^(a.)-^^(ft.)+...  +  (-,)«/r  =  o 


ou 

Considerons  ensuite,  pour  cette  equation  (E,),  Tadjointe  de  la  pre- 
miere ligne;  soit 

/w  X  <3^'*^j       1   d'^-^z^  ,   dzt      , 

(E.)  ^«^:?r+^^]^   ,...,./,,_  ^/,...:^o, 

continuous  de  cette  fagon,  c'est-a-dire  formons  Tadjointe  de  Lagrange 
de  Tequation  (Ea);  soit  requation(E3);  puis  Tadjointe  de  la  premiere 
ligne  pour  Tequation  (E,)  et  ainsi  de  suite;  nous  obtenons  une  suite 

d'equations 

(E),     (E»),     ...,     (Ep) 

II  est  incontestable,  a  cause  du  resultat  I  de  la  premiere  Partie,  que 
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la  connaissance  de  Tintegrale  generale  de  Tequation  (E)  determine 
I'integrale  generale  de  Tequalion  (E,);  celle-ci  determine  Tintegrale 
generale  de  I'equation  (Ea)  et  ainsi  de  suite.  Done,  de  Tintegrale  gene- 
rale de  I'equation  (E),  on  peut  deduire  Tintegrale  generale  de  I'equa- 
tion (E^). 

Comme  dans  la  methode  de  Laplace,  nous  pouvons  encore  former 
une  autre  suite  infinie  en  partant  de  Tequation  (E).  En  effet,  prenons 
I'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  Tequation  (E).  Soit 

Prenons  ensuite  I'adjointe  de  Lagrange  de  I'equation  (E_,),  soit 

et  ainsi  de  suite;  nous  formerons  une  suite  infinie  d'equations 

(E),    (E_,),     ...,     (E.^), 

qui,  pour  les  memes  raisons  que  precedemment,  est  telle  que  la  con- 
naissance de  rintegrale  generale  de  I'equation  (E)  determine  I'inte- 
grale generale  d'une  quelconque  des  equations. 

En  definitive,  nous  avons  forme  une  suite  doublement  infinie 
d'equations 

...,    [E-(j<7H.jj],    (E_i^),    ...,    (E-i),    (E),    (El),    ...,    (E,p),    (EipH-i),    — 

La  propriete  fondamentaleest : 

L  Etant  donnee  r equation  (E)  et  la  suite  doublement  infinie  qui  lui 
correspond y  si  Von  connatt  I'integrale  generale  de  I' une  quelconque  des 
equations  de  la  suite,  on  pourra  trouver,  sans  integration  nouvelle,  rin- 
tegrale generale  de  I'equation  (E). 

En  effet,  supposons  que  Ton  connaisse  I'integrale  generale  de  I'equa- 
tion (Ea^i)  par  exemple,  et  considerons  la  suite 

(E,p^,),     (E,;,),     ...,     (E,),     (E). 
L'equation  (Eg^,)  est,  nous  venons  de  le  voir,  I'adjointe  de  La- 
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grange  de  Tequation  (Ej^)  :  done  Fequalion  (E^^)  est  I'adjointe  de 
Lagrange  de  I'equation  (E^p+t)  ;  Tequation  (E2p_<)  est  I'adjointe  de  la 
premiere  ligne  pour  I'equation  (E,^),  ainsi  de  suite  jusqu'a  Tequa- 
tion  (E).  L'integrale  generale  de  Tequation  (Ea^ni)  determine  done 
celle  de  Tequation  (E).  Le  raisonnement  serait  tres  peu  different  si, 
au  lieu  de  I'equation  (E^p^t),  Ton  avait  pris  une  des  equations 

(Ei^),       [E-(jqr+l)],       (E    iq), 

Remarque.  —  La  proposition  I  qui  donne  de  I'interet  a  la  methode 
developpee  tient  uniquement  a  la  reciprocite  qui  existe  entre  une 
equation  et  son  adjointe.  Grace  a  cela,  les  solutions  des  diverses  equa- 
tions de  la  suite  se  deduisent  d'une  certaine  maniere  quand  on  s'avance 
suivant  un  certain  sens  dans  la  suite;  elles  se  deduisent  d'une  maniere 
analogue  quand  on  retourne  en  arriere. 

3.  On  pent  aller  plus  loin  et  montrer  qu'il  y  a  une  correspondance 
univoque  entre  toutes  les  equations  d'ordre  pair 

...,     (E_2y),    [E-i(^_,)],     ...,     (E-i),     (E),     (E,),     ...,    (Ejp),     ..., 

c'esl-a-dire  que  d'une  solution  particuliere  de  I'une  quelconque  des 
equations  de  cette  suite,  on  pent  deduire  la  solution  correspondante 
de  Tequation  (E). 

Considerons,  en  effet,  les  trois  equations 

(E),     (E,),    (E,), 

I'equation  (Ej)  est  I'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  I'equation  (E, ), 
tandis  que  (E)  est  I'adjointe  de  Lagrange  de  I'equation  (E^);  dans  ces 
conditions,  nous  avons  vu  dans  la  premiere  Partie  (n**6)  que  Ton  a 

La  consideration  de  la  suite 

(E.),     (E,),     (E4) 

entrainerait  la  formule 

I    d 
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(I) 


i.  j1  i  A  1 

/,  dx  li  djc  /j 


dr  l^p^,  dx^''^' 


Supposons  maintenant  que  ron  connaisse  une  solution  particuliere 
de  Tequation  (E.a^).  Soil  la  suite 

L'equation  (E_2^^<)  est  I'adjointe  de  Lagrange  de  Tequation  (E_2y), 
et  I'equation  (E^ay^.^)  est  Tadjointe  de  la  premiere  ligne  pour  Tequa- 
tion  (E_2^,).  Done 


■tq 


l^{iq^X)    dx 


-'-1(7-1 


--J7 


/«(i„_„  dx  L 


(«7-» 


,  dx 


d    j_    d^ 
dx  /_,  dx^^ 


D'oii  la  formule 

(2) 

ou  enfin 

(3)  3  —/'/-I  dxj'l.^dx. .  ,j'l.^tq-X)Z-tqdx. 

Remarque.  —  Cette  derniere  solution  renferme  des  constantes  arbi- 
traires,  niais  il  existera  toujours  des  valeurs  de  ces  constantes,  telle 
que  la  formule  (3)  donne  bien  une  integrale  de  I'equation  donnee. 

La  suite  des  equations  d'ordre  impair  possede  la  meme  propriete 
que  celle  des  equations  d'ordre  pair. 

En  effet,  de  la  signification  des  equations 


on  tire 

ou,  en  repetant, 
(4)  ^ 


[E_(i^_i)],    (E-jy),     [E-dy^-i)] 
I      d 


--(J7-1)  —  J 


iq 


dx' 


-(274-1; 


\d_2_d_  d      I      d 

I  dx  /_,  dx'"  dx  /_,^  dx^-^^''^'^' 


De  meme  la  consideration  des  equations 

(Ejy,_i),      (Ejp),      (Eap-n) 
j4nn,  de  l'/,c.  l^onnale.  3"  Serie.  Tome  VIII.  —  Degembri:  189J. 


4: 


fit 


M 


•"f'M 


Digitized  by 


Google 


370 

i.  CELS. 

donne 

1     d 

et,  par  suite, 

(5) 

\     d       I      d          did 
"*"-•  -  /,p  djc  "/,p_,  dx'"  dx  Udx"'' 

ou  encore 

(6) 

-1  =  fit dx  fl^ dx...  flip3tp+i dx. 

Pour  nous  resumer,  voici  toute  la  methode  exposee  dans  le  resultat 
suivant  : 

II.  On  peut  a  une  equation  donnee  (E)  faire  correspondre  une  suite 
doublement  infinie  d* equations 

(E_(iq,-Hi)),     (E-i^),     ...,     (E_|),    (E),     (El),     ...,     (Eip),    (Ei;,+i),     — 

La  connaissance  de  rintegrale  generate  del' une  quelconque  des equations 
de  la  suite  determine  V integrate  generate  de  t' equation  (E);  la  connais- 
sance d'une  solution particutiere  d'une  Equation  d'ordrepair  determine  la 
solution  correspondante  de  Inequation  (E),  sans  quadrature,  si  cette  equa- 
tion d'ordre  pair  est  a  droite;  par  des  quadratures,  sielle  est  a  gauche; 
enfin,  la  connaissance  dune  solution  particuliere  d'une  iquation  d'ordre 
impair  determine  la  connaissance  d'une  solution  particuliere  de  I'adjointe 
de  Lagrange  de  laproposee  sans  quadratures,  si  cette  equation  est  d  gauche 
de  la  suite;  avec  des  quadratures,  si  elle  est  a  droite. 

4.  Dans  certains  cas,  la  methode  precedente  ne  fera  pas  corres- 
pondre a  une  equation  une  infinite  d'autres  equations.  On  va  indiquer 
les  cas  ou  cela  sc  produit. 

Remarquons  d'abord  qu*une  equation  a  toujours  une  adjointe  de 
Lagrange,  meme  si  les  coefficients  /,  A,  . . .,  par  exemple,  sont  nuls.  II 
n'en  est  pas  do  meme  quand  on  considere  Tadjointe  de  la  premiere 
ligne.  Celle-ci  n'existe  plus,  en  effet,  lorsque  /=  o. 

On  ne  pourra  done  pas  obtenir  Tadjointe  de  la  premiere  ligne  d*une 
equation  dans  laquelle  il  manque  le  terme  en  z. 

La  suite  des  equations  sera  terminee  a  droite,  a  la  premiere  equation 
d'ordre  impair  qui  n'aura  pas  de  terme  en  z.  Elle  sera  terminee  a 
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gauche  a  la  premiere  equation  d'ordre  pair  qui  n'aura  pas  de  terme 
en  z.  Dans  le  premier  cas,  Tequation  (E^p^^)  a  comme  solution  parti- 
culiere  une  constante,  d'oii  une  solution  correspondante  pour  Tequa- 
tion  (E,);  dans  le  second  cas,  on  aura  une  solution  correspondante 
pour  I'equation  (E). 

Quand  les  circonstances  dont  nous  venons  de  parler  se  produisent, 
on  pent  encore  continuer  Tapplication  de  la  methode,  soil  qu'on  etu- 

die  Tequation  (Ej^^,)  en  posant  "!^"'  =  w,  soit  qu'on  debarrasse  I'e- 
quation (E)  de  la  solution  trouvee,  quand  il  y  en  a  une,  ou  que  Ton 
prenne  une  integrale  premiere  de  I'equation  (E)  quand  on  connait  une 
solution  de  Tadjointe  de  Lagrange. 


CHAPITRE  II. 

APPUCATION  AUX  EQUATIONS  QUI  GfiNfiRALISENT  L'fiQUATION  DE  GAUSS 
REUTIVE  A  LA  SfiRIE  HYPERGfiOMfiTRIQUE. 


1.  Les  equations  qui  generalisent  Tequation  de  Gauss  relative  a  la 
serie  hypergeometrique  sont  de  la  forme 

dans  laquelle  a  est  un  polynome  de  degre  n  au  plus,  b  un  polyndme 
de  degre 71  —  i  au  plus,  etc.,  /  une  constante. 

Si  nous  calculous  I'adjointe  de  Lagrange  de  Tequation  (E),  nous 
trouvons 


(E.) 


/      d^z,        I     da        Ad-'-'z, 

i  \  n(n   -i)  d^n       ,  db  1  d'^-^z^ 

f      ■"- 1 -77—  ./P  -('^--'^^.  ^^J  dlPr--^ 


—■  o. 
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D'oii  ce  premier  resultat : 

I.  V  equation  (E^  ^ala  mime  forme  que  V  equation  (E). 

L'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  Tequation  (E,)  est  (* ) 

ou  encore 


c?a:«-« 


.=  0: 


-*"L T^ ^^-^('^-^^^"^^•J^S^^" 

d'ou  ce  resultat : 

II.  Liquation  (Ea)  a  /a  mAme  forme  que  V equation  (E| ). 

III.  Le  coefficient  de  z^  dans  I' equation  (Ej)  est  le  mime  au  signepris 
que  celui  de  5,  dans  I' equation  (E, ). 

Ces  resultats  montrent  que  toutes  les  equations  de  la  suite  sont  du 
meme  type  que  Tequation  (E);  ii  nous  reste  a  former  Tequation  (Ej^). 

Si,  dans  I'equation  (E^),  nous  remplaQons  a,,  6,,  c,,  ...  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  a,  fe,  c,  . . . ,  nous  trouvons 

On  passera  de  ['equation  (Ej)  a  ['equation  (E4),  de  la  meme  fagoo 
que  Ton  passe  de  Tequation  (E)  a  I'equation  (Ej). 

En  se  fondant  sur  la  loi  qui  permet  de  passer  de  I'equation  (E)a 
I'equation  (Ej),  on  pent  ecrire  sur  une  meme  ligne  les  valeurs  absolues 

des  coefficients  de  a,  -%-  >  ^-j,    •  • »  dans  les  premiers,  deuxiemes,  troi- 
siemcs,  ...  termes  pour  les  differentes  equations.  On  a  le  Tableau 


( > )  Foir^  dans  la  premiere  Panic,  au  n"  0. 
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suivant  : 


373 


5x«* 


Pour  (E,) I 


(E4). 
(E.). 


(Eip). 


[Es(p4-1)]  . 
[El(pH-l)]  . 


1  1.2.3 


dx^' 


dans  lequel  on  obtient  le  terme  d'une  ligne  en  prenant  la  somme  du 
terme  correspondant  et  de  tons  ceux  qui  le  precedent  dans  la  ligne  im- 
mediatement  superieure.  Au  reste,  Tecriture  du  Tableau  precedent  est 
rendue  tout  a  fait  facile,  en  remarquant  que  les  termes  en  diagonale 
forment  un  triangle  arithmetique. 

Remarquant  ensuite  que  les  coefficients  de  6,  ^>  ^— ^>  •  •  sont  les 

memes  en  valeur  absolue  que  ceux  de  a,  ^»  •  •»  on  voit  que  Tequa- 
tion  (Eap)  est 


(        da        \d^-'z^p 


(7)   (E,p) 


\P{P^^  d^  dh         ^d-'^'z^^ 

L      J. 2       dx^      ^ dx         \   dx''--" 


^p(p-^-\)...(p-^n  —  i)  d^a 


Par  un  procede  tout  pareil,  on  formerait  Tequation  (Eji^);  on  obtien- 
drait  une  equation  qui  se  deduirail  de  Tequation  (Eap)  en  changeant  p 
en  —  q. 

Enfin  on  formerait  I'equation  (E^^m)  en  prenant  I'adjointe  de  La- 
grange de  I'equation  (Ea^). 


Digitized  by 


Google 


374  J-  <''ELs. 

Les  formules  (i),  (2),  (5),   donnees  dans  le  premier  Ghapitre, 
deviennent,  dans  ce  cas  particuiier, 

(8)  z^-^^z,,. 


(9)  -'^-=^^^7- 


(10)  -Si,,+i  —  ;y;.7;-i- 


dP_ 
dxP' 


Comme  nous  I'avons  fait  remarquer,  la  suite  des  equations  se  ter- 
mine  lorsqu'une  des  quantites  /s'annule;  les  formules  precedentes  nc 
sontdonc  valables  que  souscerlaines  conditions.  Ainsi,  la  formule(8), 
par  exemple,  n'est  valable  qu'autant  qu'aucune  des  quantites  /,,/,,..., 
\p^\  ne  s'annule. 

2.  Lorsque  I'equation  (2)  n'a  pas  de  termes  ens,  elle  admet  comme 
solution  particuliere  une  constante.  C'est  ce  caraclere  d'integration 
que  nous  allons  etendre  par  la  consideration  de  notre  suite.  Cherchons 
done  si,  dans  la  suite,  a  droite,  il  y  a  une  equation  pour  laquelle  il 
manque  le  terme  en  z.  Ce  fait  se  produira  pour  la  premiere  fois  pour 
une  equation  d'ordre  impair.  En  effet,  si  l^p^^  o,  comme,  d'apres  le 
resultat  III,  ^p-,  =  ^p,  il  faut  que  /o^.,  —  o.  En  ecrivant /2p=  l^^^  •=  o, 
nous  trouvons  Tequation 

(  f_    .„  p{p-^\)^^.(p-^n-  I)  d'^a 
\  ^      ^  n\  dx^ 

\  (/I  —  i)I  ajr'»-* 

que  nous  appellerons  Yequation  algehrique  correspondant  a  Vequa- 
lion  (E).  Cette  equation  est  Tequalion  determinante  du  poin t  critique 00 
quand  I'integrale  generale  est  reguiiere  autour  de  ce  point.  Si  cette 
equation  a  des  racines  entieres  positives  et  si  \  est  la  plus  petite,  on  a 

I'equation  (E25-O  a  pour  solution  particuliere  une  constante,  et,  a  cause 
de  la  formule  (10),  I'equation  (E,)  a  pour  solution  un  polynome  de  degre 
\  —  f .  Si  I'equation  (11)  a  des  racines  entieres  negatives  et  si  X,  est  la 
plus  petite  en  valeur  absolue,  I'equation  (E.jO  a  pour  solution  une  con- 
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stanle  et,  a  cause  de  la  formule  (9),  I'equation  (E)  aura  pour  solution 
particuliere  un  polynome  de  degre  J^. 
D'oii  les  resultats  : 

IV.  La  plus  petite  racine  entiere  positive  ^  de  I'equation  algebrique 
correspondante  indique,  pour  Vadjointe  de  Lagrange  de  I'equation  pro- 
posee,  une  solution  qui  est  un  polynome  de  degre  ^  —  i . 

V.  La  plus  petite  racine  entiere  negative  (en  valeur  absolue)  —X^de 
t equation  algebrique  correspondante  indique,  pour  l' equation  proposee, 
une  solution  qui  est  un  polyndme  de  degre  ^. 

Effectuons  la  verification  de  ces  resultats.  Posons 


(i\bU)l 


h  —  yx       4-yi, 

t-.l. 

Soil 

Ap)      =  oipip  —  i)  •  "(P  —  n  -hi)  -h  ?^  p{p  -!)...(/>  — 71  + -4)4-... -I- Y)/> -4-)., 
/lip)    =^ccvp(p-i)...(p-n-\-i)-i-?,p..,{p-n-\-2)-i-...-h-n^p=pF,{p), 

Mp)    ^ «./>(/>- 0... (/> -'*-hO^-... -+-£./>(/? -0  =/?(/?  — I ) Fa (/?), 

• • > 

/„_,(/>)=«„_,/>... (/>-/»-t-0+(3„-,jO...(/;-/H-Q)=:/;(/7  —  l)...(^—/H-2)F„_,(/?), 
fn{p)    =cc„p...p{p-n  +  t)  =  p(p  —  l).  .  .{p  —  n-i-  l)F„(yO). 

Si,  dans  i'equation  (E),  nous  substituons  le  polyndme 

Aoa;'!+  Aix'J-i-f-  A,x'-'-i-..  .-H  Aj-ja:  +  A;, 

nous  trouvons,  pour  determiner  les  coefficients,  les  egalites 

A,/(C)  =  o, 

A./(i:-i)  +  A„/»(C)  =  o, 

A./(C-2)  +  A./,(C-i)-hAo/.(C-2)  =  o, 


(12) 


A,/(C -  7)  H-  A,_,/,(C -  gr .+- 1)  +. . .  +  A,_„/„(C  -  g  +  /»)  =  o, 
A? /(o)  H-  Ar_, /( I )  + . . .  +  A;-,  /{n)  =  o. 
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Si  /(J^)  =  o  et  si  o,  1,  2 (J^  —  i)ne  sont  pas  raciiies  de  Tequa- 

tion  /(p)  =  o,  on  pourra  determiner  de  proclie  en  proche,  a  Taide  des 
equations  (12),  tons  les  coefficients  du  polynome.  Ce  polynome  ainsi 
determine,  substitue  a  la  place  de  z  dans  I'equation  (E),  donnera  un 
resultat  idcntiqueraent  nul  et,  par  suite,  sera  solution  de  cette  equa- 
tion. Mais  requation/(/?)  =  o  n'est  autre  que  I'equation  (i  i),  oil  Ton 
a  change  /?  en  — /?;  nous  avons  done  verifie  Ic  resultat  V.  La  verifica- 
tion du  resultat  lY  se  ferait  en  substituant  un  polyndme  dans  Tad- 
jointe  de  Lagrange  de  la  proposee. 

3.  Nous  allons  maintenant  demontrer  un  resultat  que  nous  eten- 
drons  par  la  consideration  de  notre  suite. 

VL  Si  toutes  les  racines  de  r equation  determinante  du  point  X)  sont  ne- 
gatives, pour  que  V equation  (K)  admette  comme  integrate  generate  un 
polynAme,  il  faut  et  il  sufTit  que  les  logarithmes  disparaissent  dans  le 
developpement  de  I' integrate  generate  autour  du  point  critique  oc. 

D'apres  les  equations  (12),  il  est  bien  evident  que,  ^'i  /(p)  =  o  a 
toutes  ses  racines  positives  et  si  les  logarithmes  disparaissent,  il  y 
aura  une  expression  de  la  forme 

qui  satisfera  a  I'equation,  n  des  quantites  A  etant  arbitraires;  recipro- 
quement,  si  I'integrale  generale  de  Tequation  (E)  est  un  polynome, 
les  logarithmes  disparaissent  dans  les  developpements  autour  du  point 
critique  00. 

Nous  allons  former  les  conditions  necessaires  etsuffisantes  pour  que 
les  logarithmes  disparaissent  dans  les  developpements  autour  du  point 
critique  00,  et  cela  en  supposant  les  racines  entieres  et  quelconques. 

Soient  a,,  aj,  ag,  . ..,  a,^  les  racines  de  I'equation  determinante  du 
point  Qo  changees  de  signe  et  rangees  par  ordre  de  grandeur  decrois- 
sante.  Ces  racines  etant  toutes  entieres,  nous  avons,  autour  du  point 
critique  00,  le  developpement  suivant  pour  I'integrale  generale  : 

Aa.^*'4-Aa,_i^«»-*4-Aa,-8^""*H-...H- Aa,iC*'H-Aa,-iJ:^**-*4-...+  Aa,x»»  +  A«,_iara»^ 

-t-logu:[Ba,^**-hBa,_iJ:^'**-*4-. .  . 

4-log*x[Ca,^«' -^Ca,-la:*»-»-♦-... 
-+-Iog*4• 
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Les  equations  perroettant  de  determiner  les  coefficients  sonl 

Aa,/(ai)=o, 

Agt,-i/(ai  — i)4-Aa,/,(a,)  — o, 

Aa,_,/(at—  2)  -f-  Aa,_, /,(«!—  I)  4-  Aa,/,(ai)  ~  o, 


(i3) 


Boc/'(ai)  4- Aa,/(a,) -*- Aa,,../,  (aj-+- I) -+- . . . -+- Aa,,,/«  (aj-H /I)  =  o. 


Ba,_/(a,—  I)  4-  Bfl^/iCa,)  =  o, 


Pour  que  les  logarithmes  disparaissent,  il  faut  et  il  suffit  que 
B«,  =  Coc.  =  Da,  =  ..~o; 

mais,  d'apres  les  equations  precedentes,  on  voit  que 

Ba,  =  Aot,M|, 

C«,  =Aa,tts     -H-A«,r| 

Dflt,=:Aa,«,      -hAa.t',      4- Aa,<*„ 
••••• » 

La,  =  Aa,ttrt_,4- Aa,<'n-i4- Aa,iV;,«,4-.  .  . -h  Aa^..^-,. 

Les  conditions  necessaires  et  suffisantes  sont  done 

en  tout 

1-+-. .  .-H(/i  — i)        ou        — ^ ^     conditions. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  le  developpement  uniforme  qui 
representera  Tintegrale  generale  renfermera  les  n  constantes  arbi- 
traires  A^.t  A^, k^.  Etudions  de  plus  pres  les  expressions  de  u^ , 

2^2  9   •  •  •  • 

Des  equations  (i3)  nous  tirons 
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D'apres  les  formules  (11  his),  f^{ai^)  contient  le  facteur  a,  ;  en  le 
mettant  en  evidence,  on  arrive  a 

De  meme 

et  ainsi  de  suite ;  nous  arrivons  a 

Ba,  =  Aa,.ai(ai— i)...(ai— OU,- 

On  verrait  de  la  meme  fagon  que  ! 

Ca,  =  Aa,.ai(a,  — i)...(as— i)U,-hAa..a,(a,— i)...(as— i)V,.  | 

Par  suite,  pour  que  les  logarilhmes  disparaissent  autour  du  point  1 

critique  00,  il  faut  et  il  suffil  que  les  expressions 

ai...(at-i)Ut,  j 

(iS)  {  a,...(a,-i)U„        a,...(a*-i)V„        a,...(a*-i) W», 


ai...(a„-i)U„-„     a,...(a;,-i)V„_„     ai...(a„-i)W„,„     ...,     a«-i...(a«-i)«>, 

soient  nulles. 

Dans  les  cas  oil  toutes  les  racines  de  Tequation  determinante  du 
point  00  sont  negatives,  tons  les  nombres  a  sont  positifs;  done,  dans  la 
suite  des  nombres  de  a<,  . . .  a  a„,  il  n'y  en  a  aucun  de  nul.  Par  suite, 
les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour  que  I'integrale  generate 
soit  un  polynome  sont 

L'extension  que  nous  aliens  faire  par  I'emploi  de  notre  suite  est 
celle-ci :  si  les  racines  de  Tequation  determinante  du  point  00  sont 
entieres  et  si  les  conditions  (16)  sont  satisfaites,  I'equation  (E)  s'in- 
tegre  soit  par  des  quadratures,  soit  meme  sous  forme  entierement 
finie. 

Auparavant,  il  est  necessaire  d'etablir  une  serie  de  resultats  preli- 
minaires. 
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4.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  considererons  toujours  la  suite 
d'equations 

(S)      ...(E-jqr),    (E_,g-^t),     ...,     (E),     ...,    (E,p_i),     (Eip),     ..., 

oil  I'equation  (E^p)  a  I'expression  donnee  par  la  forroule  (7)  que  p 
soit  posilif  ou  negatif,  et  ou  Tequation  (Ej^,)  est  toujours  I'adjointe 
de  Lagrange  de  I'equation  (E^p).  On  sail  que  les  formules  de  recur- 
rence (8),  (9),  (10)  n'existent  plus  quand  une  des  quantites  /  s'an- 
nule.  Si  done  nous  voulons  nous  servir  de  la  suite  (S),  lorsque  ce 
fait  se  produit,  il  convient  d'expliquer  sa  signification  exacte.  Suppo- 
sons  done  /jp^i  =  o.  Si  cette  quantite  n'etait  pas  nulle,  I'equation 
(Eap)  serait  I'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  I'equation  (Ej^,); 
il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'elle  est  nulle.  Pour  avoir  la  signification 
de  I'equation  (E^^),  supposons  d'abord  que  /j^.^  ne  soit  pas  nul. 
Puisque  I'equation  (E^p)  est  I'adjointe  de  la  premiere  ligne  de  I'equa- 
tion (Ej^,),  I'equation  (Eap)  s'ecrit  (*) 

-h  (—  o^-'Atp-i^;^  4-  (—')''iip-i^ip  =  o. 
Si  4^,  =  o,  elle  devient 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  est  I'adjointe  de  Lagrange  de 
•'equation  (Ej^.^)  oil  z^p_^  est  consideree  conime  I'inconnue. 

D'apres  cette  remarque,  nous  pourrons  toujours  nous  servir  de  la 
suite  (S).  En  effet,  supposons  que  nous  voulions  passer  de  I'integrale 
generale  de  I'equation  (Ea^)  a  I'integrale  generale  de  I'equation  (E) 
en  supposant  que,  dans  la  suite 

(E),     ...,    (Etp-i),    (Ejp_i),    (E,;,),     ...,     (E,^), 

une  des  quantites  /  s'annule,  par  exemple  lip-t- 

La  formule  (8)  permet  de  deduire  les  n  solutions  de  I'equation  (E^^) 

(t)  ro«>  I"  Parlie,  n«  6. 
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(les  n  solutions  de  Tequation  (Ea^)  ;  puisque  (Ea^,)  est  Tadjointe  de 
Lagrange  de  I'equation  (E^p)  oil  -^  est  Tinconnue,  nous  aurons  les 
valeurs  des  derivees  premieres  des  n  —  i  solutions  de  Tequation  (E^p-d^ 
et  par  suite,  en  ajoutant  la  solution  qui  est  une  constante,  nous  pour- 
rons  trouver  les  n  solutions  de  I'equation  (E^p-O-  Puisque  I'equation 
(Eap-a)  est  Tadjointe  de  Lagrange  de  Tequation  (E2;,-,),  on  pourra 
calculer  toutes  les  solutions  de  Tequation  (£2^-2)-  EnJBn,  de  toutes  les 
solutions  de  Tequation  (Eg^.j)  on  pourra  deduire  toutes  les  solutions 
de  Tequation  (E). 
Nous  pouvons  done  enoncer  le  resultat  suivant : 

VI [.  Quand  on  connaitra  l*intdgrale  genercUe  d'une  equation  de  la 
suite  (S),  on  en  deduira  V integrate  generate  d'une  quelcongue  des  equa- 
tions de  la  suite  soil  sous  forme  finie^  soit  avec  des  quadratures;  I' une  ou 
r autre  de  ces  circonstances  se  produira  suis^ant  le  nombre  des  quantites  I 
qui  s  annuleront  dans  Vintervalle  qui  separe  les  deux  equations. 

5.  On  pent  encore  simplifier  le  passage  des  solutions  d'une  equation 
aux  solutions  d'une  autre  en  etudiantde  plus  pres  la  suite  (S). 

Supposons  toujours  l^p^^  =  o,  et  soient  les  equations  (Ea^-a)*  (Eap-i ). 
(Eap).  Soient  y,,  y^,  ...,  j«_,,  const,  les  solutions  de  i'equation 
(E2p_,).  Considerons  le  determinant 


7; 


/n-i      const. 

y'n-X  O 


puisque  I'equation  (E2;^-2)  est  I'adjointe  de  Lagrange  de  Tequation 
(Ea^-,),  on  obtient  ses  solutions  en  niultipliant  par  -  le  quotient  des 
mineurs  relatifs  aux  elements  de  la  derniere  ligne  par  le  determinant 
total. 

Soit  encore  le  determinant 


/i 


y\ 


yn-x 

J  «-l 


J  n-\ 
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puisque Tequation  ( E,^)  est  Tadjointe  de  Lagrange de  Tequation  (Ea^., ) 

oil  —^'  est  consideree  comme  I'inconnue,  on  voit  que  Ton  obtiendra 

les  valeurs  de  -^  en  multipliant  par-  les  divers  quotients  desmineups 

relatifs  aux  elements  de  la  derniere  ligne  par  le  determinant  total.  Les 

valeurs  ainsi  oblenues  se  retrouvent  toutes  parmi  les  solutions  de 

Tequation  (Ea^-J. 

Done  laformule 

_  d 

s'etend  a  toutes  les  solutions  de  I'equation  (E^^),  sauf  a  la  solution  qui 
est  une  oonstante.  Ainsi  d'une  solution  de  Tequation  (Ea^)  on  pourra 
deduire  une  solution  de  I'equation  (Ea,^^);  mais  la  reciproque  n'est 
pas  vraie. 

Considerons  maintenant  Tequation  (E)  et  la  suite  correspondant  a 
cette  equation 

.,  (E),  (Ei),  (Ej),  ...,  (E;^.,),  (Ej^.-i),  (E,p),   ...,  (E,(^^-^;».j),  (E2(p+g)-i),  (Ei^pj^g))^ 

Soit 

Laformule 

_  dp-'' 

s'etend  a  toutes  les  solutions  de  I'equation  (E^^^.s);  mais  la  formule 

_  d 

ne  s'etend  qu'a  {n  —  i)  solutions  de  I'equation  (Ea^)  {la  solution  de 
I'equation  (Eap)  qui  nest  pas  comprise  est  une  constante].  De  meme,  la 
formule 


(^)  ^tp—  zjz:;,  ^t(p-*'q) 


d^ 
dx'i' 


ne  s'etend  qu'a  (/^  —  i)  solutions  de  I'equation  (E2(y,^_,;))  \la  solution 
de  V  equation  (Ea/^^.^)),  qui  est  une  constante  y  n  est  pas  comprise]]  done  la 
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formule 


(P) 


^:^;r^-«(p-^^) 


s'etendra  a  (/i  —  i)  solutions deTequation  (E2(/»^-7))  pourvu  que,  parmi 
les  valeurs  de  z..^  donnees  par  la  formule  (a),  il  ne  se  trouve  pas  de 
constante;  autrement  dit,  pourvu  que  Inequation  (Ej^^^))  n'admette  pas 
de  solutions  qui  soil  un  polynome  de  degre  q  ou  de  degre  inlerieur; 
dans  ce  dernier  cas,  la  formule  (p)  ne  s'etendrait  qu'a  {n  —  2)  solu- 
tions de  Tequation  (E^fp^.^,). 
De  toutes  ces  considerations  il  est  facile  de  tirer  le  resultat  suivant : 

dP  i  ,         ^ 

VIII.  La  formule  z  =  -r—^  z,^p  s' applique  a  toutes  les  solutions  de  I' equa- 
tion (  Eay,)  qui  ne  sont  pas  des polyndmes  de  degre  inferieur  a  p. 

6.  Etudions  la  variation  des  racines  de  I'equation  determinante  du 
pointoo  quand  on  passe  d'une  equation  de  la  suite  a  une  autre. 

IX.  Quand  on  passe  d'une  equation  a  son  adjointe  de  Lagrange^  la  ra- 
cine  5  de  V equation  determinante  du  point  critique  oo  est  changee  en  i  —\. 

En  effet,  I'equation  determinante  du  point  critique  so  pour  Tequa- 
tion  (E)  est 

ocp{p-^i). .  ,{p  4-  /I  — i)—  ^p.  ..{p-h  n  —  2)  4- . . .  -i-(— O^X  =10. 

Celle  relative  au  point  00  pour  Tequation  (E, )  est 

ar(r  H-i). .  .(r -+- /I  — i)  —  (/i-a—-  j3) /•...(/■  —  /I  4-  2) 

II  faut  verifier,  par  exemple,  que  le  coefficient  de  a  reste  le  meme 
quand  on  pose/?  =  i  —  r;  autrement  dit,  que  le  produit 

/?(/?■+- !)...(/>  + /I  -1) 

se  transforme  en 

r(/•-i-I)...(^-^^^  — i)  — /i'r(r-T-i)...(r-hn  — 2)h ^^ ^r..,(/-h/i  — 3) -h.,., 

quand  on  change/?  en  i  —  r. 
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La  demonstration  est  facile,  nous  nous  contenterons  de  I'indiquer. 
On  verifie  le  resultat  pour  n  --=  2  et  on  montre  que,  s'il  est  vrai  pour /i, 
il  est  vrai  pour  /?  -i-  i. 

On  demontrerait  de  meme  : 

X.  Quand  on  passe  d'une  equation  a  son  adjointe  de  la  premiere  ligne^  les 
racines  de  Inequation  determinante  du  point  critique  ccchangentdesigne. 

(Si  Tadjointe  de  la  premiere  ligne  n'existait  pas,  on  changerait  la 
premiere  partie  de  I'enonce  en  disant :  Quand  on  passe  d'une  equation 
d'ordre  impair  a  Tequation  suivante  d'ordre  pair  a  droite  dans  la 
suite  S.) 

Les  resultats  IX  et  X  donnent,  quand  on  les  combine,  les  suivants  : 

XL  Quand  on  passe  de  I' equation  (E)  a  V equation  (Eg;,) ,  les  racines  de 
I' equation  determinante  du  point  X)  diminuent  de  p ;  elles  augmentent 
de  q  quand  on  passe  de  V equation  (E)  a  V equation  (E_2^). 

Voici  enfin  un  autre  resultat,  que  nous  nous  contentons  encore  d'in- 
diquer. 

XIL  Les  racines  des  equations  f{p)  =  o,  F,  (p)  =  o,  F2(/?)  =0,  . . . , 
F„(/?)  =  o  (voir  les  formules  11  bis)  sont  changdes  de  signe  quand  on 
passe  d'une  equation  a  son  adjointe  de  la  premiere  ligne;  elles  augmen- 
tent dep  quand  on  passe  de  Vequation  (E)  a  V  equation  (E^^). 

Soient  les  equations  (E)  et  (Ej^).  Soit  F^X^)  I'expression  du  poly- 
nome  F,  pour  Tequation  (E).  Soit  Tf{s)  I'expression  du  polynome  F, 
pour  I'equation  (E^p).  D'apres  le  resultat  (XII),  nous  avons 

Done  le  resultat  de  la  substitution  de  q  dans  Y^^  est  le  meme  que  le 
resultat  de  la  substitution  de  q-^p  dans  F',''^ 

En  particulier,  si  nous considerons  une  racine  \  de  requation/(r)=  o 
relative  a  I'equation  (E)  [/(/•)  —  o  est  ['equation  determinante  du 
point  critique  qo  oil  les  racines  ont  ete  changees  de  signe],  le  resultat 
de  la  substitution  de  \  dans  F'®'  sera  le  meme  que  celui  de  la  substitu- 
tion de  i  -h/?  dans  F^''';  mais  \  -f- /?  est  une  racine  derequation/(r)  =  o 
relative  a  I'equation  (E.^^)  (d'apres  le  resultat  XII).  Nous  avons  done 
le  resultat  suivant : 
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XIII.  Les  expressions  f,  F^,  Fo,  ...»  F„  res  tent  uwariantes  pour  une 
quelconque  des  equations  de  la  suite,  lorsquon  y  substitue  les  rapines  de 
['equation  f(r)  =  o  relatis^es  a  ces  equations,  ou  des  nombres  differani 
entre  eux  conune  different  ces  racines. 

II  suffit  maintenant  de  regarder  la  composition  des  expressions  U,, 
Ua,  ...  pour  en  tirer  le  resultat  suivanl : 

XIV.  Les  expressions  U^,  U^,  ...,  ti37>,  restent  invariantes  quand  on 
passe  d'une  equation  de  la  suite  a  une  autre. 

7.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  faire  I'extension  du  re- 
sultat VI. 

Une  equation  (E)  s'integrera  sous  forme  fmie  ou  par  des  quadratures 
si,  dans  la  suite  qui  lui  correspond,  on  trouve  une  equation  ayant  pour 
integrate  generale  un  polynome. 

Cela  ressort  evidemroent  du  resultat  VII. 

II  ne  reste  plus  qu'a  indiquer  le  moyen  de  reconnaitre  sur  Tequa- 
tion  (E)  les  cas  oiicette  integration  est  possible. 

II  faut  et  il  sudfit  que  les  racines  de  I'equation  determinante  du 
point  00 soient  entieres  et  que  les  conditions  (i6)  soient  remplies. 

S'il  en  estainsi,  lorsqu*on  s'avance  de  deux  rangs  a  droite  dans  la 
suite,  les  racines  de  Tequation  determinante  du  point  oo  diminuent 
d'une  unite ;  il  existera  done  une  equation  (Eap)  telle  que  toutes  les  ra- 
cines de  I'equation  determinante  du  point oo  soient  negatives ;  les  condi- 
tions ( i6)  etant  remplies  pour  I'equation  (E)  sont  remplies  d'apres  le 
resultat  XIV  pour  I'equation  (Ea^);  done  I'equation  (Ea^)  a  pour  inte- 
grale  generale  un  polynome. 

Reciproquement,  si  une  equation  de  la  suite  correspondant  a  I'equa- 
tion (E)  a  pour  integrale  generale  un  polynome,  les  racines  de  I'equa- 
tion determinante  du  point  oo  pour  celte  equation  sont  entieres  et  les 
conditions  (i6)  sont  remplies;  done  les  racines  de  I'equation  deter- 
minante du  point 00  pour  I'equation  (E)  sont  entieres  et,  a  cause  du  re- 
sultat XIV,  les  conditions  (i6)  sont  remplies.  Done  : 

XV.  Onpeut  integrer  sous  forme  entierement  finie  ou  tout  au  moins  par 
des  quadratures  une  equation  (E)  qui  est  telle  que  les  racines  de  Vequa- 
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tion  determinante  du  point  30  soient  entiires  el  que  les  conditions  ( i6) 
soient  remplies. 

Nous  avons  deja  examine  le  cas  oii  toutes  les  racines  de Tequation  de- 
terminante du  point  00 sont  negatives.  Dans  ce  cas,  si  les  conditions  (i6) 
sont  remplies,  I'integrale  generate  est  un  polynome.  Un  autre  cas  in- 
teressant  est  celui  ou  toutes  les  racines  de  Tequation  determinante  du 
point  Qo  sont  positives  et  oil  les  conditions  (iG)  sont  remplies.  Dans  ce 
cas,  I'integrale  generale  est  une  fraction  rationnelle.  En  effet,  Tadjointe 
de  la  premiere  ligne  est  telle  que  I'equation  determinante  du  point  qo 
ait  toutes  ses  racines  negatives  (resultat  X).  Les  conditions  (i6)  sont 
encore  satisfaites  pour  cette  equation;  done  elle  admet  comme  solutions 
particulieres  n  polynomes.  L'integrale  generale  de  I'equation  donnee 
est  done  une  fraction  rationnelle. 

Les  considerations  precedentes  permettent  encore  d'integrer  une 
equation  (E)  lorsque,  dans  la  suite  correspondant  a  cette  equation,  se 
trouve  une  equation  ayant  comme  solutions  particulieres  n  —  i  poly- 
nomes. On  verrait  facilement,  parmi  les  conditions  (iC),  celles  qui 
doivent  etre  remplies  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

On  simplifie  enfm  Tintegration  de  I'equation  (E)  lorsque,  dans  sa 
suite,  on  rencontre  une  equation  admettant  des  polynomes  comme 
solutions  particulieres,  et  il  est  encore  facile  de  voir,  parmi  les  condi- 
tions (i6),  celles  qui  doivent  etre  remplies  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

8.  Appliquons  ces  considerations  a  une  equation  deja  consideree 
par  M.  Goursat  (*)  : 

(17)  (^«_^»-i)^-^(A^-*-A,^«-«)£^+...H-(Lx-L,)g-M^:-o. 

L' equation  determinante  du  point  critique  qo  est 

/•(/•H-i)...(r-h/i  — i)  — Ar(r-hi)...(/-4-/i  — 2)h-...-H(— i)'*"*Lr4-(— i)'*M=o. 
L'equation  aux  racines  changees  de  signe  est 

/(r)  —  r{r—\). .  .(/•— w-h  i)  4- Ar(r  —  i). .  .(r  — «-h2)-h.  ..-hLr-i-M  =  o. 


(«)  A  f  males  dc  I'^cole  IS  or  male  supefricure,  t.  XII,  p.  275  el  suiv. 
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Soil,  en  meme  temps, 

(p(r)  — r(r  — i)...(r  — 714-1)  -h  A^r. ,  ,{r  —  n  -^  2)  -^ . , .  -\-  Ur  =  r  ^{r). 

Considerons  une  racine  simple  ?  de  Tequation  determinante  du 
point  Qo,  cette  racine  etant  telle  que  ^  —  i,  $  —  2,  . . .  ne  soient  pas 
racines.  Nous  aurons,  pour  le  developpement  de  I'integrale  corres- 
pondante  autour  du  point  critique  ao,  Texpression 

les  coefficients  etant  determines  par  les  egalites 

Ai/($-l)"AoCp(^)  rzzo, 

A2/(H-2)-A»0(^-I)=:0, 

A3/(?-3)-A,9(^-2)zzo, 


de  sorte  que  I'expression  de  IMntegrale  est 

^      ?U)9(£-')?(g--^)      ,5-3^       "I 

/(;-o/a-2)/u-"3)'  ■^•••j- 

Cherchons  maintenant  les  cas  oil  les  conditions  (16)  sont  satisfaites. 
Supposons  done  que  les  racines  de  requation/(r)  ~-  o  soient  entieres 
et  rangees  par  ordre  de  grandeur  decroissante.  Soient 

a,,     a2>     •  •  •»     «/!• 

On  voit  bien  facilement  que 


^z-^4l>(a„_,)<l>(a^-,-i)...<l>(a«+i). 


Done,  pour  que  les  conditions  (16)  soient  satisfaites,  il  faut  et  il 
suffitque  les  racines  de  Tequation  (p(r)  =  o  (a  part  la  racine  o)  soient 
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entieres  et  comprises,  Tune  entre  a,  et  a^  sans  etre  egale  a  a^,  I'autre 
entre  ol^  et  a,,  sans  etre  egale  a  a,,  etc.  Si  Ton  remarque  que  Tequation 
o(^r)  =  o  est  Tequation  determinante  relative  au  point  critique  o,  on 
a  le  resultat  suivant : 

XVI  •  Si  les  racines  de  V equation  determinante  du  point  critique  qo, 
changees  de  signe  et  rangees  par  ordre  de  grandeur  decroissante,  sont 
OLi,  QL2,  ..  .^  OL^;  si  les  racines  de  Inequation  determinante  du  point  cri- 
tique o  (a  part  la  racine  o),  rangees  aussi  par  ordre  de  grandeur  decrois- 
santCy  sont  p,,  P^,  . . . ,  ^^-i ;  ^^  deplus^  les  aet  le^  ^  sont  des  entiers,  et 
quenfin  p,  soit  compris  entre  a,  et  aj,  sans  Stre  egatd  aj,  ^2  ^i^tre  a^  et 
a,,  sans  6tre  egal  a  aj,  etc,  Tequation  (17)  s'integre  soit  sous  forme 
finie,  soit  par  des  quadratures;  si  tous  les  a  sont  des  nombres  positi/s, 
fintegrale  generate  est  un  polyndme;  si  tous  les  ol  sont  des  nombres  nega- 
tifs,  I' integrate  generate  est  une  fraction  rationnelle. 

Nous  venons  d'examiner  le  cas  oil  I'equation  (17)  a,  dans  sa  suite, 
une  equation  ayant  comme  integrates  particulieres  n  polynomes; 
I'equation  donnee  s'integrerait  aussi  s'ily  avait  dans  la  suite  une  equa- 
tion admettant  comme  solutions  particulieres  n  —  i  polynomes.  Un 
des  cas  oil  cette  circonstance  se  produirait  serait  le  suivant :  n  —  2, 
des  nombres  [3  seraient  compris  entre  0L2  et  as,  ol^  et  ol^,  etc.,  I'autre 
nombre  ^  etant  infini.  On  integrerait  ainsi  dans  un  cas  oil  I'integrale 
generale  ne  serait  pas  reguliere  autour  du  point  critique  o.  Nous  ne 
developpons  pas  le  cas  oil  Tintegration  de  Tequation  (17)  serait  sim- 
plifiee,  quand,  dans  la  suite  correspondante,  il  y  aurait  une  equation 
ayant  comme  solutions  particulieres  des  polynomes.  Ces  cas  sont 
rendus  evidents  par  ce  qui  precede. 

Appliquons  la  methode  a  un  exemple.  Soit  I'equation 

L'equation  determinante  du  point  00  est 

r(r-h  i)(/- -i- 2)   -/'(r -h  i)  —  6/- —  6    =0; 

elle  admet  les  racines  —  3,  — i  et  2. 
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L'equation  determinante  du  point  critique  o  est 

r(r  — i)(r  —  2) -H2r(r  —  i)  -2r  — o; 

elle  admet,  a  part  la  racine  o,  les  racings  2  et  —  i. 

Les  racines  de  Tequation  determinante  du  point  ao  changees  de 

signe  sont 

3,    I,    —2, 

et  celles  relatives  du  point  o  sont  comprises  Tune  entre  3  et  i,  I'aulre 
entre  i  et  —  2;  nous  pouvons  done  appliquer  le  resultat  (XVI). 
Considerons  la  suite 

(E),    (E.),    (E,),    (E3),     (E,), 
oil 

E.  =  (-'--")^4-(ii.«-6x)^4-(24x--4)g-o, 
E.=  (-'— ')^-.(-5.^-^2..)^^-^8x^:.o. 

D'apres  le  resultat  XI,  les  racines  de  Tequation  determinante  du 
point  00  pour  Tequation  (E4)  seront 

—  5,    —3,    o; 

cctte  equation  a  done  pour  solutions  une  constante,  un  polynome  du 
troisieme  degre  et  un  du  cinquieme.  On  trouve  tres  facilement 

-~  —  ^*— 4^',        -r-^  =6j?'— 4^-M. 
dx  '  dx 

L'equation  (E3)  etant  Tadjointe  de  Lagrange  de  Tequation  (E4),  oil 
-^  est  consideree  comnie  Tinconnue,  les  solutions  de  Tequation  (E,) 
sont  donnees  par  les  formules 


dx        x^    -  X 

nous  trouvons  ainsi 


5.r«  — f.r 


..  /•5.r«  — f.v    . 


dzT^ x^ — (\x^  dzi 6^* — l\x-\-i 

dx  ~  x''{x  —  \Y  dx  ~     J7*  ( J?  —  I  J* 
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D'apres  ce  que  nous  avons  dit  au  n**  5,  les  solutions  de  Inequa- 
tion (Ej)  seront 

et 

x^  —  [j^x^  6  J?'  —  l\x-\-\ 


It  j»«  — 6x 


/It  J'  — 6; 


Cette  derniere  integrale  devient 

les  quadratures  renfermant  chacune  une  constante,  on  a  Tintegrale 
generale  de  Tequation  (E2)  par  la  formulo 

Z,=  const.r(6^«-  4^-M)  ff,''^''\dx  -  (^*-- 4^^)  p-^'-^^-^'^J. 

Pour  avoir   Tintegrale  generale  de  Tequalion   (E),   on  n'a  qu'a 
prendre  la  derivee.  On  trouve 

Z--i-consl.    (rao:  — 4)  /  — : —--dx-  {(^x^ —  \*ix^)  \  — ■— — --    • 

Les  calculs  une  fois  effectues,  :;  rcnfermera  des  expressions  alge- 
briques  et  des  logarithmes. 

9.  11  y  a  des  equations  qui  se  rattachent  a  la  forme  (17).  Ce  sont 
celles  de  la  forme 


(18) 


-+-[i7'-*-'-i.j]^p^-Hjr^-;,+. 


.-hN>s  -=0. 


On  passe  d'une  equation  du  type  (18)  a  une  equation  du  type  (17) 
par  le  changement  de  variables* 

yf—x. 
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10.  Revenons  a  I'equation  (E).  Nous  allons  appliquer  notre  me- 
thode  a  la  solution  de  quelques  problemes. 

Formons,  par  exemple,  I'equalion  la  plus  generale  de  la  forme  (E), 
qui  admet  comme  integralcs  particulieres  n  polynomes  de  degres  con- 
secutifs /?,  {p-\-i),  ,..,  (/?-+- /i).  Si  nous  considerons  la  suite  qui 
correspond  a  Tequation  chcrchee,  il  y  aura  dans  cette  suite  une  equa- 
tion qui  aura  comme  integrates  des  polynomes  de  degres  o,  i,  2, ..., 
(/^  —  i).  Comme  elle  est  de  la  forme  de  Gauss,  elle  sera 

(  E)  -a-j—^  — o, 


a  etant  un  polynome  de  degre  n. 

On  obliendra  Tequation  cherchee  en  prenant  I'equation  (E^^)  cor- 
respondant  a  cette  equation.  On  a  ainsi 

1      ^H  _      ^^  ^''"^g        p(p-^\)  d*a  d'^-'^z 

I  ^  djT^  "^  dx  dx"    '^  "^  VA         dx^  dx'*-^  "^  "  " 

Pour  toutes  les  valours  entieres  et  positives  de  p,  cette  equation  aura 
n  integrates  qui  seront  des  polynomes  de  degres y?,  (/?  -m),  . ..,  {p-h  n). 
Pour  les  valeurs  negatives  de  p  comprises  entre  o  et  {— n),  I'equa- 
tion (19)  s'integrera  par  des  quadratures,  et,  pour  les  valeurs  nega- 
tives de p  comprises  entre  —net  —  oo,  Tintegrale  generale  de  Tequa- 
tion  (19)  sera  une  fraction  rationnelle. 

On  trouve  de  la  meme  fagon  Tequation  la  plus  generale  de  la  forme(E), 
qui  admet  comme  integrates  particulieres  a  polynomes  de  degres  con- 

secutifs  p,  (p  f- 1) (p  -h  CL  —  i).  En  efTet,  si  Ton  prend  la  suite 

qui  correspond  a  Tequation  cherchee,  dans  cette  suite  il  y  aura  une 
equation  admettant  comme  solutions  des  polynomes  de  degres  o,  i, 
2,  . . . ,  (a  —  i).  Cette  equation  est  done 

d'^z  d'^-^z  d^z 

a  etant  un  polynome  de  degre  /^,  a,  un  polynome  de  degre  (n  —  i),  etc. 
Done,  ['equation  admettant  comme  solutions  particulieres  a  polynomes 
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de  degres  consecutifs  p,  (/?  -f- 1),  . . .,  (/?  4-  a  —  i)  est  la  transformee 
(Eap)  de  cette  equation,  c'est-a-dire  I'equation 


;     d^z      (         da  \dn-^z      [ pip -\- 1)  d*-a  da^  1  cf^-'s 


(21) 


oil  /?  a  des  valeurs  entieres  positives. 

En  particulier,  le  type  le  plus  general  d'equations  qui  admettent 
comme  solutions  {n  —  i)  polynomes  de  degres  consecutifs  est 

I      rf^s       /  da  \^«->3       V p{p  -,-i)  d^a  da^^d'^-^z 

y dT--^\'^P7u' '-''') d-j^^^y—T^ — dF^-p-diydJ^'^^'" 


I  ^L^  '^  /i!         ^x''^^  '^      "(/i-i)"i    dx-^r-""' 

M.  Hermite  a  considere  deja  cette  equation  sous  une  autre  forrae 
qu'il  est  bien  facile  de  retrouver. 

Dansrequalion(i9),  faisons/;  —  i;  nous  avons  Tequation  admettant 
comme  solutions  particulieres  n  polynomes  de  degres  i,  2, ...,  /2, 

d'^z        da  d'-^z       d^ad'^-'^z  xa^'*^ 

^ dx^"  '(He  dJ^^^  "^  dF*  dP^  "^  •••■^^~'^'*^^"-^• 
L'equation  de  Gauss,  qui  admet  comme  solutions  particulieres  les 
polynomes  de  degres  i,  2,  . . .,  (/2  —  i),  pourra  s'ecrire 


—    .    /      ^«         \  d"-^z        dya  d'^-^z 
^  d^'  '^  \      dx  "^     /  'cL^'^  "^  Z?  db^^^ 


b  etant  un  polynome  de  degre  n  —  i.  II  suffira  de  prendre  la  trans- 
formee (Ej^p  ,;")  de  cette  equation  pour  retrouver  la  forme  de  M.  Her- 
mite. 

II  resulte  de  notre  etude  que  I'equation  (21)  s'integre  pour  toutes 
les  valeurs  entieres  de  />,  positives  ou  negatives. 
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11.  Parmi  les  equations  qui  se  rattachentaux  equations  de  forme  (E), 
nous  citerons  les  suivantes  : 

(a^«-4-  a.j^'^'^P  ~h.,.-\'  ocny^'^^'P)  j-- 


on  passe  de  ce  type  d'equations  a  une  equation  de  ia  forme  (E),  en 
posant 

X--.y-P. 

12.  Etudions  le  cas  particulier  de  Tequation  du  second  ordre 

d^z       .  dz 

oil  a  est  un  polynome  de  second  degre,  b  un  polynome  du  premier 
degre,  c  une  constante.Dans  cc  cas,  ii  suffit  que  I'equation  algebrique 
correspondant  a  cette  equation  ait  une  racine  entiere  pour  que  Ton 
puissc  calculer  I'inlegrale  generale.  En  eflet,  si  c'est  une  racine  nega- 
tive, on  a  immediatement  un  polynome  comme  solution  de  la  proposee; 
si  c'est  une  racine  positive,  on  a  un  polynome  comme  solution  de 
Tadjointe  de  Lagrange  et,  par  suite,  une  solution  de  la  proposee. 
L'autre  solution  s'obtiendra  par  quadratures. 

Placons-nous  dans  le  cas  oil  Tequation  algebrique  correspondant  a 
Tequation  (E)  a  une  racine  entiere  positive  /i,  cette  racine  etant  la 
plus  petite  s'il  y  en  a  une  autre. 

Considerons  la  suite  d'equations 

(E),     ...,     (E,„_,),     (E,,.,),    (E,J,     .... 
L'equation  (E^;,.. < )  est  alors 

(E,,_.)-a-^- ^  l^(n-M)^^.  -  ^.J-^-  _o, 
avec  la  condition 

,    o  V  nin  -\-\)  d^a  db 

L'equation  (Eaa-,)  a  pour  solution  particuliere  une  constante,  ef 
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i'equation  (Ean-j),  etant  Tadjointc  de  Lagrange  de  (Ea^.,),  a  la  solu- 
tion correspond  ante 

const.    /r«+«)^-ll*"  «  -Z^*" 
gj  L         a     flj     III  const. a** c  •^  "     . 


a 


On  deduit  de  la  la  solution  correspondante  de  Tequation  (E), 
(24)  5=iconsl. -1— ^3j  a^e  •' **     . 

Cette  formule  convient,  a  la  condition  que  n  soit  la  plus  petite  racine 
entiere  positive  de  I'equation  (23). 

Nous  allons  montrer  que,  dans  tons  les  cas,  la  formule  (24)  donne 
une  solution  de  Tequation  (22),  pourvu  que  n  soit  solution  de  I'equa- 
tion (23).  En  effet,  posons 

nous  avons 

dy  ,  da    -f-dx       ,        ,    -f^dx 

ax  dx 


dx 


""-^-ir^-^)^ 


ou 


DifTerentions  n  fois  en  appliquant  la  formule  de  Leibnitz;  on  a 

cf«+»y  da  d'^y       n{n  —  i)  d*a  d'^-^y 

dx^  dx  dx"^  12         dx'^  dx'^-^ 

(     da        Xd'^Y  (    ^*«        dhXd'^-'^y 

=  y'd^-^)dT^^''[''dx^~-dx)d;^ 

11 

d''-^\y  d^       r      '*('*"tii^—     ff^l^!!l!Z  — 

^^a:«+>    "^     d^^~^l  12         d^       "^dxjdJ^^^^^ 

et,  a  cause  de  Tequation  (23), 

ce  qui  montre  bien  que  5— ^Ij  ^^t  solution  de  Tequation  (22). 

Remarque.  -  Dans  certains  cas,  la  formule  (2/4)  peut  devenir  illu- 

Ann.  de  rflc.  SormtUt,  3*  Serie.  Tome  VIU.  —  D£cenbre  1891.  5o 
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soire;  ces  cas  se  presenteraient  si  a"e  etaitunpolynomededegre 

inferieiir  a  /^  —  i. 

Appliquant  la  formule  (  24  )  a  requation  de  Gauss  mise  sous  sa  forme 
ordinaire 

J^(>  -  '^)  ^  +  [y  -  (« -^  P  -+-  ')^]  '^  -  «P-  ^  ^y 
on  trouve 


•  (aH-3-i-l|.r  —  Y 
const.  ;y^T^f-r  ^*  ( I  —  J?)"  e*^         ^MT^=^n 

OU 


5  =  consl.  j-^^'a:(«-Y)(i  _  j7)T-P-». 

L'integrale  generale  est  done 


CHAPITRE  III. 

APPLICATION  AUX  EQUATIONS  QUI  GfiNfilUUSENT  LfiQUATlON  DE  BESSEL. 


I.  L'equation  differentielle  lineaire  ordinaire  connue  sous  le  nom 
di' equation  de  Bessel  est 

(E)  ^__^H.;^__^^,-^o; 

nous  alions  appliquer  notre  methode  a  I'etude  de  cette  equation.  Son 
adjointe  de  Lagrange  est 

(E.)     --(xz,)--^-{mz,)  +  xz,  =  o,         x^-,  H-(a-m)^4-x*.:.o, 
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L.'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  I'equation  (E,)  est 

E.)  a:-^--[m   -^)^^xz,^o, 

Par  suite,  nous  avons 

Appliquant  la  formule  (i)  du  Chapitre  I  de  la  deuxieme  Partie,  on  a 


1  A  1...  ^ 

a?  Jj?  X        dx* 


5  = i •  •  -,-  «fpf 


les  derivations  etant  en  nombre/?. 

Si  AW  est  un  entier  positif  2;?,  on  voit  que  I'equation  (E.^^)  est 


d^z  d^z 


elle  admet  les  deux  integrales  sino?  et  cosor. 
Done  : 

I.  IJ equation 

d}z  dz 

od/7  e^/  un  entier  positif,  admet  les  deux  solutions 

\    d    I         d  \    d    \         d    . 

—  -z -7-  cos  j:,     — •  "  -r-  smx, 

X  dx  X        dx  X  dx  X        dx 

le  nomhre  des  derivations  etant  p, 

De  meme  : 

II.  L equation 

d^z  dz 
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oil  q  est  un  entier posilif  y  admet  les  deux  solutions 

fx  dx  fx  dx. . .  f  dosx  dxj     jx  dxjx  dx . .  ,js\nx  dx, 

le  nombre  d' integrations  etant  q, 

L'integrale  de  cette  derniere  equation 

d}z  dz 

dx^  '  dx 

oil  q  est  un  entier  positif,  pent  se  raettre  sous  une  autre  forme.  En 
effet,  I'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  cette  equation  est 

d^z  dz 

Si  z^  et  z^  sont  deux  integrales  de  cette  equation,  deux  integrates 
de  la  premiere  sont 

z\e^  '      —x^'iz'^        et        x*9z'^. 
Done  : 

III.  Les  integrales  de  r equation 

d*z  dz 

oil  q  est  un  nombre  entier  positif,  sont 

^^  d     I    d    I  d  ^„  d     I    d  d    . 

x^^  -, -^ ••  3-cosa:,     x^'t -,    •    •  -^smor. 

dx  X  dx  X        dx  dx  x  dx        dx 

le  nombre  des  denizations  etant  q  -h  i. 

2.  Ces  resultats  ont  pu  etre  etablis  parce  que  Tequation  de  Bessel 
ne  change  pas  de  forme  par  la  transformation  indefinie  qui  a  ete 
employee.  II  suffit  alors  de  prendre  Tequation  la  plus  simple  de  la 
suite  pour  integrer  les  autres.  11  existe  des  equations  d'ordre  supe- 
rieur  au  deuxieme  qui  se  traitent  d'une  fagon  analogue  :  ce  sont  les 
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oil  a,  b,  ....  h  sont  des  constantes. 
L'adjointe  de  Lagrange  d'une  telle  equation  est 

dx'*'        *■    ^  ^         ^  c/^'*-* 

Elle  a  la  meme  forme  que  Tequation  (E).  Ecrivons-la 

L'adjointe  de  la  premiere  ligne  pour  cette  equation  (E,)  est 

I        _[(;i_.  2)(/i-3)ai4-2(/i    -3)6,-i-Ci]j?«-*^;^^;^:r5-  +...-0. 

Cette  equation  ayant  encore  la  meme  forme  que  I'equation  (E),  on 
voit  qu'il  en  est  de  meme  de  toutes  les  equations  de  la  suite. 

La  formule  qui  permet  de  passer  de  la  solution  de  Tequation  (Ea^) 
a  la  solution  de  Tequation  (E)  est 

_      I       d       I       d  d 

^  ~  a?'*- '  dx  x^'  dx"'dx ''"" 

le  nombre  de  derivations  etant/?. 

3.  L'equation  (E)  s'integre  facilement  dans  les  deux  cas  suivants  : 
I®  Si,  dans  la  suite  qui  lui  correspond,  on  trouve  Tequation 

(a)  a:'*-* -^— ^  -i-a7'*-*5  =0, 


Digitized  by 


Google 


398  J.    CELS. 

c'est-a-dire 

2""  Si,  dans  la  suite  qui  lui  correspond,  on  trouve  I'equation 

c'est-a-dire 

p  etant  un  nombre  entier. 

11  suffit  de  montrer  que  les  equations  (a)  et  (b)  s'integrent.  L'equa- 
tion  (a)  est  une  equation  a  coefficients  constants;  on  I'integre  par  les 
n  expressions  e*-^,  a  etant  racine  de  I'equation  algebrique  r^-f- 1  =  o. 

Pour  I'integration  de  I'equation  (b),  posons  s  =  je^^,  on  en  tire 


dx 


^i^-^y\ 


L'equation  transformee  sera 
d^y       .    .  d"   ^y 

Si  I'on  prend  pour  X  une  valeur  X,  racine  de  I'equation  X"  4-  i  =  o, 
I'equation  devient 


ic) 
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elle  est  de  ia  forme  que  nous  avons  etudiee  au  Chapitre  II  de  la 
deuxieme  Partie.  Son  equation  algebrique  correspondante  est 

elle  a  la  racine  4-/?. 

Si  p  est  un  nombre  negatif,  I'equation  (c)  a  pour  solution  particu- 
liere  un  polynome  de  degre  p;  soit  Px,  ce  polynome,  I'equation  (b) 
aura  pour  solution  I'expression  Px,^^'"^.  On  obtiendra  ainsi  les  n  solu- 
tions de  Tequation  (b),  puisquMI  y  a  ai  valeurs  pour  X,.  Dans  le  cas  oil 
p  est  un  noinbre  positif,  Tftdjointe  de  Lagrange  do  Tequation  (c)  a 
pour  solution  un  polynome  de  degre/?  —  i,  soit  Qx,  ce  polynome.  Si 
done  y,,  ...,  y„. ,  designent  n  solutions  de  Tequation  (c)  convena- 
biement  choisies,  on  a 


Qx.- 


,  -»■' 

Xi 

y„-i 

y\ 

y'r 

•     yn  t 

/."-" 

.Yt 

v"'    " 

r> 

J« 

•••           J» 

y\ 

7; 

•  •    /; 

7'."-" 

,    . 

•  •      Jn 

Mais,  5,  etant  la  solution  correspondante  a  r,  dans  I'equation  (b), 
on  a 


En  remarquant  qu'on  pent,  dans  un  determinant,  remplacer  une 
ligne  par  une  combinaison  lineaire  des  autres,  on  voit  que 


Qx.- 


g~(n-l)X.x 


-n'k.jc 


-(«-!) 
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Done 


s<»-«> 


.(«-!) 


CELS. 


^(n-i) 


Ql,e'\'. 


De  sorte  que  Tadjointe  de  Lagrange  de  I'equation  (b)  admet  la  so- 
lution Qy^e~^i'^.  Puisque  X<  prendwvaleurs,  on  a  toutes  les  solutions  de 
Tadjointe  de  Lagrange  del'equation(A)  et,  par  suite,  toutes  les  solu- 
tions de  Tequation  (b). 

4.  Apres  avoir  reconnu  que  Tequation  (E)  s'integre  lorsqu'elle  a, 
dans  la  suite  qui  lui  correspond,  une  equation  identiquea(a)  oua(6), 
il  nous  reste  a  indiquer  le  moyen  de  reconnaitre  a /?nbrt  les  cas  oil  il  en 
est  ainsi. 

On  etablit  par  la  comparaison  des  racines  des  equations  determi- 
nantes  les  resultats  suivants  : 

IV.  Quand  on  passe  d'une  equation  (E)  a  son  adjoinle  de  Lagrange, 
les  racines  de  V equation  determinante  du  point  critique  o  sont  changees 
de  signe. 

V.  Quand  on  passe  dune  equation  (E)  a  son  adjointe  de  la  premiere 
ligne,  les  racines  de  r equation  determinante  du  point  o  (la  racine  o 
exceptee)  sont  changees  de  signes  et  augmentees  de  n. 

L'application  repetee  de  ces  resultats  fournit  le  suivant  : 

VI.  Quand  on  pa^se  de  Vequation  (E)  a  V equation  (E^^),  les  racines 
de  Inequation  determinante  du  point  o  (la  racine  o  exceptee)  augmentent 
de  pn;  quand  on  passe  de  I'dquation  (E)  a  Inequation  (E_2^)»  cUes  dimi- 
nuentdeqn, 

Considerons  le  cas  oil  une  equation  donne  naissance  a  une  suite  ren- 
fermant  Tequation 

(a) 


J7' 


/.-1^^-^P 


dx"* 


Les  racines  de  Tequation  determinante  du  point  o  pour  cette  equa- 
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tion  sont  i,  2,  . . .,  (/i  —  i);  on  peut  en  deduire  les  racines  de  I'equa- 
tion  determinante  du  point  o  pour  Tequation  donnee.  On  arrive  ainsi 
au  resultat  suivant : 

VII.  Quand  les  racines  de  V equation  determinante  du  point  critique  o 
(/a  racine  o  exceptee)  sont 

\  ~  pn,     2 — pn,     {n  —  i) — pn. 

i^  si  p  est  un  nombre  entier  positif^  les  solutions  de  V equation  (E)  sont 

donnees  par 

^  I      d      I d         d    ^^ 

**       J?""*  dx  x"^~^  dx        dx       ' 

le  nombre  des  denizations  etant  petv.  etant  racine  de  r equation  r"  n-  i  =  o; 
2°  sip  est  un  nombre  negatif^  elles  sont  donnees  par  la  formule 


jx^-^dx  fx^'-^dx...  I  e^dx, 


le  nombre  d' integrations  etant  p. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  eviter  les  quadratures  par  la  considera- 
tion de  I'adjointe  de  la  premiere  ligne  de  Tequation  (E).  En  effet,  son 
equation  determinante  aura  les  racines 

pn-h{n—  i),    /?/^-^(/^  — 2),      ...,     pn-hi, 

et  Ton  sera  ramene  au  premier  cas. 

Considerons  maintenant  les  cas  ou  une  equation  donne  naissance  a 
unc  suite  renfermant  I'equation 

d^z  d'^-^s 

Les  racines  de  Tequation  determinante  du  point  o  sont 

I,     2,      ...,     /I  — 2,     {n  —  i)  —  ng. 
Done  : 

VIII.  Pour  qu  une  equation  (E)  donne  naissance  a  une  suite  renfer- 
mant I'equation  (/>),  ilfaut  et  ilsuffit  que  les  racines  de  V equation  deter- 
minante  du  point  o  soient 

x—priy     1—pn^     {n  —  2)--pn,     (/i  —  i)--/?'/i, 
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Oil 

{n  —  i)  —  pfiy     (n--2)  —  p/if     1 — /?/i,      I — p'//, 

p  et  p'  etant  des  entiers  quelconques positifs  on  negatijs. 

Les  resultats  I  et  III  integrent  Tequation  du  second  ordre  dans  tous 
les  cas  oil  Tintegrale  generale  est  uniformeautourdu  point  critique  o; 
mais,  comme  nous  allons  le  voir,  les  resultats  VII  et  VIII  n'integrent 
pas  Tequation  du  w*^*"®  ordre  dans  tous  les  cas  oil  I'integrale  generale 
est  uniforme  autour  du  point  critique  o.  Cependant,  dans  ces  cas,  I'e- 
quation  du  troisieme  ordre  se  Irouve  integree. 

5.  Etudions  done  Tintegrale  de  Tequation  (E)  autour  du  point  cri- 
tique o.  L'equation  determinante  du  point  critique  o  est 

/(/•)=:H-  r(r  —  i).  .  .(r  —  /I  +-  i)  -h  ar. .  .(/•  —  n  4-  2). . .  4-  Ar—  o. 

Voyons  d'abord  ia  forme  des  developpeinents.  Soit  $  une  racine  non 
entiere  de  cette  equation  etsupposons  qu'il  n'y  aitpasd*autresracines 
dont  la  difference  avec  ^  soit  un  nombre  entier. 

Determinons  les  coefficients  du  developpement 


On  a  les  equations 


/(l)-o, 

A,  — Aa  T A«_,-    o, 

A«/(;-+-/i)   \-i      o, 

^n-\-\  -      .  .  .  "^  Aj„_i  -"  O, 

Ai«/(f  ^2w)  h?A„    -0, 
et  par  suite  le  developpement 

/{^-^n)/a-^2n)/(l^'6n)'^        ^"^' 

Cherchons  maintenant  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour 
que  I'integrale  generale  soit  uniforme  autour  du  point  critique  o. 
Nous  pouvons  toujours  supposer  les  racines  de  Tequation  determi- 


^^Sa 
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nante  du  point  o  positives,  car,  si  elles  ne  Tetaient  pas,  il  suftirait  de 
prendre  dans  la  suite  qui  correspond  a  I'equation  (E)  une  equation  a 
droite  (Ej^),  dont  les  racines  seraient  positives,  et  les  conditions  qui 
expriment  que  I'integrale  generate  de  I'equation  (E)  est  uniforme 
autour  du  point  critique  o  sont  les  memes  que  celles  qui  expriment  que 
Tequation  (Ea^)  remplit  les  memes  conditions. 

Soient  done  o,  a,  p,  ...  les  racines  entieres  rangees  par  ordre  de 
grandeur  croissante,  nous  aurons  le  developpement 

a^-^a^x-}-  a^x'~\-. . .-+-  a„^"-f-. .  .-i-aa^*H- -f-apj?P-h. . . 

4-  log'/(cp  j:P  -4-  cp+.,  ^P-^* )  -h . 

-h. 

les  equations  qui  determinent  les  coefficients  sont 


* 

il  faut  d'abord  6^=  o,  et,  puisque/(a)  =  o,  il  faut  que  ««-«=  o,  c'est- 
a-dire  que  a  —  n  soit,  a  un  multiple  pres  de  /?,  un  des  nombres  i, 
2,  .  ..,(/^-'l).  En  continuant,  on  verraitque  p  doit  etre,  a  un  multiple 
pres  de/2,  un  des  nombres  o,  i, .. .,  (/i  —  i),  sans  que  ce  dernier  nombre 
puisse  etre  le  meme  que  celui  qui  correspond  a  a. 
Done  : 

IX.  Pour  que  V  integrale  gdnerale  de  I'equation  (E)  soit  uniforme  autour 
du  point  critique  o,  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  de  V equation  deter- 
minante  du  point  o  (^non  compris  la  racine  o)  soient  respectivement  i, 
2, . . . ,  (/I—  i),  a  w/i  multiple  de  npreSy  positif  ou  negatif^  qui  nest  pas  le 
mime  pour  toutes  les  integrales. 

Ce  dernier  resultat, rapproche  des  resultats  VII  et  VIII,  montre  bien  ce 
que  nous  avons  annonce.  II  n'y  a  que  I'equation  du  troisieme  ordre  qui 
soit  integree  lorsque  son  integrate  generate  est  uniforme  autour  du 
point  critique  o. 
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TROISIEME  PARTIE. 


1.  Nous  avons  vu,  dans  la  deuxieme  Partie,  qu'a  une  equation  dif- 
ferentielle  lineaire  ordinaire 

(E)  5?i^^5^--^--^^-'  =  ^' 

on  pouvait  faire  correspondre  une  suite  doublement  infinie  d'equa- 

tions 

(E-,) (E),     ...,     (E^) 

Un  cas  interessant  est  celui  qui  se  presente  lorsque,  dans  la  suite,  on 
retrouve  une  equation  identique  a  ['equation  (E). 

Si,  par  exemple,  la  premiere  equation  identique  a  (E)  est  (E^„^j), 
on  voit  que  Tequation  (E,),  qui  est  Tadjointe  de  Lagrange  de  Tequa- 
tion  (E),  est  identique  a  I'equation  {^Mn-^i)^  qui  est  aussi  Tadjointe  de 
Lagrange  de  Tequation  {¥^i,n-^^)-  En  suivant  de  proche  en  proche,  on 
voit  que  Tequalion  (E^^j^.^)  est  identique  a  I'equation  (Ej^^j)-  Done, 
dans  la  suite,  il  y  a  une  equation  qui  est  identique  a  son  adjointe  de  la 
premiere  ligne. 

Si  cette  premiere  equation  identique  a  Tequation  (E)  est  (E4„^,), 
Tequation  (Ean)  est  identique  a  Tequation  ( Eo^+i ).  Done,  dans  la  suite, 
il  y  a  une  equation  qui  est  identique  a  son  adjointe  de  Lagrange. 

II  suit  de  la  que  les  equations  qui  donneront  naissance  a  une  suite 
presentant  les  caracteres  que  nous  venous  d'examiner  seront  celles 
que  Ton  deduit  des  equations  qui  sont  identiques,  soit  a  leur  adjointe 
de  la  premiere  ligne,  soit  a  leur  adjointe  de  Lagrange,  en  appliquant 
notre  metliode  de  correspondance. 

Les  equations  qui  sont  identiques  a  leur  adjointe  de  Lagrange  ont 
ete  etudiees  parM.  Darboux  et  M.  Bertrand  (*);  on  pourrait  etudier 

(»)  Darboux,  Lerons,  elc,  loc.  cit.j  IP  Volume. 
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d'une  fdQon  a  peu  pres  analogue  celles  qui  sont  egales  a  leur  adjointe 
de  la  premiere  ligne. 

2.  Lorsque,  dans  la  suite,  la  premiere  equation  identique  a  Tequa- 
tion  (E)  est  I'equation  (Ej^),  il  se  presente  une  veritable  periodi- 
cite,  et  Ton  pent,  en  general,  integrer  Tequation  proposee  par  des 
quadratures. 

En  effet,  nous  avons  etabli  la  formule  [i^otrdeuxieme  Partie,  Chap.  I, 
formule  (i)] 

^—  1  ^  L       A.  J!_  A^ 

^^    li  dx  It         dx  Itp-x  dx^^^* 

Soient  z^,  z^,  . . . ,  5„  n  solutions  de  I'equation  (E)  formant  un  sys- 
teme  fondamental;  puisque  I'equation  (Ea;,)  est  identique  a  I'equa- 
tion (E),  nous  avons,  en  posant 


les  egalites 


/i  dx  l^'    '  dx  l,p.,i  dx^'~      ^^'^ 


H(-, )  =  a}  5,  H- ajz,  4- . . .  4- a^^;,, 
H(50  =  a\zx-\-  aJ^jH-. . . -4-  a\Zny 
• • » 


Par  consequent 


H(A5, 4-B^,H-. .  .-hL^rt) 

=z:5,(Aa}4-  Ba{4-. .  .-hLa*)  4-5,(Aa;  +  ..  .-hLaJ)  -h 

Pour  que  I'integrale 

A^i-hBs,-f-. .  .-4-  hZn 

se  reproduise  multipliee  par  un  facteur  constant  quand  on  effectuesur 
elle  I'operation  H,  on  doit  avoir 

A(a{— -5)H-BaJ  -h...4-Lai  mo, 

Aa}  -i-B(aJ--s)-h.  ..-h  L«;,  ~o. 


Aa«  -f-BaJ  -h. .  .-4- L(a;- 5)  —  o. 
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R(5):r 


J.    CELS. 

,  L  aient  des  solutions  qui  ne  soient  pas  toules 


(al~5) 


(aj-,f) 


(«;'-:j) 


Soil  Si  une  racine  simple  de  cette  equation  R(5)  =  o. 
D'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  I'equation 

a  une  solution  commune  avec  I'equation  (E).  Ecrivons  cette  condition ; 
en  eliminant  de  procheen  proche,  nous  arriverons  evidcmmenta  cette 
conclusion  que  la  solution  commune  doit  aussi  elre  solution  de 

A  et  B  etant  des  fonctions  de  x,  mais  ne  dependant  pas  de  s.  Done  une 
integrale  sera  de  la  forme 


(I) 


z  -eJ     ^ 


s  ayant  une  valeur  numerique  convenablement  determinee.  Si  nous 
substituons  cette  valeur  dans  I'equation  (E),  on  voit  que  nous  aurons 
une  equation  de  degre  n  en  s;  les  coefficients  doivent  etre  des  con- 
stantes,  puisque  nous  devons  retrouver  I'equation  K(s)  =  o. Cette  equa- 
tion aura  n  solutions  j,,  5^, ...,  ^„,  et  en  portant  ees  valeurs,  supposees 
differentes,  dans  I'expression  (i),  nous  aurons  les  n  solutions  de  Tequa- 
tion. 

II  pourrait  se  faire  que  I'equation  en  s  obtenue  ait  des  racines  mul- 
tiples. On  traitera  ce  cas  comme  cas  limite.  PlaQons-nous,  par  exemple, 
dans  le  cas  d'une  racine  double. 

Supposons  d'abord  deux  racines  voisines  s^  et  s^  -+-  e,  elles  donnent 
naissance  aux  deux  integrales 


Z^=€J       ^  =/(^l),  -2-/(^1 
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L'expression 

t 

est  encore  une  integrale  :  done,  lorsque  t  tend  vers  o,  Texpression 

ds,  -      A 

est  I'autre  integrale. 

U  est  done  bien  certain  que  I'on  pent  integrer  une  equation  (E) 
lorsque  cette  equation  pent  donner  naissance  a  une  suite  periodique. 

Reprenons,  dansle  cas  general,  l'expression  de  Tintegrale 

5,  r—  eJ    ^       ---  eJ  ^     eJ  ^ 

Considerons  I'equation  qui  aurait  comme  solutions  ces  expressions 
.«v*.t,.j...^v,o  j.».  ^     "  ' \  elles  seronte*^  ^    .  Faisons  dans  cette  equation 

dx 

le  changement  de  variables  —  —  dy.  Nous  aurons  une  equation  qui 
aura  des  solutions  de  la  forme 

Ce  sera  une  equation  a  coefficients  constants. 

Done  les  equations  qui  donnent  naissance  a  une  suite  periodique 
peuvent  toujours  se  ramener  a  des  equations  a  coefficients  constants  a 
I'aide  d'un  changement  fonctionncl  suivi  d'un  changement  de  variable. 
Ces  dernieres  equations  ontete  etudiecs  parM.  Halphen  ('). 

II  serait  d'ailleurs  facile  de  voir  que  les  equations  a  coefficients  con- 
stants donnent  naissance  a  une  suite  periodique  dedeux  en  deux. 

3.  Nous  allons  donner  une  application  dans  le  cas  du  second  ordre. 
Soit  une  equation  du  second  ordre 

d^Z  rlz  . 

~r-z    -h  A  -. h  kz  -1  O. 

dx^  dx 


( *)  Memoires  de  rinstitiu  {Savants  eiraagers),  ann6e  1884,  t.  XXVUI. 
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Considerons  la  suite  correspondant  a  cette  equation  Me  supposerai 

d^  z  \ 

que,  dans  toutes  les  equations,  le  coefficient  de  ^-j  est  i  j 

...,     (E),    (E,),     ...,     (E,„)» 
avec 

on  a  les  recurrences 

ax 

En  ajoutant  les  formules 

A',  =      ATj , 


^t/i-1  —  ^t»-8  —   ^  ^l/i-l» 


on  a 

De  meme,  en  ajoutant  les  formules 

-     (A-hA,)rT.o, 


/«j»-t  -+-  /«j«  —  ~  5^  logA:,n_i, 


on  a 


htn  —  h-  — log^,^,...A- 


l»    !• 
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Par  suite,  pour  que 
il  faut  et  il  suffit  que 

^iogA:,^a A:,«-,    =  o, 

ou  bien 

A-H  Aj -4- . . . -f-  A,«-i  =:  const.,  * 

kxk^ ^,rt_,=:  const., 

puisque  h^n=  —  Kn-\  \  ces  conditions  equivalent  a 

^i-H  As-t--  ..-*-/i,n-i=  const., 
kyk^ A-,;,_i  1=1  const. 

Suite  periodique  de  2  en  2.  —  L'equation  qui  donnera  naissance  a 
une  suite  periodique  de  2  en  2  sera,  en  appliquant  le  resultat  prece- 
dent, cellepourlaquelleA  =  const.,  A  =  const.;  alors,  pour  une  valeur 
convenable  de  s,  elle  aura  une  solution  commune  avec 

I    d  d 

SZ  =   J-  -y-  Z  ou  -J-  5  rr  SZ, 

A:,  ax  as 

c'est-a-dire  que  les  solutions  seront  de  la  forme  e'"^.  On  arrive  ainsi  a 
un  resultat  bien  connu. 

Suite  periodique  de  [\en  [\.  —  Pour  que  Tequation 

d}  z        ,  dz        , 
ax^  ax 

donne  naissance  a  une  suite  periodique  de  4  en  4»  il  ^aut  et  il  suffit 

(2)  Ai-f-A,  =  — 2  a,         k^ki—b, 

mais 

k^=i  k^^=  k,         ki=:  k  —  ^ h ; 

done 

(3)  k{k-^k)  =  t. 

Ann.  de  I'ie.  Normale.  3*  Serie.  Tome  VUI.—  D^cembhe  1891.  52 
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D'autre  part, 

Poptant  dans  (3),  on  a 

-7- log  A* -f-  2/1  —  2a, 

(4)  /i^-^^log^-ha. 

Si   nous   portons,  dans  I'equation  (3),   nous  avons  Tequation   qui 
donne  k 

posons  k  =r  €^,  nous  avons 

»»_j 

2  dx^ 


u  '     ^'"  in 


en  multiplianl  par  ^  ct  en  integrant,  on  a 

d'ou,  en  revenant  a  la  variable  i, 

dk 

dx  z=:  ' 

Mettons  cette  quadrature  elliptique  sous  la  forme  ordinaire;  posons 

A'  =  —  M  -4-  a. 

Nous  avons  sous  ie  radical  I 

I 

4«'— a*(iaa-i-4c)-*-  M(iaa'-h  Sac -4- 4^)  4- (— 4a'— 4ca'— 4^a);  I 

prenant  c  =  —  3a,  on  a 

4m»— «(iaa*— 4^)4-8a»— 8fta; 
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—  dx  : 


4ii 


du 


Done 


M=:j)(j:)  et  Xrr=  —  p{x)  -^  OL. 

Appliquant  la  formule  (4)»  on  a 

2  a  —  p^x) 

L'equation  qui  donne  naissance  a  une  suite  periodique  de  qualre  en 
quatre  est  done 


(<>) 


d^z        fi      p'(.r)  Idz       ^  ,    ,, 


oil  j)(.r)  est  la  fonction  de  M.  Weierstrass,  g^  et  g^  etant  arbitraires. 

La  quantite  a  depend  de  ees  g.,  et  ^3.  Quant  a  a,  c'est  aussi  une 
constante  arbitraire. 

Inlegrons  eette  equation.  Elle  a  une  solution  eommune  avee  I'equa- 

tion 

I    d    \    d 


ou 


mats 


ki  dx  k^  dx^ 

I      d^z  k\     f^    _  .. 

M^  dJ^  "  kjl  di  ^■''^' 

A",  A-3 1=  ^,        A-3  zzz  / . 
La  solution  est  done  eommune  aux  equations 


d^z        I  dk  dz  _^^^ 
dx^       k  dx  dx        "  ** ' 


^\     X    dk  \dz         ,,         ,    ^ 
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Les  solutions  soiit  done  de  la  forme 


J  .J  jLiogA^,, 


J3  =  tf    ' 


Pour  determiners,  Ti  faut  substituer  cette  valeur  de  z  dans  Tequa- 
tion;  apres  reduction,  on  trouve 

bs^  ^"  ( "7"  ""  ^*^)  ^  ^- '  ~  <^» 

et  Ton  a  ainsi  les  solutions. 

4.  Nous  allons  nous  proposer  maintenant  de  former  I'adjointe  de 
Tavant-derniere  ligne. 
Soit  Tequation 

Pour  avoir  cette  adjointe  ( ' ),  il  faut  eliminer  j  entre  les  deux  equa- 
tions 

dv 

d,r 

d:p^^^d^-'^''^y-'d:i^^''^y^'--^^-^'^   ^"•^'• 

La  seconde  equation  peut  s'ecrire 

d.?^r-=zprri[^^±-^^f-<^^y)-^^:^^ 

Enrempla?ant  ^  par  sa  valeur  tireede  la  premiere  equation,  il  vient 
d'^^hi        d"-^  ,        ,        r/"-'   /  da^  \  rf'*-* 

dJP^^ziP^^^''^''^^d:iP^^ 

( • )  Foir  dans  la  premiere  Parlio. 
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Si  done  nous  posons 

«i  «i  -H  -^  —  ^3  =  a, 
doi  o 


nous  concluons  qu'on  a  Tequation  adjointe  de  I'avant-derniere  ligne 
en  eliminant  J  entre  les  deux  equations 

Deux  cas  sont  a  distinguer : 

I®  6^o.  —  En  posant  symboliquement 

9y=zF(./)=^+/(a), 

on  voit  que  Tadjointe  de  ravant-demiere  ligne  est 

d  F(u)      ay  _,,   . 


I  d_ 

B  dx 


f(«)-(|  + j)f(«)-*-«  =  o. 

En  prenant  Tadjointe  de  Tavant-derniere  ligne  de  cette  derniere 
equation,  on  doit  retrouver  Tequation  proposee.  Par  un  calcul  tres  fa- 
cile, on  arrive  a  montrer  que  l*adjointe  de  I'avant-derniere  ligne  de 
requation(8)  est 

9(:;)  etanl  Tadjointe  de  Lagrange  de  rexpression/(M). 


Digitized  by 


Google 


4l4  J.   CELS. 

L'equation  proposee  pourra  done  se  mettre  identiquement  sous  la 
forme  (9). 

2^  0  =  o.  —  Puisque  Tequation  proposee  se  met  identiquement 
sous  la  forme  (9)  dans  le  cas  oil  0  =  o,  elle  s'eerit 

Done  I'equation  aura  les  (n  —  i)  solutions  communes  de  ['equation 

^^+?(  =  )=o- 

On  verrait  facilement  que,  dans  ce  cas,  il  n*existe  pas  d'adjointe  de 
Favant-derniere  ligne,  parce  que  les  n  expressions  qui  devraient  etre 
solutions  de  cette  adjointe  ne  forment  pas  un  systeme  fondamental. 

5.  La  methode  de  correspondance  que  nous  avons  exposee  dans  la 
deuxieme  Partie  est  basee  sur  la  consideration  de  Tadjointe  de  la  pre- 
miere ligne  et  de  I'adjointe  de  Lagrange;  il  est  clair  qu'on  pourrait, 
par  exemple,  en  etablir  une  autre  basee  sur  Temploi  de  Tadjointe  de 
Lagrange  et  I'adjointe  de  Tavant-derniere  ligne.  On  aurait  ainsi  une 
methode  tout  a  fait  pareille.  Dans  ce  cas,  la  suite  serait  terminee  lors- 
qu'une  des  quantites  6  serait  nulle.  La  consideration  de  la  periodicite 
dans  cette  suite  donnerait  des  conclusions  tout  a  fait  pareilles  a  celles 
precedemment  developpees.  On  etudierait  par  ce  procede  les  equations 
identiques  a  leur  adjointe  de  Lagrange  ou  a  leur  adjointe  de  Tavant- 
derniere  ligne  et  celles  qui  s'en  deduisent  par  la  methode.  £nfin  les 
equations  qui  donneraient  naissance  a  une  suite  veritablement  perio- 
dique  rentreraient  toujours  dans  la  classe  d'equations  qui  se  ramenent 
aux  equations  a  coefficients  constants  par  un  chang(^ment  fonctionnel 
suivi  d*un  changement  de  variable. 

On  pent  encore  aller  plus  loin  et  former  des  correspondances  autres 
que  celles-la.  Considerons,  par  exemple,  dans  les  equations  du  troi- 
sieme  ordre  et  des  ordres  superieurs,  les  adjointes  de  Lagrange,  de  la 
premiere  et  de  Tavant-derniere  ligne.  On  pent  realiser  avec  ces  equa- 
tions une  correspondance  sextuplement  infinie.  En  effet,  une  infinite 
d'equations  seraient  obtenues  en  prenant,  par  exemple,  Tadjoiute  de 
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Lagrange  de  Tequation  donnee,  Tadjointe  dc  la  premiere  ligne  pour 
celte  deuxieme  equation,  Tadjointe  de  Tavant-derniere  ligne  pour  cette 
troisienf)e  equation,  Tadjointe  de  Lagrange  pour  cette  quatrieme  equa- 
tion et  ainsi  de  suite.  On  obtiendrait  les.  cinq  autres  infinites  d*equa- 
tions  en  prenant  les  autres  arrangements  des  trois  lignes.  Cette  cor- 
respondance  serait  evidemment  telle  que  la  connaissance  de  Tintegrale 
generate  de  Tune  quelconque  des  equations  entrainerait  celle  de  toutes 
les  autres.  II  y  aurait  en  plus  des  correspondances  univoques  entre 
les  solutions  de  certaines  equations. 

Cette  methode  serait  evidemment  plus  puissante  que  celle  dont 
nous  nous  sommes  servi  pour  etendre  des  caracteres  d'integration; 
a  un  autre  point  de  vue,  si  Ton  savait  integrer  une  equation  particu- 
liere  du  troisieme  ordre,  on  pourrait  par  cette  methode  trouver  un 
type  plus  general  que  Ton  saurait  integrer  et  qui  renfermerait  plu- 
sieurs  entiers  arbitraires. 
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suR  LEs  Equations 


AUX 


dMivEes  partielles  simultanEes 


QUI  CONTIESINBNT 


PLU8IEURS   FONCTIONS   INCONNUES, 
Par  M.  C.  BOURLET, 

ANGIEN  El£vE  DE  l'eCOLE  NORHALE  SDPERIEURE. 


—      laBa' 


INTRODUCTION. 

Les  systemes  d'equations  aux  derivees  partielles  simultanees,  entre 
plusieurs  fonctions  inconnues  et  plusieurs  variables  independantes, 
n'ont  ete,  jusqu'ici,  Tobjet  que  d'un  nombre  tres  limite  de  travaux. 

Les  premiers  de  ces  systemes  qui  ont  ete  etudies  sont  les  systemes 
completement  integrables  provenantdes  equations  aux  differentielles 
totales.  Leur  etude  a  ete  faite  et  achevee  par  Bouquet  et  M.  Mayer 
(roer  I"' Partie,  n^  1). 

Un  peu  plus  tard,  en  1875,  M.  G.  Darboux  O  et  M*"*  de  Kowa- 
lewski  (^)  ont,  presque  simultanement,  donne  chacun  une  demon- 
stration de  I'existenee  de  I'integrale  dans  ceux  de  ces  systemes  oil  le 
nombre  des  equations  est  egal  au  nombre  des  fonctions  ('). 


(1)  G.  Darboux,  Comptes  rendus  de  I'Acadimie  des  Sciences,  t.  LXXX,  p.  loi  et  817. 

(*)  Sophie  von  Kowalewski,  Journal  de  Crelle,  t.  80,  p.  i* 

(')  Cauchy  avail  indiqu^  des  demonstrations  avant  M.  Darboux  et  M"'  de  Kowalewski. 
Ce  fait  a  ^t^  signal^  par  M.  Gefnocchi  k  Toccasion  des  articles  de  M.  Darboux  dans  les 
Comptes  rendus. 
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M.  Darboux  s'est  contente  d'indiquer  sa  demonstration  dans  deux 
courtes  Notes  aux  Comptes  rendus  de  VAcademie  des  Sciences.  Le  Me- 
moire  de  M""*  de  Kowalewski  est  plus  devcloppe.  L'auteup  n'y  prouve 
Texistence  d'un  systeme  d'integrales  que  dans  le  cas  oil  /2|,  /I2,  ..., 
rijn  etant,  respectivement,  les  ordres  des  derivees  de  Tordre  le  plus 
eleve  des  fonctions  inconnues  9^,  (p^,  ...,  (p,„  qui  figurent  dans  les 
equations  proposees,  ces  m  equations  sont  resolues  par  rapport  aux 
derivees 

prises  par  rapport  a  une  meme  variable  x.  Le  theoreme  de  M"*  de 
Kowalewski  ne  demontre  done  Texistence  d'un  systeme  d'integrales 
dans  les  systemes  d'equations  aux  derivees  partielles,  les  plus  gene- 
raux,  oil  le  nombre  des  equations  est  egal  au  nombre  des  fonctions 
inconnues,  que  s'il  est  toujours  possible  de  trouver  une  transforma- 
tion qui  ramene  le  cas  le  plus  general  au  precedent.  Malheureuse- 
ment,  il  n'en  est  rien  et,  comme  nous  le  montrerons  dans  la  11*  Partie 
de  ce  travail,  par  un  exemple,  une  telle  transformation  n'est  pas  tou- 
jours possible. 

Apres  M'"®  de  Kowalewski,  M.  J.  Konig  a  donne,  dans  le  Tome  XXIII 
des  Mathematische  Aiinalen  (*),  un  type  de  systemes  d'equations  aux 
derivees  partielles,  pour  lesquels  il  demontre  Texistence  d'un  systeme 
d'integrales,  et  qui  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les  sys- 
temes de  M"*  de  Kowalewski  et  les  equations  de  Bouquet  et  de  M-  A. 
Mayer  (^). 

Enfin,  tout  recemment,  MM.  Meray  et  Riquier  ont  publie  dans  le 
Tome  VII  de  la  3*  Serie  des  Annates  scientijiques  de  VEcole  Normale 
superieure  (1890),  un  Memoire  tres  interessant  intitule  :  Sur  la  corner- 
gence  des  ddveloppements  des  integrates  d'un  systeme  d'equations  aux 
derivees  partietles  simuttanees. 

Dans  ce  travail,  MM.  Meray  et  Riquier  ne  considerent  que  des  sys- 


( ^ )  J.  KoxiG.  UeOer  die  Integration  simultaner  Sjrsteme  partieller  Different ialgleichunge/i 
mit  mehreren  unbekannten  Funktionen. 

(*)  On  pourrait  encore  consulter  utilement  k  ce  propos  la  Ih^se  pr6sent6e  par 
M.  H.  Poincar6  h  la  FacuU6  des  Sciences  do  Paris  en  1879. 
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temes,  qu'ils  nomment  immediats,  qui  sont  soumis  a  certaines  restric- 
tions et  prouvent  la  convergence  des  developpements  pour  certains  de 
ces  systemes.  Je  montrerai,  dans  ce  travail,  que  tout  systems  lineaire 
d'equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre,  peut  etre  mis 
sous  une  forme  canonique  pour  laquelle  la  demonstration  de  la  con- 
vergence des  developpements  est  toujours  possible;  d'ailleurs,  tout 
systeme  partiel  se  ramene  a  un  systeme  lineaire  du  premier  ordre 
(i?o«rlPetIIPPartie)(*). 

Le  present  travail  est  divise  en  trois  Parties.  Dans  la  I"^*  Partie  j'eta- 
blis  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'un  systeme  d'equa- 
tions  aux  derivees  partielles  simultanees  admette  comme  systeme  d'in- 
teg[rales  le  plus  general  un  systeme  dependant  d'un  nombrey?m  de 
constantes  arbitraires.  Cette  condition  avait  deja  ete  enoncee  et  de- 
mon tree  par  M.  Soph  us  Lie  {Theorie  der  Transformations gruppen,  t.  I, 
Chap.  X),  mais  la  methode  que  j'ai  suivie  est  toute  differente  de  celle 
de  M.  Lie  et  presente,  en  outre,  Tavantage  de  montrer  comment,  pra- 
tiquement,  apres  avoir  reconnu  ce  cas,  on  ramenera  Tintegration  du 
systeme  a  Tintegration  d'un  systeme  d'equations  differentielles  ordi- 
naires  du  premier  ordre  (*). 

J'ai  reserve  la  II*  Partie  a  Tetude  speciale  des  systemes  lineaires 
d'equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre.  Je  definis  les 
systemes  canoniques  et  les  systemes  lineaires  canoniques  completement 
integrables  :  tout  systeme  lineaire  du  premier  ordre  peut  etre  mis  sous 
forme  canonique  et  tout  systeme  canonique  completement  integrable 
admet  un  systeme  d'integrales  general  dont  le  degre  de  generalite  est 
parfaitement  defini. 

Enfin,  la  III®  Partie  serl  de  lien  entre  les  deux  premieres  et  contient 
les  conclusions  dont  voici  le  resume  :  la  convergence  des  developpe- 


( * )  Je  ne  parle  pas  ici  des  nombreux  travaux  qui  ont  6t6  fails  sur  des  systfemes  parti- 
cullers  d'equations  aux  d^riv^es  partielles  contenant  plusieurs  fonctions  inconnues,  car 
mon  but  principal  est  V existence  des  int6grales  dans  les  systemes  les  plus  g6n6raux. 

(*)  M.  Roger  Liouville,  dans  une  Note  aux  Comptes  rendus  de  I' Acad4mie  des  Sciences, 
t.  CI,  p.  1 1 35,  a  donn^  une  vague  indication  de  ceci.  II  dit  :  Les  solutions  communes  a 
deux  ou  plusieurs  Equations  aux  d6riv6es  partielles  s'obtiendront  en  integrant  un  systeme 
d'equations  aux  differentielles  totales  qu'il  est  facile  de  former,  Je  n'ai  pas  eu  connais- 
sance  d'un  M6moire  de  M.  Liouville  ou  cette  indication  soit  plus  d6veloppee. 
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ments  des  integrales,  d'un  systeme  quelconque,  calcules  au  moyen  des 
equations  memes  de  ce  systeme  est  etablie.  Le  degre  de  generalite  du 
systeme  le  plus  general  d'integrales  n'est  precise,  en  toute  rigueur, 
que  dans  deux  cas  :  i*'  quand  le  systeme  ne  depend  que  d'un  nombre 
fini  de  constantes  arbitraires;  2**  quand  le  systeme  propose  pent  etre 
ramene  a  un  systeme  lineaire  du  premier  ordre  canonique  complete- 
ment  integrable. 


PREMlfiRE  PARTIE  n. 


1.  Je  rappellerai  d'abord  un  certain  nombre  de  theoremes  dont 
j'aurai  besoin  dans  le  cours  de  cette  exposition  (^). 

Definition.  —  Etant  donne  un  systeme  de  mn  equations  aux  derivees 
partielles  du  premier  ordre,  entre  les  m  fonctions  a,,  Wj,  ...,  w,„  et  les 
n  variables  a?, ,  o^a ,  . . . ,  rr^j, 

(i)  J^—f.j^        (iz=:i,2,  ...,m;     A:  =  i,a,  ...,/i), 

ou/iA  designent  des  fonctions  de  W|,  Mj,  ...,  //,„,  ;r,,  ...,  x,^^  on  dit  que 
ce  systeme  est  completement  integrablcy  si  les  fonctions  fik  satisfont, 
identiquement,  aux  relations 

dfik   ,    dfik  /.      .  ,    dfik   -     _  dfih       dfih   .  d/ih   - 

aXh  OUi  "  OUm  U^k  </Wl  O^'m 

(/  =  i,  2,  . . .,  m;     A:, /i=ii,  2,  . . ., /i). 


(!)  Voir  S.  Lie,  Theorle  der  Trans formationsgrupperiy  t.  I,  Chap.  X. 

(*)  Voir  Bouquet,  Bulletin  des  Sciences  math^matlques  et  astronomiques,  t.  Ill,  p.  265, 
1872;  A.  Mayer,  Mathematische  Anncden^  t.  5,  p.  448,  et  Bulletin  des  Sciences  mathinui- 
tiques  et  astronomiques,  i*^  s6rie,  t.  XI;  Goursat,  Lecons  sur  les  Equations  aux  ddriw^es 
partielles,  Chap.  II  et  III. 
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Ces  relations  peuvent  s'ecrire,  symboliquement, 
en  posant 

D'ailleurs>  il  est  aise  de  se  rendre  compte  que  ces  identites  expri- 
ment  que  les  deux  valeurs  des  derivees  secondes  ^ — j—^  qu'on  pent 
calculerau  moyen  des  equations  (i),  sont  identiques. 

TuEORfeME  I.  --  Etant  donne  le  systeme  compl^tement  int^grable^ 
^^^  d^^-^'*        («i=:i,2,  ...,m;     A:  =  i,2,  ...,/i), 

dans  lequel  f^^  designe  une  fonction  de  a,,  a^,  . . .,  u^y  a?|,  a?^,  .. .,  x^ 
reguliere  au  voisinage  des  valeurs  mJ,  wj,  . . . ,  m^,  icj,  a?J,  . . .,  a?®  de  ces 
variables,  ilexiste  un  seul  systime  de  fonctions  Mj,  Wj,  . . .,  w,„,  holomor- 
phes  au  voisinage  du point  x\j  x\,  . . .,  a?",  se  reduisant,  respecti^ement, 
a  u\,  u\,  . . .,  u^  pour  x^  =  x\,  x^  =  x\y  . . .,  x^  =  xl,  et  verifiant  les 
dquations  (3). 

Remarque.  —  Ce  theoreme  montre  que  le  systeme  (3)  admet  un 
systeme  d'integrales  dependant  de  m  constantes  arbitraires  u%  u\, ..., 
M^.  D'ailleurs,  c'est  le  systeme  le  plus  general  d'integrales  holomor- 
phes  du  systeme  (3),  car,  si  Ton  considere  un  systeme  quelconque 
d'integrales  holomorphes  du  systeme  (3),  et  si  u%  u\,  . . .,  u^^  sont  les 
valeurs  de  ces  integrales,  pour  a?,  =  x%  ...  a7„=  a?®,  il  existe,  d'apres 
le  theoreme  I,  un  systeme  d'integrales  et  un  seul  satisfaisant  a  ces 
conditions  :  c'est  done,  necessairement,  le  systfeme  considere. 

Theoreme  II.  —  Un  systeme  completement  integrable  se  transforme  en 
un  systeme  completement  integrabky  lorsquon  effectue  un  changement 
quelconque  de  variables  independantes. 

TnifeORfeME  III.  —  Pour  trouver  les  integrales  w^,  u^,  ...,  u^  du  sys- 
tSme  (3),  qui,  pour  07^  =  ^rj,  . . .,  Xn=(V^n  ^e  rdduisent,  respectivement. 
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a  mJ,  mIJ,  ....  M^,  on  procedera  de  la  fagon  suwante  :  on  effectuerUy 
d'abordy  le  changement  de  variables 

dans  le  systeme  (3).  On  remplacera  ainsi  ce  srysteme  par  un  nouveau  sys- 
time  completement  intdgrable 

(5)  —L—Yik        (1  =  1,2,  ...,m;     ^  =:  i,  a,  . . ., /i), 
oyk 

et  aux  integrales precedentes  du  systeme  {^) correspondront  des  integrates 

du  systeme  (5),  qui,  poury^  =  o,  se  reduiront  respectivement  au\yu\ 

"m»  quelles  que  soient  les  valeurs  dey^^y^^  --•^yn* 

On  considere  alors  le  systeme  d' equations  differentielles  ordinaires 

dii\       „  <iu\       „  dum       « 

(-')  57.=^"'     rf/.  =  P«"      ••••     -jy:     ""'' 

deduit  du  systeme  (5)  en  prenant  les  Equations  de  ce  systime pour  les- 
queltes  A  =  i ,  et  Von  obtient  les  integrales  cherchees  du  systime  (1),  e/, 
par  suite y  celles  du  systime  (3)  en  determinant  les  integrales  du  sys- 
time (5'),  oil  I'on  considire  y^,  y^,  . . .,  y„  comme  des  parametres  arbi- 
traireSy  qui,  pour  y^  =  o,  se  reduisent  respectivement  aux  constantes  don- 
neesu%  w^,  ...,  u^^, 

Ce  theoreme  ramene  done  Tintegration  du  systeme  completement 
integrable  (3)  a  celle  d'un  systeme  d'equations  differentielles  ordi- 
naires. 

2.  Nous  etablirons,  maintenant,  la  proposition  preliminaire  sui- 
vante  : 

TiiEORfeME  1V.  —  Etant  donne  le  systime  de  mn  equations  aux  deri- 
vies  partielles  du  premier  ordre 

(6)  ^-^  ^fik         («_i,2,  ...,/w;     A- _=  1, 2,  ...,«), 

^"  fik  disignent  des  fonctions  de  u^,  u^y  . .  .y  tt,„,  x^y  x^y  . ..,  J^n  el  les 
p  relations  distinctes 


Digitized  by 


Google 


suR  LEs  Equations  aux  derivees  partielles  simultanees.         S.9 

s'il existe  des fonctions  u^^  u^,  . . . ,  i/,„  cfe  0?^ ,  . . . ,  ^r^  verifiant  a  lafois  les 
equations  (6)  ^^  (7),  ces  fonctions  satisferont  a  un  systeme  completement 
integrable  de  la  forme 

(8)  -^   -fik        (f  — I,  2,  ...,/•;     A::rzi,2,  .  ..,Ai),         r<m, 

et  am  —  r  relations  de  la  forme 

et,  reciproquement,  toutes  les  solutions  des  systemes  (8)  e/  (9)  satisferont 
aux  systemes  (6)  et  (7). 

En  effet,  tout  systeme  de  fonctions  verifiant  les  equations  (6),  veri- 
liera  aussi  les  relations  qui  expriment  que  les  deux  valeurs  de        "' 


ealculees  au  moyen  des  equations  (6),  sont  egales 

(10)^       \h{fik)~^k{fih)         («'  — 1,2,  ...,/w;     A-,/l=:l,2,  ...,«). 

Si  parmi  ces  relations  il  y  en  a  un  certain  nombre  qui  ne  sont  pas 
des  consequences  des  equations  (7),  nous  les  joindrons  aux  equa- 
tions (7),  de  fa<jon  a  former,  avec  ces  equations,  un  systfeme 

de/?  -h  y  relations  distincles.  On  pourra  resoudre  ces/?  -i-  y  relations 
par  rapport  a/?  -h  9  des  quantites  u^,  u^y  . ..,  a,„,  car  sans  cela  il  y  au- 
rait  une  relation  entre  les  n  variables  independantesa?,,  073,  ...,  x^^ 
Soient 

I^^m—p -q-^  1  ^=  ^1  ("1  >  •  •  •  >  ^m    p-qy  ^it    •  •  • »  ^n )> 
U,n  ^=TiTp+.y(l/j,    .  .  .,  U,„^.p-q,  Xif   .  .  .,  ^n)' 

Ces  relations  resolues,  portons  ces  valeurs  de  w,„_^^^.,,  ...,  u^  dans 
les  equations  (6).  Toutes  celles  de  ces  equations  pour  lesquelles  Tin- 
dice  i  est  inferieur  k  m  —p  —  q  -{-i  prendront  la  forme 

(12)  ^Ji  =#,^       (/r=ii,2,  ...,m— /?  — ^;  A:z=i,2,  ...,/i), 

Jnn.  de  Vtc,  Normale,  3«  Serio.  Tome  VUI.  S.2 
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oil  §ik  designe  la  fonctiondes  seules  quantitesw,,  ...,  u^-p-^q^oc^,  ....x^ 
que  I'on  deduit  A^ftk  en  y  faisant  la  substitution  (i  i). 

Toutes  celles  des  equations  (6)  pour  lesquelles  Tindice  i  est  supe- 
rieur  di  m  —  p  —  q  donneront,  apres  y  avoir  remplaee  les  derivees 

.—  (i<im  —  p  —  q -hi)  par  les  quantites  ^/^t,  des  relations  entre 

w,,  Ma,  . . . ,  Ufn^p  .^,  a:^,  x^,  - -- ,  x^  nc  contenant  plus  de  derivees. 

1°  Si  toutes  ces  relations  sont  verifiees  identiquement,  le  systeme  (12) 
sera  completement  integrable,  car  les  relations  qui  expriment  que  ce 
systeme  est  completement  integrable,  sont  precisement  les  relations 
qu'on  obtient  en  rempla<jant  m,„  .^_y+i,  . . . ,  «,„  par  leurs  valeurs,  tirees 
de  (11),  dans  les  relations  (10),  qui,  par  suite,  seront  identiquement 
verifiees.  Dans  ce  cas,  le  theoreme  est  demontre,  car,  tout  systeme 
d'integrales  satisfaisant  a  (6)  et  (7)  satisfait  evidemment  aux  equa- 
tions (11)  et  (12),  et  reciproquement. 

2*^  Si  toutes  ces  relations  ne  sont  pas  verifiees  identiquement,  nous 
ecrirons  toutes  celles  qui  sont  distinctes;  soient 

(i3)  , 

I    ^p^  q-¥t  ("l»    •  •  •  >   ^m-p    7>  ^1>    •  •  •  >  ^n)  ^^^  ^« 

Elles  formeront,  avec  le  systeme  (12),  un  ensemble  d'equations  tout 
pareil  a  I'ensemble  des  systemes  (G)  et  (7).  Nous  pourrons  done  traiter 
les  systemes  (12)  et  (i3)  comme  nous  avons  traite  les  systemes  (6) 
et  (7),  et,  comme  I'ensemble  des  equations  (i  i),  (12)  et  (i3)  est  evi- 
demment equivalent  a  Tensemble  des  equations  (6)  et  (7),  en  conti- 
nuant de  la  sorte,  nous  arriverons  soit  a  un  systeme  de  relations 
distinctes  entre  m,,  u^y  . . . ,  «,«»  ^u  • .  • ,  ^/i»  dont  le  nombre  est  supe- 
rieur  a  /w,  et,  alors,  les  systemes  (6)  et  (7)  dont  les  solutions  de- 
vraient  verifier  ces  relations,  sont  incompatibles,  soit  a  deux  systfemes 
de  la  forme  (8)  et  (9),  dont  Tensemble  sera  equivalent  a  celui  des 
deux  systemes  (6)  et  (7). 

Pour  avoir  la  solution  la  plus  generalc  des  systemes  (6)  et  (7),  il 
suffira  done  de  trouver  la  solution  la  plus  generate  des  deux  sys- 
temes (8)  et  (9).  On  cherchera,  k  cet  effet,  le  systeme  le  plus  general 
de  fonctions  a,,  w,,  . . . ,  m^,  satisfaisant  au  systeme (8).,  et  on  prendra 
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pour  Ur^i,  ...,  M;„  les  valeurs  correspondantes  donnees  par  les  rela- 
tions (9).  Le  systeme  (8)  etant  completement  integrable,  le  theo- 
feme  I  nous  apprend  quele  systeme  d'integrales  le  plus  general  depend 
de  reonstantes  arbitraires,  et  le  theoreme  III  nous  fournit  le  moyen 
de  trouverces  integrales. 

3.  Avant  de  nous  occuper  du  cas  le  plus  general  d'un  systeme  d'e- 
quations  aux  derivees  partielles  simultanees,  nous  traiterons,  d'abord, 
le  cas  simple  d'un  systeme  d'equations  aux  derivees  partielles  entre 
une  fonction  inconnue  z  et  deux  variables  independantes  x  ety. 

II  est  clair  que,  s'il  existe  une  integrale  z  satisfaisant  a  un  tel  sys- 
teme, cette  integrale  verifiera  toutes  les  equations  que  Ton  peut  en 
deduire  en  derivant  une  ou  plusieurs  fois  les  equations  qui  forment 
ce  systeme,  soit  par  rapport  a  x,  soit  par  rapport  a  ^;  on  pourra  done 
adjoindre  ces  equations  au  systeme  propose.  Supposons  qu'en  operant 
ainsi  on  puisse  arriver  a  un  systeme  equivalent  au  systeme  propose, 
mais  tel  que,  si  m  est  I'ordre  des  derivees  de  I'ordre  le  plus  eleve 
qu'il  contient,  il  y  ait  {m  -+- 1)  equations  de  ce  systeme  qui  soient  re- 
solubles  par  rapport  aux  (m  4-  i)  derivees  partielles  d'ordre  m  de  z. 
Je  dis  que,  dans  ce  cas,  si  les  equations  ne  sont  pas  incompatibles, 
rintegrale  generale  du  systeme  dependra  d'un  nombvejini  de  constantes 
arbitraires. 

En  effet,  apres  avoir  resolu  (/w-hi)  equations  par  rapport  aux 
(m  -+- 1)  derivees  d'ordre  m,  portons  les  valeurs  de  ces  derivees  dans 
toutes  les  autres  equations.  Nous  obtiendrons  ainsi  un  systeme  d'e- 
quations  aux  derivees  partielles  equivalent  au  systeme  propose  et  de 
la  forme  suivante 

(    9l  {^9  />  «»  PlOy  Po\f   •  •  • »  Pm-i.oy    •  •  •  >  />o,;n-l )  =  O, 
(»5)  j ' 

\  9gi^y  yy  ^y  Pioy  Pou  •  •  •, /?//i--i,o»  •  •  •, />o,w-i)  =o, 

oil  on  a  pose 

dxp  dy^'-p  ~  ^''''^-''' 
et  ou/0,/1,  ...» /,n.  9n  ••  •»  9*7  designent  des  fonctions  de  x,  y,  z,  et 
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des  derivees  de  z  jusqu'a  I'ordre  {m  —  i)  inclusivemenl.  Prenons 
alors  pour  nouvelles  fonctions  inconnues  loules  les  derivees  de  s  jus- 
qu'a  Tordre  (m  —  i)  inclusivemenl,  et  considerons  le  systeme  d'equa- 
tions  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  etde  relations  suivant 


(i6) 


('7) 


(i8) 


dz                      dz 
dx    -''"•         dP 

—  Pau 

^P>o  _  „               dp,„ 
dx'  -  /'"'          'dj 

^Pxu 

fiPoi dpoi 

dx   --P"'          dy 

"--  P0i9 

dPm-,,0  _. 

dx       -  P"'-'"' 

> 

^Po,m-t  _  „ 

dpo,m-t 

dy      -^^•'«~» 

/    dpm^i.o           J. 

dx           J'' 

dy      --•^'• 

dy        -•^" 

f    dpo,m-x            ^ 

\       dx       -^"^   *' 

[  9i(^,J,^,/'io,/^oi,  . 

••,Po,m-l)=0, 

\  ?7('^>7>^>/'io,/>oi>  • 

•  'f  Po,m-i)  =  0. 

Les  deux  systemes  (f4)»  (i5)  et  (i6),  (17),  (18)  sont  equivalents, 
e'est-a-dire  qu'a  toute  integrale  du  systeme  (i4)»  (*5)  correspond  un 
systeme  d'integrales  du  systeme  (16),  (17),  (18),  et  reciproquement. 
Car,  si  s'  est  une  integrale  du  systeme  (i4)»  (^5),  on  aura  evidcmment 
un  systeme  d'integrales  du  systeme  (16),  (17),  (18),  en  adjoignanl  a 
z'  les  fonctions />/;t  definies  par  les  relations 


Pik- 


dx^  dy*' 


{i  -^  k^^m  —  i). 
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Reciproquement  soil  z\  p.^^  un  systeme  d'integrales  du  sysleme  (i6), 
(17),  (18),  les  equations  (16)  expriment  que  Ton  a 

eten  portant  ces  valeurs  dans  les  equations  (i7)et(i8),  quisont  veri- 
fiees  par  hypolhese,  on  trouve  precisement  les  equations  qui  expriment 
que  z'  est  une  integrale  du  systeme  (i4)>  (»5). 

Pour  trouver  I'integrale  la  plus  generale  du  systeme  (i4)>  ('5), 
nous  sommes  done  ramenes  a  integrer  de  la  faQon  la  plus  generale  le 
systeme  (16),  (17),  (18).  Le  theoreme  IV  nous  apprend  que  le  systeme 
le  plus  general  d'integrales  depend  d'un  nombrey?m  r  de  constantes 
arbitraires,  et  nous  connaissons,  de  plus,  le  moyen  de  ramener  la 
recherche  de  ce  systeme  a  Tintegration  d'un  systeme  de  r  equations 
differentielles  ordinaires  du  premier  ordre. 

Remarque.   —  Le  nombre  r  des  constantes  arbitraires  est  au  plus 

egal  a  '111!!^ — li;  car  le  cas  le  plus   favorable  est  celui  ou  les  fonc- 

tions  cp  des  relations  (18)  sont  identiquement  nulles  et  oil  le  sys- 
teme (16),  (17)  est  completement  integrable.  Dans  ce  cas,  le  theo- 
reme I  nous  montre  qu'on  pent  prendre  arbitrairement  les  valeurs 
initiales  de  z  et  pn,  (pour  i  +  A^/n -- i),  c'est-a-dire  qu'il  y  a 

^^^^ — --  constantes  arbitraires. 
2 

4.  Inversementy  je  dis  que,  si  une  fonction  5  de  a?  ety  contient 
un  nombre  fini  r  de  constantes  arbitraires,  on  pourra  determiner  un 
nombre  m  tel  que  toutes  les  derivees  partielles  de  z  puissent  s'ex- 
primer  en  fonction  des  derivees  d'ordre  inferieur  a  m.  Soit,  en  effet, 

(19)  ^=9(^,J,  «l,  «s,  ...,«r) 

cette  fonction,  et  soit  \l  Xq  plus  petit  nombre  entier  tel  que  Ton  ait 
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Ecrivons  ies  equations  suivantes  : 


^i.o     -£      -o 


dx 


=  o 


(20) 


■    P0,[L-l- 


et 


(21) 


=  0, 


P[i-t,i- 


dxv--'  dy  ~  ^' 


/'O'H'    ~"  ^;;o: 


=  o. 


Les  equations  (19)  et  (20)  sont  au  nombre  de  ^^^ — —•  Supposons 

d'abord  que,  parmi  ces  equations,  il  y  en  ait  r  qui  puissent  etre  reso- 
lues  par  rapport  a  a,,  a.,,  . . . ,  a^,  c'est-a-dire  qu'il  y  en  ait  r  telles  que 
le  determinant  fonctionnel  des  premiers  membres  par  rapport  a  a,, 
a^,  ...,«;.  ne  soit  pas  identiquement  nul.  On  pourra  alors  tirer  de  ces 
r equations  a,,  fla,  . . . ,  a^  en  fonction  de  5,  or,  y  et/?/^  {i-^  ^<[^  —  ^) 
et,  en  portant  ces  expressions  dans  les  equations  (21),  on  en  conclura 
que  les  (JL  -h  I  derivees  d'ordre  \l  de  z  s'expriment  en  fonction  de  a?, 
J,  z  et  des  derivees  d'ordre  inferieur  a  tji. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  tons  les  determinants  fonctionnels 
de  r  quelconques  des  premiers  membres  des  equations  (19)  et  (20) 
par  rapport  a  a^,  aj,  ...,  ^r  soient  identiquement  nuls;  ces  determi- 
nants seront  les  memes  que  si  les  premiers  membres  ne  contenaient 
pas  les  quantites/?iA  et,  par  suite,  expriment  qu'il  existe  des  relations 

entre  r  quelconques  des  fonctions  y,  3— rj^  (' "^^^l^  ~"  ^)-  Remar- 
quons,  d'ailleurs,  que  ces  relations  ne  sont  certainement  pas  reso- 
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lubles  par  rapport  aux  [l  derivees  de  I'ordre  (x  —  i;  car,  sans  cela,  la 
fonction  9  satisferait  a  un  systeme  d'equations  aux  derivees  partielles 
d'ordre  [l  —  i  dont  pi  equations  sont  resolues  par  rapport  aux  deri- 
vees d'ordre  pi  —  i  et,  par  suite,  contiendrait  au  plus  ^^^~—  con- 

stantes  arbitraires,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  r>^^^^^  (*).  Soil 
alors  (r  —  k)  le  nombre  des  fonctions  (p,       .^^^  qui  sont  distinctcs 

(considerees  comme  fonctions  de  a^,  a.^,  ...,  a^)  :  si  toutes  les  deri- 
vees de  Tordre  (x  s'expriment  en  fonclion  de  ces  (r  —  k)  derivees,  le 
theoreme  sera  demontre;  sinon,  joignons  a  ces  derivees  celles  des 
derivees  de  I'ordre  [x  qui  forment  avec  elles  un  systeme  de  fonctions 
distinctes  et  continuous  de  la  sorte  :  nous  arriverons,  necessairement, 
soit  a  prouver  que  toutes  les  derivees  d'un  certain  ordre  de  9  s'ex- 
priment  en  fonctions  des  derivees  d'ordre  inferieur,  soit  a  trouver  un 

nombre  m  tel  qu'il  existe  r  des  fonctions  9,  -r  ^.^  (i-h k^m  —  i) 

dont  le  determinant  fonctionnel  par  rapport  a  a, ,  a^,  . . . ,  a^  est  diffe- 
rent de  zero.  On  pourra  alors  resoudre  r  des  equations 


dx^  dy^ 


par  rapport  a  a,,  ^2,  . . . ,  a^  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  equa- 
tions 

on  en  conclura  que  toutes  les  derivees  de  I'ordre  m  de  5  s'expriment 
en  fonction  des  derivees  d'ordre  inferieur. 

5.  Abordons  maintenant  le  cas  general. 

Considerons  un  systeme  (A)  d'equations  aux  derivees  partielles 


(*)  Nous  supposons,  6videmment,  quo  les  r  conslantes  qui  Ggurent  dans  la  fonction  cp 
sont  essentielles  (wesenllich),c'est-^-dire  qu'on  ne  pent  pas  diminuer  leur  nombre. 
Foir  S.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppeiiy  t.  I,  Chap.  I. 
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simultanees  enivep  fonctions  inconnues  z^^  z^,  ...,  Zp  et  n  variables 
independantes  x^,  x^,  . . . ,  x„. 

Imaginons  que,  en  adjoignant  aux  equations  du  systeme  (A)  les 
equations  qu'on  en  deduit  en  les  derivant  un  nombre  queiconque  de 
fois  par  rapport  a  a?,,  073 ,  . . . ,  x„,  on  puisse  former  un  systeme  (B), 
equivalent au  systeme  (A),  tel  que,  si  5^,  ^j,  ...,  5^  sont,  respective- 
ment,  les  ordres  des  derivees  d'ordre  le  plus  eleve  de  5^,  Sj,  ...,  z^ 
qui  figurent  dans  le  systeme  (B),  un  certain  nombre  des  equations  de 
ce  systeme  puissent  etre  resolues  par  rapport  a  toutes  les  derivees 
d'ordre  s^  de  5,,  d'ordre  s^  de  z^,  ...,  d'ordre  Sp  de  z^.  Je  dis  que, 
dans  ce  cas,  le  systeme  (B)  et  consequemment  le  systeme  (A)  admettent 
comme  systeme  le  plus  general  d'integrales,  un  systeme  dependant 
d'un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires,  a  moins  qu'il  ne  soit  forme 
d'equations  incompatibles. 

Kn  effet,  en  tirant  du  systeme  (B)  les  valeurs  des  derivees  d'ordre  5, , 
5a,  . . . ,  5p  de  -s,,  5^,  . . . ,  Zp,  en  fonction  des  derivees  d'ordres  respec- 
tivement  inferieurs,  et  en  portant  ces  valeurs  dans  les  equations  res- 
tantes,  on  pourra  raettre  le  systeme  (B)  sous  la  forme  suivante 

(B)   \dJofda:-^~:d:rf^^^-^^-^ «»      (a.  +  a,4-.  .  .  4- a„  =  5,;  i  =  1,  2, .  . .  ,/>), 

(  9,  =  o,         ...,         9q  —  o, 

oil  les  fonctions  /«,  51^ ^^  et  o*  designent  des  fonctions  de  a*,,  0^2,  . . . , 

Xn,  de  z^,  z^,  ....  Zp  ct  leurs  derivees  d'ordres  respectivement  infe- 
rieurs a  5,,  ^2,  ...,  Sp,  et  oil,  pour  chaque  indice  /,  on  donne  a  a,, 
aa*  •••»  a^j  toutes  les  valeurs  entieres,  positives  ou  nulles  satisfaisanl 
a  Tegalite 

«!  4-  «!  H-  .   .   .  4-   «;»=  Si, 

Cela  etant,  introduisons,  comme  nouvelles  fonctions  inconnues, 
toutes  les  derivees  de  5,,  :?2,  ... ,  Zp  d'ordres  respectivement  infe- 
rieurs a  5|,  5.2,  ....  5;,  en  posant 


^a,-4-a,4-...+a„ 


L~  —  Pa„a«. 


pour 


ai-+-a,-h. .  .4-  «„  =  5/— I. 
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Le  systeme 

(C)    j^^Ji.^"^;,^ p^^,      p^  (P.-i-...-^(3.-^...4-?„<..--), 

1  (p,zz:0,  ...,  97=0, 

oil  9, ,  — ,  (fg  sont  des  fonctions  de  jj,  ,  . . . ,  ir„ ;  s, ,  . . . ,  s^  et  des  quan- 

tites /?a^ a,  ^st  evidemment  equwaleni  au  systeme  (B),  c'est-a-dire 

qu'a  tout  systeme  d'integrales  de  (C)  correspond  un  systeme  d'inle- 
grales  de  (B)  et  inversement.  Nous  avons  vu,  d'aillcurs,  que  le  sys- 
teme le  plus  general  d'integrales  de  (C)  dependait  d'un  nombre  fini  r 
de  constantes  arbitraires,  ei  qu'on  peut  ramener  sa  recherche  a  Tinte- 
gration  d'un  systeme  d'equations  differentielles  ordinaires.  11  en  sera 
done  de  meme  pour  le  systeme  (A). 

Remarque.  —  Posons 


"^  =  '-^2 


n(n  -h  i) . .  .{n  -h  i  —  i) 


On  voit  alors  aisement  que  le  nombre  r  est  au  plus  egal  a 

6.  Reciproquement,  considerons/?  fonctions  5,,  53,  . .  .,  5^  de  a-,, 
^\,  .-.»  o^n  et  de  r  parametres  arbitraires  a,,  a^,  ...,  a^. 

(les  parametres  sont  evidemment  supposes  essentiels). 

Je  dis  qu'on  peut  trouver /?  nombres  ^,,  ^a,  ...,  ^/,  tels  que  les  deri- 
vees d'ordrc  s^,  s^^  .->fSp  de  5,,  z^,  . ..,  5p,  par  rapport  a  a?,,  iCa,  . . ., 
x„,  puissent  s'exprimer  en  fonction  de  ;r,,  x.^,  ...,  a:^,  5,,  5^,  ...,  Zp  ct 
des  derivees  de  ces  fonctions  d'ordres  respectivement  inferieurs  a*,, 

a 2 ♦    •  •  • >      p* 

Choisissons,  en  effet,/?  nombres  en  tiers  positifs  ou  nuls,  d^,  a^y  ..., 
(7p,  tels  qu'on  ait 

et 

.Y//«.  <^/''  /*/'c.  Normale.  o*  Suric.  lomc  Vlll.  S.3 


I 


I  .  2  .  .  .  £*  I 

|r=| 
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Ecrivons  toutes  les  equations  suivantes  : 

(23)     /'p,.p.,....p.-^^p.^^p.     ^;p,=--o    (p.+P,  +  ...  +  p,?cr,..;.  =  i,a,...,/>) 

11  /I 

et 

(^4)      />*«,.«„...,«,.-  ^>^a.^^.a,; '7^;^,  =  Q     (ai4-a,-+-...H-a„=(T/;  1=1,2,  ...,/>). 
Le  nombre  total  des  equations  (22)  et  (23)  estegal  a 

et,  par  suite,  est  superieur  a  r.  Si,  parmi  ces  equations,  on  peut  en 
trouver  rresolubles  par  rapport  a  a,,  a^,  ...,  a^.,  on  tirera  de  ces  equa- 
tions a,,  ag,  ...,  r?;.  en  fonction  de  j:?,,  . ..,  x^;  5,,  . . .,  5^  etdes  quan- 
tites/7p^  p^,  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  equations  (24),  on  aura 
exprime  les  derivees  d'ordre  <t,  des  fonctions  z^  en  fonction  de  x,,,  z^  et 
des  derivees,  d'ordre  inferieur  a  <t,,  de  5,. 

Si  ceci  est  impossible,  c'est  qu'il  existe  au  moins  une  relation  entre 

r  quelconques  des  quantites  — ' — -r^-  D'ailleurs,  il  est  impossible 

que  ces  relations  puissent  etre  resolues  par  rapport  a  toutes  les  deri- 
vees d'ordre  <t,  —  i  des  fonctions  5^;  car  sans  cela  les  fonctions  9,  ne 
contiendraient,  au  plus,  que  ((«><t._2 +  •••-+- ^a,.- 2)  constantes  arbi- 
traires,  et  les  r  constantes  a^ ,  a^,  ...,  a^  ne  seraient  pas  essentielles. 

Si  toutes  les  derivees  d'ordre  a,  des  fonctions  ^^  s'expriment  au 
moyen  de  ces  fonctions  elles-memes  et  de  leurs  derivees  d'ordre  infe- 
rieur a  cT/,  Ic  theoreme  est  demontre,  sinon  nous  adjoindrons  aux 
equations  (23)  et  (22)  les  equations  (24),  qui  contiennent  des  lors 

des  derivees  .  ^    ^i~^;  4^^  ^^^  peuvent  pas  s'exprimer  en  fonction  des 

Si  le  systeme  ainsi  obtenu  est  resoluble  par  rapport  a  a,,  a^,  ...,  a^* 
on  pourra  exprimer  les  derivees  d'ordre  (ct,^-  1)  des  fonctions  Zi  en 
fonction  des  precedentes,  sinon....  En  continuant  de  la  sorte,  on  arri- 
vera,  soit  a  montrer  que  toutes  les  derivees  d'ordre  5,  des  fonctions  9,. 
s'expriment  au  moyen  de  9,  et  de  leurs  derivees  d'ordre  inferieur  a  5,, 
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soit  a  trouver  des  nombres  ^4,  ^2,  .. .,  Sp,  tels  que  r  equations  du  sys- 
teme 

PQ, B.-  T-Q rt=^^  (P,-+-...-i-P„<5/-i;  1  =  1,2,   ...,/?), 

5/— ?i  =  0 

soient  resolubles  par  rapport  a  a,,  ag*   ••»  «r»  et,  en  portant  ces  valeurs 
dans  les  equations 

P'^x ^"""c^^a.^;^^,  =Q         (a,H-...+  a«^^/;  1  -1,2,  ...,/?), 

on  aura  exprime  les  derivees  d'ordre  ^,  des  fonctions  zi  au  moyen  de 
.Tyj,  5/  et  des  derivees  d'ordres  respectivement  inferieurs  a  5/. 

7.  Pour  completer  enfin  ce  qui  precede,  nous  denipntrcrons  la  pro- 
position suivante  : 

Tn^ORfeME  V.  —  J^tant  donne  un  sy slime  (A)  d' equations  algebriques 
aux  derivees  partielles  simultanees  enlre  p  fonctions  z^^  z.^,  . . .,  Zp  et 
n  variables  independantes  ^, ,  iCa,  . ..,  a?;,,  admettant  au  moins  un  systeme 
d'intdgrales,  toute  equation  algebrique  aux  derii^ees  partielles  entre  les 
mimes  fonctions  qui  est  virifiee  par  le  systeme  le  plus  general  d'integrales 
holomorphes  du  systeme  (A)  est  ndcessdirement  une  consequence  algebrique 
des  equations  du  systeme  (A)  ou  des  equations  quon  peut  former  en 
les  derivant  un  nombre  quelconque  de  fois par  rapport  a  x^^  X2,  . . . •  Xj^. 

Soit,  en  effet  ,F  ^-o  une  equation  algebrique  admettant  toutes  les  inte- 
^r^\(ts holomorphes  A\x  systeme  (A).  Adjoignonsau  systeme  (A) /ow/^5  les 
equations  (en  nombre  infini)  qu'on  peut  en  deduire  par  des  deriva- 
tions. Nous  formerons  ainsi  un  systeme  (S)  d'equations  aux  derivees 
partielles,  en  nombre  infini,  qui  sera  equivalent  au  systeme  (A).  Si  le 
systeme  (A)  admet  au  moins  un  systeme  d'integrales,  le  systeme  (S) 
sera  compatible  et  Ton  pourra  ie  resoudre  par  rapport  a  certaines  des 
derivees  des  fonctions  z^.z.^,  ...,  Zp^  que  nous  appellerons  derivees  de 
la  premiire  categoric,  de  maniere  a  exprimer  ces  derivees  en  fonction 
des  autres  que  nous  appellerons  deriveesjde  la  seconde  categoric.  Meme 
on  peut  toujours  faire  cette  resolution  de  telle  fagon  qu'une  derivee 
quelconque  de  la  premiere  categoric  soit  exprimee  en  fonction  de 
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derivees  de  la  seconde  categorie  dont  les  ordres  soient  au  plus  egaux 
au  sien. 

Les  coefficients  des  developpements,  suivant  ies  puissances  crois- 
santes  de  (^a—  ^a)>  des  integrates  du  systeme  (A),  holomorphes  au 

voisinage  du  point  ^^,  a:", ir^,  sont,  a  des  facteurs  numcriques 

pres,  les  valeurs  des  derivees  des  fonctions  z^  pour  Xf,  —  x^;  nous  ob- 
tiendrons  alors  les  integrates  les  plus  generales  en  donnant  aux  deri- 
vees de  la  seconde  categorie  des  valeurs  arbitraires,  pour  x^  —  or®,  . . ., 
x^  "  xl,  et  en  prenant  pour  les  derivees  de  la  premiere  categorie,  pour 
a?A—  x^,  les  valeurs  correspondantes  fournies  par  le  systeme  (S). 

En  effet,  nous  montrerons  plus  loin  que  les  developpements  ainsi 
calcules  pour  5,,  z^,  ...,  Zp  sont  convergents  quelles  que  soient  les  va- 
leurs initiates  des  derivees  de  la  seconde  categorie,  pourvu  que  ces 
valeurs  initiates  restent  comprises  dans  des  domaines  convenablement 
choisis.  II  est  clair,  d'ailleurs,  que  ces  developpements  verifientle  sys- 
teme (A);  car,  si 

(A)  fx  —  O,  ft~0,  ...,  fg—O 

sont  les  equations  du  systeme  (A)  et  si  (/,),  (/a),  . .  ,  (fg)  d^signent 
les  fonctions  de  x^,  x^^  . ..,  ^n  qu'ondeduit  de/<,/2,  . .  .,y^,  en  ysub- 
stituant  ^^  z^,  z^,  ....  Zp  les  developpements  precedents,  les  fonctions 
(/t)»  (/a)'  •  •  '  {fq)  seront  identiquement  nuUes,  puisqu'en  vertu  des 
conditions  initiales  ces  fonctions,  ainsi  que  toutes  leurs  derii^Ses,  sont 
nulles  pour  x^  =  x%  . . . ,  a:„  =  x^. 

Cela  etant,  remplagons  dans  la  fonction  F  toutes  les  derivees  de  la 
premiere  categorie  qu'elle  contient  en  fonction  des  derivees  de  la  se- 
conde categorie.  Si  le  resultat  de  cette  substitution  n'etait  pas  identi- 
quement nul,  Tequation  F  =  o  fournirait  une  relation  entre  les  deri- 
vees de  la  seconde  categorie  qu'on  ne  pourrait,  par  consequent, 
prendre  arbitrairement.  L'equalion  F  —  o  n'admettrait  done  pas  toutes 
les  integrates  du  systeme  (A). 

Ce  theoreme,  joint  aux  resultals  que  nous  avons  trouves  dans  les 
paragraphes  precedents,  nous  permet  d'enoncer  la  proposition  sui- 
vante  : 

La  condition  necessaire  et  suffisante  pour  quun  systeme  (A)  d' equa- 
tions aux  derivees partielles  simultanees  entre p  fonctions  z^^  z^^  ...»  ZpCl 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES    EQUATIONS   AUX    DERIVEES    PARTTELLES    SIMULTANEES.  S.  21 

n  variables  x^^  x^,  ^  -  -,  x„  admette,  comme  systeme  le  plus  general  d'iri' 
tegrales  un  systeme  dependant  d*un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires, 
ou  soit  incompatible,  est,  quen  adjoignant  aux  equations  de  ce  systeme 
ceriaines  des  equations  quon  peut  en  deduire  en  les  derivant  une  ou  plu- 
sieurs  fois  par  rapport  a  x^^  x^^  ...,  x^,  on  puisse  former  un  second  sys- 
time  (B),  equivalent  au  systeme  (A),  telquon  puisse  tirer  de  ce  systeme 
TOUTES  les  derivees  des  fonctions  z^y  z^^  ,..,  Zp,  respectivement,  d'ordres 
s^y  s^^  ., ,  ySpCn  fonction  rfe  a?, ,  a?j|, .  . . ,  x^^  js,  ,  Sj*  •  •  • »  ZpCtde  lews  de- 
rii^ees  d'ordres  respecti^^ement  in/erieurs  a  ^  ^ ,  ^2»  ^--fSp. 

Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut  ramener  V integration  du 
systeme  (A)  a  V integration  d'un  systeme  d* Equations  differentieUes  ordi- 
naire du  premier  ordre. 

Nous  allons  appliquer  la  methode  que  nous  venons  d'exposer  a 
quelques  exemples  : 

8.  Exemple  /(*).  —  Soit  a  integrer  les  deux  equations 

dVs  _^  d^z  __  dz  , 

dx^       dy  dy       dx^ 

on  voitimmediatement  qu*on  a 

ff'z  _    d^z.  d^z    _  d^ 

dx^       dx  dy  dx^  dy       dy^ 

d*z         d^z  d^z        d^z 


dxdy*       dx^  dy^       dxdy 

Prenons  comme  nouvelles  fonctions  les  derivees  premieres  et  secondes, 
et  nous  sommes  ramene  au  systeme 


d3 

dz 

dj=^' 

(A) 

^dx-'' 

dy-'' 

dx-^' 

dy-'' 

jdx-'' 

dy-'' 

dt 

dx-'' 

dt 

Ty-'' 

\dx-^' 

ds 

Ty'-'-' 

0)  roir  Valyi,  Journal  de  Crelie,  t.  93. 
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avec 

(B)  f'=zq,  t^p. 

L'application  de  notre  methode  (theoreme  IV)  nous  conduit  au  sys- 
teme  completement  integrable 


(dz  dz  dp  dp 

-djc~-P^  Ty"^"^'  "ri.r=^'  d^  = '^ 
(ti)                     < 

(dq^  _  ^  —  ^—  ^^_. 

d:^    "*'  dy~^'  di~^'  ^~^ 

et  la  transformation  de  du  Bois-Reymond  (theoreme  HI) 


donne  le  systemc  diflerentiel  suivant 

ds  dp 

dq  ds 

dont  on  tire,  en  integrant,  pour  s, 

5=:C,-hC,e«tiH^»';-he       '        CjSin  Y"('  — ^)  -H  C4COS  ^ ''(^ --  «')    • 

En  remontant  aux  anciennes  variables,  on  en  conclut  que  I'integrale 
generale  du  systeme  propose  est 

5  =  Ci  -f-  C,  e**-r4-  e     ^    C,  sin  ^  {x  -y)  h-  C4  cos  VL  (j.  _  ^.)  I 

oil  Cf ,  C^,  C3,  C4  designent  quatre  constantes  arbitraires 

Exemple  IL  —  Considerons  le  systeme 

d^z         ...  .  dz         dz 

dxdy      •'  ^   ^  dx         dy 

o\x/'(z)  designe  la  derivee  d'une  fonction  de  z.  On  a  inimediatement 
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les  trois  derivees  secondes 

Le  systeme  auxiliaire  estalors 

dz  _  dz 

5:j-«/(-)'     di^--^^-*)'     5^---^(^)'     3[p-a-^(^^ 

avec 

p  =  aq. 

]l  se  ramene  au  systeme  completement  integrable 

dz^  dz^__p 

dx      ^'  dy       a ' 

Posons  a?  =  w,  J  =  a^,  et  il  nous  reste  a  integrer  le  systeme  differentiel 

on  en  conclut  que  Tintegrale  generale  z  depend  de  deux  constantcs 
arbitraires  et  est  fournie  par  la  relation 

dz  ^ 


^/(^0  +  c 


Excmplc  HI.  —  Soient  les  deux  equations 


dxd/ 

dxdy'^''' 

on  en  tirefacilenient 

dz 

d'z            „      ,  dx              d'z 
Of^                    03            dx  dy 

d^z 

dz 

dz  ' 

dy  dx 
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on  est  amene  au  systeme 

dz  dz 


Ta>=P'       dy  =  ^' 

(A) 

dx                    q           dy 

^  dx        '         dy                  p 

avec  la  relation 

(B) 

pq  ■+-  az^=zo. 

Si  Ton  ecrit  les  conditions  d'integrabilite  du  systeme  (A),  on  trouve 
la  condition  nouvelle 

2pq  -h  3a5*=:o, 

qui,  jointea  la  condition  (B)  et  au  systeme  (A),  nous  montre  qu'il 
faudrait  avoir  5  =  0.  La  seule  integrale  du  systeme  propose  est  done 
z  =  0, 

Exemple  IV.  —  Soit  a  integrer  le  systeme 

dJAo^z_  ^_^. 

dx  dy  ~      '         dx"^  ~~  dy* 

On  en  tire  immediatement  les  quatre  derivees  du  troisieme  ordre  en 
fonction  des  aulres 


^!£  -    <^'-    -2    .^  _  1  ^(^±y     L    ^^^    ^      i  ^  ^ 
dx^       dxdy^  **  dy       z-  dx\dyj       z  dx  dy  dy       z  dx  dy^^ 

d^z     _  d^z        _2^,^_  l/^-_Y  ^       I  ^^1^1        '  ^f     ^1^ 
dx^  dy  ~~  dy^  **  dx       z*\dx)    dy       z  dx*  dy       z  dx  dx  dy 

II  nous  faut  done  prendre  comme  nouvelles  fonctions  les  derivees  pre- 
mieres/?, q  el  les  derivees  secondes  r,  f,  /.  En  appliquant  la  methode 
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generale,  on  est  alorsramene  au  double  systeme 


(A) 


da:' 

^Py 

dz 
dy- 

-If 

dp  . 

=  r. 

yy~ 

zaz^ 

•H  f , 

dg  _ 
dx 

^az*-, 

_  El, 

dq  _ 

dy- 

r, 

dr 

'dx 

—  Zaqi 

.^  Pr 

> 

dr 

dy" 

iapz 

$:=. 

az'  -h 

P9 

—  > 
z 

t  - 

-  r. 

qr 


et 

(B) 


Le  systeme  (A)  est  completement  integrable,  comme  il  est  aise  de 
le  verifier;  Tintegrale  generale  du  systeme  propose  depend  done  de 
quatre  constantes  arbitraires. 

Le  changement  de  variables  x  =  u^y  =  uv  nous  conduit  alors  au 
systeme  d'eq nations  differentielles  suivant : 

'  dz 


(C) 


Soit  p(w)  la  fonction  elliptique  de  M.  Weierstrass,  qui  depend  de  deux 
constantes  arbitraires  g-ji  et  g,,  et  est  definie  par  Tequation  difleron- 
tielle 

dv^u) 


du 

-p  +  q^\ 

dp 

du 

\ 

dr, 
du 

=  a.«-H^'-.,V. 

en  posant 

j^an.  (le  VEc.  Normale.  3«  Serie.  Tomo  VIH.  S    4 
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I'int^gralc  generale  du  sysleme  (C)  est 

s=p(6)-p{r). 


p  =  ^2ap*(e)-^p(9)-^^-'-^/2ap*{r)-^p( 


/^V«./r^_f^»nrT)-^^-», 


^::..y/aap'(5)-^^(9)-?fi-Hy'.«p'(T)-?f?,,(T)-^', 
r:rr3a[p«(0)  -P'(T)]. 
L'integrale  generale  du  systeme  propose  est  done 

integrate  qui  depend  bien  dc  quatre  constantcs  arbitraires^,,  g^,  a,  ^. 
II  y  a  un  cas  particuiier  interessant :  c'est  celui  oil  Ton  a 


€r^  —  «Ttn  fy^ 


Dans  ce  cas,  la  fonction  p(u)  degenere  et  l'integrale  (I)  prend  la 
forme 

(II)        .^ 8/^-  .       __  _-     ?^ 

^     ^  a{e^*^^^y^^^~  e-^'^-^^y^-^y       a{e^'^^-x^^i^—  e-^^^-y^-^Py' 

oil  h,  OL,  ^  designcnt  trois  constantes  arbitraires. 

D*autre  part,  il  est  aise  de  verifier  que  les  deux  fonctions 

_  l.J^*!_ 


8  A 


qui  dependent  cliacune  de  deux  constantes  arbitraires,  sont  aussi  des 
intcgrales  du  systeme  propose.  On  voit  done  que,  pour  h  =  kj  la  dif- 
ference 5,  —  Z.J  est  une  integrale.  Les  integrates  5,  et  z^  se  deduiscnt 
de  Tintegrale  (H)  en  donnant  une  valeur  infiniment  grande  a  Tunc 
des  deux  constantes  a  ou  j3.  On  pent,  d'ailleurs,  trouver  iramediate- 
ment  ces  deux  integrales  en  cherchant  les  integrates  du  systeme  (C) 
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qui  verifient  les  deux  relations 

z 

oil  Ton  a  pose  e  =  ±  i.  Ce  sont  aussi  les  integrales  generales  des  deux 
systemes 

^VIop:s  _    ^         dz  _    dz 

dx  dy  *'  dy         dx 


DEUXlfiME  PARTIE. 


9.  Definitions, 

I.  Etant  donne  un  systeme  d'equations  aux  derivees  partielles  du 
premier  ordre,  lineaire,  entre  m  fonctions  u^,  u^,  . . . ,  «,„  et  n  variables 
independantes  x^,  0:2,  ..-,  x^^  resolu  par  rapport  a  un  certain  nombre 
des  derivees  -^ , 

OXk 

nous  dirons  que  ce  systeme  est  mis  sous  forme  canonique  ou,  plus 
brievement,  est  canonique  si  les  fonctions  vj^/^^  de  a?,,  x^,  ...,  o?^;  w,, 
1/2.  ...»  u^^  et  des  derivees  de  m,,  1/2,  ....  u^^  (qui  contiennent,  d'ail- 
leurs,  lineairement  ces  derivees)  satisfont  aux  conditions  suivantes  : 
I**  ^ik  ne  contient  que  des  derivees  par  rapport  aux  variables  x,,  dont 
rind  ice  A  est  egal  ou  superieur  ak\ 

2°  Si  une  derivee  -^  d'une  fonction  u^  par  rapport  a  la  variable  a?^ 

figure  dans  ^/a»  I'indicey  de  cette  fonction  est  superieur  a  i: 
Un  systeme  canonique  pourra  done  etre  ecrit  sous  la  forme 

I  O  \  ^"'    —  fl"  -4-  V  «'*  ^">    -^  V  /Z'*  ^"* 


'^dxn' 


oil  les   quantites  a%  sont  des  fonctions  de  a?,,  iPa iP« 
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II.  Elant  donne  le  systeme  canonique  (2),  nous  dirons  que  la  va- 
riable Xr  est  principale  ou  parameirique  par  rapport  a  lafonction  1//  sui- 

vant  que  la  derivee  ~  figure  dans  un  des  premiers  membres  des  equa- 
tions (2)  ou  n'y  figure  pas. 

Nous  dirons,  do  meme,  qu'une  derivee  d'ordre  quelconque  de  m/  est 
parameirique  si  toutes  les  variables  par  rapport  auxquelles  celte  derivee 
a  ete  prise  %ox\i  parametriques ;  dans  le  cas  contraire,  nous  dirons  que 
cette  derivee  e^i principale, 

D'une  maniere  plus  precise,  une  derivee  sera  simplemera,  double- 
menty  ...,  r-uplement principale  suivant  qu'elle  contiendra  i,  2,  ..., 
r  variables  principales  distinctes  ou  confondues. 

III.  Enfin  un  systeme  canonique  (2)  sera  dit  completement  inte- 
grabk  si  les  relations,  qu'on  oblient  en  ecrivant  que  les  deux  valeurs 
d'une  derivee  seconde  doublement  principale  d'une  fonction  Ui  sont 
egales,  sonl  identiquement  verifiees  en  tenant  compte  des  equa- 
tions (2)  elles-memes  et  des  equations  derivees. 

Pratiquement,  voici  comment  on  pourra  verifier  si  un  systeme  est 
completement  integrable  :  on  derivera,  une  fois,  par  rapport  aux  va- 
riables 07,,  a?2, . .  .,^;i»  toutes  les  equations  (2).  On  obtiendra  ainsi  un 
systeme  dont  les  premiers  membres  contiendront,  au  moins  une  fois, 
toutes  les  derivees  principales  du  second  ordre  desfonctionsi^,, ...,  u^. 
Nous  prendrons  alors  dans  ce  systeme  un  systeme  (A)  d'equations 
dont  les  premiers  nombres  contiennent  une  seule  fois  les  derivees  prin- 
cipales des  fonctions  a,,  . . . ,  m,;,.  Designons  par  (B)  le  systeme  forme 
par  les  equations  du  second  ordre  restantes.  II  est  clair  que  les  sys- 
temes  (2)  et  (A)  pourront  etre  resolus  par  rapport  a  toutes  les  deri- 
vees principales  du  premier  et  du  second  ordre  des  fonctions  w,. 

En  portant  les  valeurs  ainsi  trouvees  des  derivees  principales  en 
fonction  des  derivees  parametriques  dans  le  systeme  (B),  les  equa- 
tions de  ce  systeme  devront  etre  identiquement  verifiees  (*). 


(*)  Les  expressions  principales  el  parametriques  sont  empriint6es  a  MM.  M6ray  el 
Riquier  {Annates  scientifiques  de  t'Ecole  Normale  supdrieure,  3"  serie,  t.  VUI,  p.  -23 ;  1890). 

MM.  Meray  et  Riquier  nomment /?rtw//y  les  systemes  que  nous  avona  appel^s  complete- 
ment int^grablcs.  Nous  avons  trouvo  qu'il  y  avait  interdt  k  conserver  1  expression  comple- 
tement integrable  qui  avait  d6}k  et6  employee  dans  des  conditions  analogues. 
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10.  Theor^eVI.  —  Tout  sy Sterne  d* equations  aux  derwees  partielles  du 
premier  ordre,  lineaire,  entre  mfonctions  u^,  .,.,u,net  n  variables  x^,  . . . , 
Xn  peut  {avec  un  choix  convenable  de  la  notation)  Stre  mis  sous  forme 

CANONIQUE. 

Soit,  en  effet,  (A)  un  systeme  d'equations  aux  derivees  partielles 
lineaires.  Tirons  de  ce  systeme  le  plus  grand  nombre  de  derivees  des 
fonctions  w,,  . . . ,  w,„  par  rapport  a  la  variable  x^  qu'on  en  puisse  tirer 
en  fonction  des  autres.  Nous  pourrons  toujours  supposer,  sans  restric- 
tion, qu'on  puisse  ainsi  tirer  x"^ »  3-* '    •  • '  j^  en  fonction  de  a?^ ,  .... 

a?;,;  Ml, . . .,  u,„,  de  -^^^  J  •  •  • '  -7-^  et  des  derivees  par  rapport  a  iTg, . . . , 

Xn.  En  portant  ces  valeurs  de  ^>  •   •  ?  ^  dans  les  equations  restantes 

du  systeme  (A),  nous  obtiendrons  des  equations  lineaires  et  ne  con- 
tenant  plus  aucune  derivee  par  rapport  a  x^  :  soit  (B)  le  systeme  ainsi 
obtenu  et  (G|)  le  systeme  forme  par  les  equations  resolues  par  rapport 

a  -^^  •••>  -—-'  L'ensemble  de  (G^)  et  (B)  est  evidemment  equivalent 

au  systeme  (A),  et  (G,)  satisfait  aux  conditions  d'un  systeme  cano- 
nique. 

Supposons  alors  que  (B)  contienne  des  derivees  par  rapport  a  x.^ 
et  resolvons  d'abord  le  systeme  (B)  par  rapport  au  plus  grand  nombre 

des  derivees  ^?  •  •>  -^  par  rapport  auxquelles  on  peut  resoudre  : 

nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on  puisse  ainsi  tirer 

et,  en  portant  les  valeurs  de  ces  derivees  dans  les  equations  restantes, 
on  aura  un  systeme  qui  ne  contiendra  plus  que  des  derivees  ~  pour 
lesquelles  «  est  superieur  a/>.  Resolvons  encore  ce  systeme  par  rapport 
aux  derivees  ^-^  qu  il  contient,  nous  tirerons  amsi    /    >  •••>  -^^^- 

en  fonction  de  a, w,„ ;  a:< ,  . . . ,  a?^,  des  derivees  — ^^ -'  ?  •   • »  -^ 

et  des  derivees  par  rapport  aux  variables  x^,  . . . ,  x„.  Par  cette  opera- 
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tion,  nous  aurons  remplace  le  systeme  (B)  par  un  systeme  (Gj)  cano- 

nique,  forme  d'equations  resolues  par  rapport  aux  derivees  -^  et  un 

systeme  (C)  ne  conlenant  plus  que  des  derivees  par  rapport  aux 
variables  x^y  Xj^,  ...,  x^. 

Supposons  que  le  systeme  (C)  contienne  des  derivees  par  rapport 
a  X'^  I 

1°  Nous  en  tirerons  toutes  les  derivees  ^>  pour  lesquelles 
soit 


^:  P  \ 

dui 

dup" 
dxz 

ip'Zp') 

qu'on  peut  tirer,  et  nous  porlerons  leurs  valeurs  dans  les  equations 
restantes,  qui  ne  contiendront  plus  que  des  derivees  ~,  pour  les- 
quelles i  est  superieur  a  p  ; 

2*^  Des  equations  restantes,  nous  tirerons  les  derivees  ~  >  pour  les- 
quelles 

p'<i:^P. 

qu'on  peut  tirer;  soit 

'-^■■■"^     ("■-*:'". 

et  nous  porterons  leurs  valeurs  dans  les  equations  restantes; 
3"^  Nous  tirerons  de  celles-ci  les  derivees  -~  >  pour  lesquelles 

p<i<p-^9; 
soit 

4^  Nous  tirerons  les  derivees  —•>  oil 

i>p  -hq; 
soit 

Oxi  dxz 
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Nous  decomposerons  ainsi  (C)  en  deux  systemes  (G,)  et  (D)  :  (G3) 

etant  canonique  el  resolu  par  rapport  aux  derivees  ^  >  (D)  ne  conte- 

nant  plus  que  des  derivees  par  rapport  ^^  x^,  ....x^^  L'ensemble  des 
systemes  (G,),  (Gj),  (G3),  (D)  est  evidemment  equivalent  au  sys- 
teme  (A);  en  continuant  la  resolution  de  la  sorte,  on  voit  bien  que 
Ton  finira  par  remplacer  le  systeme  (A)  par  un  systemc  (G^),  (Go), . . . , 
(G;.)  canonique  equivalent,  (G^)  designant  un  groupe  d'equations  reso- 

lues  par  rapport  aux  derivees  ,"-• 

Remarque.  —  Le  procede  que  nous  venons  d'exposer  semblerait 
tomber  en  defaut  si,  au  bout  de  k  operations,  par  exemple,  on  trou- 
vait  un  systeme  (G,),  (G2),  ...,  (Ga),  (L)  equivalent  au  systeme  (A), 
et  tel  que  le  systeme  (L)  ne  contienne  plus  aucune  derivee  des  fonc- 
tions  «,,  Wa*  •  •  •♦'^//i»  mais,  dansce  cas,  les  fonctions  w,,M2»  •••»"/»  veri- 
fiant  le  systeme  (A)  seraient  liees  par  les  relations  (L),  qu'on  pourra 
resoudre  par  rapport  a  un  certain  nombre  d'entre  elles,  de  fa^on  a 
lesexprimer  en  fonclion  des  autres  et  des  variables  a?,,  ...,  x^^.  En  por- 
tant  ces  valeurs  dans  les  equations  (G,),  ...,  (G;t),  on  aura  un  sys- 
teme (A')  lineairc,  contenant  un  nombre  moindre  de  fonctions,  on 
mettra  le  systeme  (A')  sous  forme  canonique,  ct  finalement  le  sys- 
teme (A)  sera  remplace  par  Tensemble  d'un  systeme  canonique  (r) 
et  d'un  systeme  (R)  de  relations  ne  contenant  aucune  derivee. 

II  suffira  done  d'etudier  le  systeme  (T). 

Theor^me  VII.  —  Dans  tout  systeme  canonique^  les  derwees  secondes^ 
siMPLEMENT  PRiNCiPALES,  des  fonctioTis  incoTinues  peuvent  6tre  calculees  au 
moyen  des  equations  du  systeme  en  fonction  des  derivees  premieres  et  des 
derivees  secondes  parametriques  et  chacune  d'elles  a  une  valeur  bien 

DETERMIN^E. 

Soit,  en  effet,  le  systeme  canonique 

wr  —+'*       (^  =  1,2,  ...,m). 
Supposons  que  les  variables  x^^^,  ...,  x^  soient  parametriques  pour 
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toutes  les  fonctions,  et  rangeons  les  equations  de  ce  systeme  en  un  Ta- 
bleau rectangulaire,  de  telle  facon  que  Tequation 

(A,  !£=-+„ 

occupe  la  ligne  de  rang  i  et  la  colonne  de  rang  k.  Le  Tableau  aura  ainsi 
m  lignes  et  r  colonnes;  d'ailleurs,  certaines  des  cases  de  ce  Tableau 
pourront  etre  inoccupees.  Remarquons,  tout  d'abord,  que  toutes  les 

derivees  simplement  principales  -x — ^-—  oil  Tindice  h  est  superieur  a  r 

seront  immediatement  fournies  en  fonction  des  derivees  premieres  et 
des  derivees  param^triques  par 

car  le  second  membre  ne  contiendra  que  des  derivees  premieres  ou 
des  derivees  secondes  parametriques. 

Supposons  en  second  lieu  que  A  soit  inferieur  ou  egal  a  r.  Dans  le 
second  membre  de  Tequation  (B),  il  pourra  figurer  certaines  derivees 
secondes  simplement  principales^  car  o^a  est  principale  pour  certaines 

fonctions.  Supposons,  par  exemplc,  qu'il  y  figure  laderivee  -t — ^' -  •  Le 

systeme  etant  canonique,  /sera  plus  grand  ou  egal  a  k. 

1*^  Soit  1=^  k.  Reportons-nous  alors  a  la  colonne  de  rang  A  dans  la- 
quelle  figure  Tequation 


dug 


(C)  ^-*'^» 


et  derivons  par  rapport  a  a-f, 


Remarquons  que,  puisque  ~-  figure  dans  ^'m.  c'est  que  ^>«  et 

Tequation  (C)  se  trouve  dans  une  ligne  plus  basse  que  Tequation  (A). 
Le  second  membre  de  Tequalion  (D)  pent  contenir  des  derivees 
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principales.  Supposons  qu'il  contienne  ^ — ^— ;  /  sera  egal  ou  superieur 
a  h. 

(a).  t  =  h:  alors/>>^>«,  et  nous  serons  ramenes  a  la  colonne 
de  rang  k,  mais  dans  une  ligne  de  rang  superieur  a  i 

(b).  t^h  :  nous  serons  ramenes  a  considerer  Tequation 


dup  _ 


^/>it 


de  la  colonne  de  rang  k,  et  si  I'equation 

contient,  dans  le  second  membre,  une  derivee  principale,  il  nous  fau- 
dra  revenir  a  la  colonne  t  de  rang  superieur  a  h. 

2?  Soil  />  A.  Considerons  Tequation  (C)  et  derivons-Ia  par  rapport 
a  Xi : 

Si  dans  le  second  membre  il  existe  des  derivees  secondes  simple- 
ment  principales,  on  sera  ramene  a  considerer  une  equation  de  la  co- 
lonne de  rang  /,  oil  />  *. 

Remarquons  qu'en  continuant  de  la  sorte  le  cas  l—k,  t^h 
[i<>,  (a)]  ne  pourra  pas  se  presenter  indefiniment,  car,  puisque  a  chaque 
fois  on  est  ramene  a  une  equation  situee  dans  une  ligne  de  rang  plus 
eleve,  on  arrivera  au  moins,  au  bout  de  m  operations,  a  considerer  une 
colonne  de  rang  superieur  a  A  ou  ^. 

On  en  conclut  que,  par  la  suite,  on  arrivera  finalement  soit  a  une 
derivee  seconde,  simplement  principale,  qui  s'exprime  en  fonclion  des 
derivees  parametriques,  soit  a  considerer  une  equation  de  la  colonne 
de  rang  r, 

(F>  fe=*.. 

En  derivant  par  rapport  aa?y,  on  obtient 

Ann,  de  I' Pic.  Normale,  3«  Seric.  Tome  VHI.  S .  5 
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Si  le  second  membre  contient  des  derivees  principales,  elles  seront  ou 

bion  de  la  forme  3 — 5 qui  sont  connues,  ou  bien  de  la  forme 

^ — X —  Dans  ce  dernier  cas,on  sera  ramene  a  considerer  une  equation 

de  la  colonney,  qui  pourra,  tout  au  plus,  vous  conduire  a  une  equation 
de  la  colonne  r  situee  dans  une  ligne  de  rang  superieur  a  q,  et  au  bout 
d'un  certain  nombre  d'operations  on  arrivera  necessairement  a  quitter 
la  colonne  de  rang  r,  c'est-a-dire  a  exprimer  les  derivees  en  fonction 
des  derivees  simplement  principales  connues  de  la  forme 

d^Uf 


dXj  dXr^oL 


On  voit  par  la  qu'on  pourra  ranger  les  derivees  secondes,  simplement 
principales,  en  une  ou  plusicurs  series,  telles  que  la  {p  -h  i )»*'"«  deri- 
vee  d'une  serie  s'exprime  au  moyen  des/?  premieres,  et,  par  suite, 
qu'on  pourra  calculer  toutes  les  derivees  de  proche  en  proche,  et  que 
leurs  valeurs  seront  bien  determinees. 

11.  Lemme.  —  Si  Von  designe  par  [jl,  a,,  aj,  . . . ,  a^,  P,,  P^,  . . . ,  p,„ 
des  constantes  positives  qiiekonques,  part  une  coristante  positive  plus  petite 
que  I ,  et  si  Von  pose,  pour  abreger, 

T  =  ocio?,  -f-  a,^s -H .  . .  4-  a^  J^/f  -+-  P,  w,  -h  |3,  w,  H- . . .  4-  p,„  «„„ 

e(T)-^-i— , 

^  I  — T 

le  systeme  differentiel  total,  completement  integrable  suivant 

admet  un  systeme  d'integrales  holomorphes  au  t'oisinage  du  point 
a?,  =  a?2  =  . . .  =  a:^  =  o,  ywi,  pour  j?,  =  a;,  =  ...==  a?;,  =  o  se  reduisent 
a  zero,  et  dont  toutes  les  derivees  ont  des  valeurs  e^seruiellement  reelles  et 
POSITIVES /?owr  a?,  =  a^j,  =  ...==  a?^  =  o. 

(Nous  renverrons  le  lecteur,  pour  la  demonstration  de  ce  lemme,  au 
Memoire  deja  cite  de  MM.  Meray  et  Riquier,  p.  47-) 
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12.  Thj^or^eYIII.  —  Etanl  donne,  d'unepart,  le  systeme  canonique 
compl£:tement  integrable  d' equations  lineaires  aux  derivees  partieUes  du 
premier  ordre 

e/i/re  m  fonctions  u^^  u^,  . . . ,  u^  et  n  variables  a;,,  x^,  .. . ,  it?;,,  e/, 
d' autre  part,  m  fonctions  arbitraires  (f^^  ^p^,  ...,  ^^  des  variables  x^, 
x^,  . . . ,  a?;,,  hohmorphes  au  voisinage  du  point  x^^^x\,  ..  .^x^^^  x]^, 
telles  que  (p/  ne  contienne  que  celles  des  variables  X/^  quisont  parametriques 
POUR  LA  FONCTiON  Ui  et  se  reduisent  respectivement  a  w^,  w",  ...,m^, 
pour  Xf^=^  xl. 

Si les coefficients ajj sont  holomorphes au  voisinage  des  valeurs  x^^^-x^, 
Ui--^u%  il  existe  i:n  seul  systems  de  fonctions  //,,  u^,  ...,  u^,  holo- 
morphes au  voisinage  du  point  x/f=  x^,  verifiant  le  systeme  (2)  et  telles 
que  Ui  se  reduise  a  ^/  lorsquony  remplace  les  variables  Xj^^  qui  sont  prin- 
cipalespour  elle,  respectivement  par  x^. 

Remarquons,  tout  d'abord,  que  nous  pouvons  loujours  supposer  que 
les  fonctions  o,  sont  identiquement  nulles  et  de  meme  que  xl^=^o\ 
car  cela  revient  a  remplacer  dans  les  equations  (2)  les  quantites  w/ 

par  W/  •-  (p,,  ~  par  ~-  —  j^>  et  ensuite  x,,  par  x^—  x^,  et  il  est 

clair  qu'une  telle  transformation  conserve  au  systeme  sa  forme  cano- 
nique  et  le  transforme  en  un  nouveau  systeme  completement  inte- 
grate (*). 

Cela  etant,  on  voit  que,  s'il  existe  un  systeme  d'integrales,  holo- 
morphe  au  voisinage  du  point  a?^  —  o,  verifiant  le  systeme  (2)  et  tel 
que  ui  se  reduise  identiquement  a  zero,  quand  on  y  annule  les  va- 
riables principales,  les  coefficients  des  developpements  de  ces  inte- 
grales  seront  fournis  par  les  conditions  initiales  jointes  aux  equa- 
tions (2).  En  effet,  les  coefficients  de  ces  developpements  sont,  a  des 
facteurs  numeriques  pres,  les  valeurs  des  derivees  des  fonctions  w/ 


(*)  II  faut  cependant  que  les  deriv6es  j^'  des  fonctions  9/  soient  holomorphes  au  voi- 
sinage  du  point  xi  =  xj,  . . . ,  x„  —  xj. 
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pour  x^  =  . . .  =  ic„  =  o 

En  vertu  des  conditions  initiales,  les  valeurs  de  toutes  les  derivees  pa- 
rametriques  seront  egales  a  zero  pouro?,  =  . . .  =a:;i=  o.  En  differen- 
tiant  convenablement  les  equations 

par  rapport  a  des  variables  parametriques  pour  w,,  puis  en  faisant 
£c^  —  a^2  =  •  •  •  ~  ^/i  =  o>  et  en  rempla^ant  les  fonctions  Ui  et  leurs  de- 
rivees parametriques  par  zero,  on  aura  toutes  les  valeurs  des  derivees 
simplement  principales  pour  a?,  —  . . .  ^a:^^  o,  et  ces  derivees  seronl 
bien  determinees,  en  vertu  du  theoreme  VII,  puisque  le  systeme  (2)  est 
canonique. 

Si  Ton  differentie,  ensuite,  les  equations  une  fois  par  rapport  a  une 
variable  principale  et  un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport  a  des 
variables  parametriques,  elles  fourniront  les  derivees  doublement 
principales  en  fonction  de  ^r,,  . . .,  x^  des  fonctions  w/,  de  leurs  deri- 
vees parametriques  et  de  leurs  derivees  simplement  principales,  et, 
comme  le  systeme  est  completement  integrable,  elles  fourniront  une 
seule  valeur  pour  cbacune  de  ces  derivees.  En  annulant  alors  toutes 
les  variables,  les  fonctions  et  leurs  derivees  parametriques,  et  en  don- 
nant  aux  derivees  simplement  principales  les  valeurs  calculees,  on 
aura  ainsi   les  valeurs   des  derivees    doublement    principales  pour 

En  differentiant  les  equations  (2)  deux  fois  par  rapport  a  des  va- 
riables principales,  et  un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport  a  des 
variables  parametriques,  elles  fourniront  les  valeurs  des  derivees 
triplement  principales  en  fonction  de  a?^,  . . . ,  a?;,,  de  i/,,  . ..,  u^eide 
leurs  derivees  parametriques,  simplement  et  doublement  principales. 
D'ailleurs,  le  systeme  etant  completement  integrable,  il  est  aise  de 
se  rendre  compte  que  Ton  n'obtiendra  ainsi  qiiune  seule  valeur  pour 
chacune  de  ces  derivees.  En  annulant  les  variables,  les  fonctions  «/  et 
leurs  derivees  parametriques,  et  en  donnant  aux  derivees  simplement 
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et  doublement  principales  leurs  valeurs  calculees  precedemment,  on 
obliendra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  derivees  triplement  princi- 
pales pour  £c,  =  oTj  = . . .  =  j?rt  =  o. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  calculera,  evidemment,  sans  ambi- 
guite,  les  valeurs  initiates  de  toutes  les  derivees  principales. 

Ceci  nous  montre,  d'abord,  que  s'il  existe  un  systemedefonctions  m, 
satisfaisant  a  Tenonce,  il  en  existera  un  seal.  D'autre  part,  il  est  aise 
de  se  rendre  compte  que,  si  les  developpements  formes  avec  les  coef- 
ficients calcules  comme  nous  venons  de  I'indiquer  soniconver gents, 
les  fonctions  regulieres  m,  qu'ils  representent  verifient  les  equations  (2). 
En  effet,  designons  par  Sik  la  fonction  de  a?,,  ar^,  ...  ^  x^  que  Ton  ob- 
tient  en  rempla<;ant  les  quantites  £//  dans  les  expressions 


par  ces  developpements.  Les  fonctions  ^n,  seront,  d'apres  la  maniere 
meme  dont  nous  avons  calcule  les  coefficients  des  developpements, 
n  uUes  ainsi  que  toutes  leurs  demees  pour  x^^=  x^  =  . .  .=^  x^--  o\  dies 
sont  done  identiquement  nulles,  puisqu'elles  sont  holomorphes. 

Pour  demontrer  le  theoreme,  il  ne  reste  done  plus  qu'a  demontrer 
la  convergence  de  ces  developpements. 

Nous  rappellerons  d'abord  la  proposition  suivante  :  Etant  donnee 
une  fonction /(ic^,  . .. ,  ^,„  w,,  .. .,  u^)  des  variables  x^  et  Ui  bolo- 
morphe  au  voisinage  des  valeurs  Xf,=  o,  w/=  o  dans  un  domaine  de 
rayon  p,  soit  M  une  quantite  positive  superieure  ouegaleau  plus  grand 
des  modules  des  diverses  valeurs  que  la  fonction  acquiert  lorsque  les 
variables  prennent  toutes  les  valeurs  possibles  dans^des  domaines  de 
rayons  p  autour  de  leurs  valeurs  initiales.  La  fonction  suivante 

et  dans  laquelle  a,,  ...,  ol^,  p,,  ...,  p,„  designent  des  quantites 
positives  au  moins  egales  a  -»  est  majorante  pour  la  fonction 
/(j7,,  ...,  J7„,  a,,...,M;„),  au  point  [a7yt=  o,  M|  =  o,  c'est-a-dire  que 
pour  Xi,=  o,  Ui=  o,  la  fonction  M0(t),  ainsi  que  toutes\ses  derivees, 
acquierent  des  valeurs  reelles,  positives,  respectivementsuperieuresou 
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egales  aux  modules desvaleursde  la  fonction/(j?,,  . .  .,ir,,,  w,, . ..,  u^) 
et  de  ses  derivees  correspondantes  pour  x^=  o,  1/,=  o. 

Cela  etant,  designons  par  pif^  le  nombre  total  des  termes  qui  se 
trouvent  sous  les  deux  signes  S  dans  le  second  membre  de  Tequation 
—5^  — -^'^*_f-...  du  systeme  (2)  et  considerons  le  systeme  auxiliaire 
suivant 


(2') 


^^^|-^e(.)-^;^e(.)/'5:l^fe-^Ei^^*I^V 
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on  verifiera  les  inegaliles 

(car  on  pent  toujours  supposer  N  >  i).  Soit,  ensuite,  rl'indice  de  celle 
des  variables  qui  peuvent  etre  principales  par  rapport  a  I'une  quel- 
conque  des  fonctions  w/  dont  Tindice  est  le  plus  eleve ;  k  ne  pourra  alors 
prendre  que  les  valeurs  i,  2,  . . . ,  r.  D'autre  part,  la  plus  petite  valeur 

quepuisse  acquerir  le  quotient  |^  est  evidemment  ^^-i^^;  on  satisfera 

done  certainement  aux  inegalites 

p  Pik  Pi  «/» 


en  prenant 

"p           ay^- 

(/i>Xr), 

ce  que  Ton  realisera  en  prenant 

ar-f-i^=  CCr-^i^=.  .  . 

-««=-p' 

P                                        P 

•  •  f  >            ai::i= 

P 

Enfin,  le  plus  petit  des  quotients  ^  etant  egal  a  ^^j  en  prenant 
on  verifiera  les  inegalites 

Les  constantcs  [x,  a^t  et  p,  etant  ainsi  choisies,  on  voit  alors  imme- 
diatement  qu'un  terme  quelconque  dans  une  des  equations  (2')  a  pour 
coefficient  une  fonction  majorante,  au  point  £Cyt  =  o,  w/=  o,  pour  le 
coefficient  du  terme  correspondant  dans  Tequation  correspondante  du 
systeme  (2). 

De  la  on  conclut  immediatement  que  les  developpements  des  in- 
tegrales  ^,,  ^a,  . . . ,  v^^  du  systeme  (2')  ont  des  coefficients  positifs  et 
qu'un  coefficient  quelconque  de  f^/  est  une  quantite  positive  superieure 
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variables  ppincipales  pour  m,  par  les  valeurs  initiales  :  le  theorenie  VII 
nous  apprend  qu'il  existe  un  systeme  d'integrales  du  systeme  (2), 
holomorphes  au  voisinage  du  point  x,,=:xl,  et  un  seal  tel  que  w,  se 
reduise  a  9/  lorsqu'on  y  remplace  les  variables  principales  par  leurs 
valeurs  initiales.  Ce  systeme  est  done,  necessairement,  le  systeme  u\, 

II  pourra  arriver  qu'un  meme  systeme  lineaire  d'equations  aux  deri- 
vees  partielles  du  premier  ordre  puisse  etre  mis  de  plusieurs  maniercs 
sous  forme  canonique  completenient  integrable. 

A  chacune  de  ces  manieres  correspond,  au  moyen  du  theoreme  VII, 
une  forme  du  systeme  le  plus  general  d'integrales,  mais  ces  diverscs 
formes  ne  sont  pas  distinctes. 

Ainsi,  considerons,  par  exemple,  le  systeme 

is"  -'+hJ-'. 

(A)  ^^  ^"^ 

oil  H  designe  une  constante  non  nulle.  II  est  susceptible  des  deux 
fornies  canoniques,  completement  integrables,  suivantes  : 


(B) 
et 

(C) 


La  forme  (B)  montre  que  le  systeme  admet  un  systeme  d'integrales 
tel  que,  pour  x  =  x^^,  u  ^i  v  sc  reduisent  respectivement  a  deux  fonc- 
tions  donnees  a  I'avance  de  7,  ?j(7),  ?2(j)-  La  forme  (C)  nous  ap- 
prend qu'on  pent  trouver  deux  integrales  w  et  ^^  qui,  pour  y  =  jo»  se 
reduisent  a  deux  fonctions  arbitraires  de  a:,  ^i(it?),  ^'aC^)- Envertudc 
notre  corollaire,  on  pourra  toujours  determiner  les  fonctions  (p,  et  (pa 
de  fa^jon  que  le  systeme  d'integrales  correspondant  a  la  forme  (B) 
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du 
'dx~ 

dy 

dv 

dx  " 

u         1   di' 

H  "^  H  dy 

du 

('        I    du 
H  "^  fi  5:^' 

di- 
Ty- 

«  +  H  -,-  • 

dx 

Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


SUR   LES   ifeQUATIONS   AUX   D^RIVEES   PARTIELLES    SIMULTANEES.  S.43 

15.  Un  cas  particulier  tres  interessant  des  systemes  canoniques  est 
le  suivanl  :  Considerons  le  systeme 


=  +M> 

=  +M. 

=  ^//i,1, 

(4)  {    d^y    -  ^''^'  •'-'  d^r~~  ''''•"  'd^7~   ~  '^'''-^'' 


dans  lequel  les  variables  x^^  x^^  ...,  j?^  sont principales  pour  /om^^^ 
les  fonctions  m,,  . . . ,  m^  :  les  variables  a^^^a,  ^r+s*  •  •  • »  ^i»  sont  /?ara- 
metriques  pour  /oi^/e^  ces  fonctions,  et  la  variable  x^.^^  est  principale 
pour  M,,  W2,  ...,  M^  et  pararaetrique  pour  a^+.,,  ...,  a^^.  Si  un  tel 
systeme  est  completement  integrable,  il  admet,  en  vertu  du  theo- 
reme  VII,  un  systeme  d'integrales  u^,u^,  ...,u^  tel  que,  pour  x^  =  x\^ 
X2=oc\^  ...,  Xr=x%  Xr^^  =  xl^^,  11^,  Mj,  . . , ,  Up  se  rcduiseut  k 
p  fonctions  arbitraires  (p^,  (pa,  ...,  <p^  des  variables  ^r+at  •••>  ^n» 
et,  pour  07,  =  a?^,  ...,  Xr  =  xl,  Up^^,  w^^.^,  ...,  u^  se  reduisent  a 
(/w  — /?)  fonctions  arbitraires  ?;,+,,  ?;>4-2»  •••»  9/n  des  variables  a?^^,, 
^r+2f  . . . ,  a?;,.  Faisons  alors  le  changement  de  variables  suivant 

x^—x\-\-y^,         x^—x\-\-y^y^,         ...,         .^r "-- ^J -h ^i/r, 
le  systeme  se  transformera  en 

(5)  \dy,-^'^'' 


du, 
drt. 

du„  _ 

oyr+i 

et  le  nouveau  systeme  (5)  admet  un  systeme  d'integrales  u\ ,  w^,,  . . . ,  //,,, 
correspondant  au  systeme  d'integrales  m,,  Wa*  •  •  ♦  "m  de  (4),  tel  que, 
pour  7,  =  o,  M,,  Wj,  . . . ,  Up  se  reduisent  a  O,,  $3,  .   . ,  O^,  et,  pour 
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ordre.  On  peut  toujours  supposer  que  ^'/a  ne  contient  pas  explicite- 
ment  les  variables  independantes  a?,,  rcg,  ...,  a?,,,  car,  s'il  n'en  etait 
pas  ainsi,  il  suffirait  d'introduire  n  fonctions  nouvelles  /,,  /o,  . ..»  tn^ 
et  de  considerer  le  systeme 


(/) 


(£=*.). 


I  dxk 


(»^*),  1^^^, 


(A,  A- =  1,2,   .  .  .,/l), 


oil  ('j'/j^)  designe  ce  que  devient  '\ik  quand  on  y  remplace  respective- 
menta?, ,  x^^  . .. ,  x^^  par/,,  t^^  ... . ,  /;,•  Le  systeme  (7')  est  evidemment 
equivalent  au  systeme  (7),  pourvu  qu'on  prennela  valeur  initiale  de  tf, 
egale  a  la  valeur  initiale  de  x^. 

Supposons  done  que  le  systeme  (7)  ne  contienne  pas  explicitement 
a?,,  a^j,  . . . ,  rC;!  et  faisons  un  changement  de  variables  lineaires 


(8) 


yt  —  (^\^\-^A^i 


7„  =  a?J7i4-a'j[^i+  . .  .  -haja?„. 


Pour  effectuer  ce  changement,  il  suffira  de  remplacer,  dans  les 
equations  (7),  |^^  par 


I  <^Wi 


«iT^  +  «Jxr 


^dui 


«i- 


n^^i 


et  Ton  obtiendra  aussi  un  nouveau  systeme  lineaire  (L)  dans  lequel 
les  coefTicients  des  derivees  sont  des  fonctions  lineaires  des  quanti- 
tes  a^.  S'il  est  impossible  de  resoudre  le  systeme  (L)  par  rapport  a 

^7  ^  -*,    •-»  -3-^'^,  c'est  que  le  determinant  des  coefficients  de  ces  m 

derivees  dans  m  quelconques  des  equations  du  systeme  (L)  est  identi- 
quement  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  quantites  ol\.  D'ailleurs, 

il  est  clair  que,  si  cette  resolution  est  impossible  pour  ^S  •   •.  -~^ 

elle  le  sera  aussi  pour  ^  >  •   •  >  ^-^,  car  rien  ne  distingue  jusqu'ici  y^ 

et  Ja*  Imaginons,  maintenant,  qu'on  fasse  un  changement  de  variables 


o    f.a 
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dy' 


dx' 

f  du 


,du^ 

dy 


(X'),  ( Y')  designant  ce  que  deviennent  X'  et  Y'  par  la  transformation. 

du         ds^ 
dx'      dx' 


Le  determinant  des  coefficients  de  —  et  ^,  est  egal  a 


a(3 


a      b 
a'     b' 


Done,  si  ab'  —  ha'  est  different  de  zero,  on  pourra  resoudre  par  rap- 
du     ^   dv 
dx'        dx' 


port  a  Y~i  ^^  A~i>  ™2iis,  si  ab'  —  ha'  etait  egal  a  zero,  ce  serai t  impos 


sible. 


ab' —  ba'  -/^o; 


on  pourra  alors  ramener  le  systeme  (A)  a  la  forme 

^dy-^^dy 


(C) 


qui  est  canonique  et  completement  integrable. 

L'integrale  generale  dependra  done  de  deux  fonctions  arbitraires 
d'une  seule  variable. 

II  est  aise  de  voir  que,  dans  ce  cas,  Tintegrale  generale  est  donnee 
par 

'  ab'-b~^'  ' 

[Y  +  4^(^)]a-[X-f-?(r)]a^ 
*'—  ab'—ba' 

oil  4'(^)  ^^  ?(/)  sont  deux  fonctions  arbitraires. 


2" 


ab'  —  ba'  =  o ; 
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supposons  a^o.  On  pourra  alors  ecrire  le  sysieme  (A)  sous  la  forme 


du 

X' 

h    dv 

dx 

a 

a   dx 

du 

Y' 

""  a' 

h'  dv 
a'dy 

(D) 


qui  est  canonique  et  conipletement  integrable.  On  voit  que,  dans  ce 
cas,  on  pent  prendre  arbitrairement  la  fonction  v.  Le  systeme  le  plus 
general  d'integrales  depend  d'une  fonction  arbitraire  de  deux  variables 
ct  d'une  constante  arbitraire.  On  voit  sans  difficulte  que,  dans  ce  cas, 
rintegrale  generale  est 

oil  '^  designe  une  fonction  arbitraire  et  C  une  constante  arbitraire. 

Remarque  /.  —  Dans  Texemple  precedent,  lorsque  ab'  —  ia'=  o,  on 
ne  pent  pas  trouver  un  changement  de  variables  tel  que  les  nouvelles 

equations  soient  resolubles  par  rapport  a  ^  et  ^• 

Ceci  nous  prouve  que  le  theoreme  de  M""*^  de  Kowalewski  ne  demontre 
pas  I'existence  des  integrales  dans  tous  les  cas  oil,  dans  le  systeme  a 
integrer,  le  nombre  des  equations  est  egal  au  nombre  des  fonctions 
inconnues.  Dans  son  Memoire  {Journal  de  Crelle,  t.  80,  p.  25)  M"*' de 
Kowalewski  suppose  que  cette  transformation  soit  possible  en  faisant, 
d'ailleurs,  remarquer  qu'elle  ne  pent  assurer  que  cela  soit  toujours 
possible  (*). 

Remarque  II,    —   II  semble  que,  dans  le  cas  de  ab' —  ba  =  o^  on 

pourrait  resoudre  le  systeme  (A)  par  rapport  a  ^  et  -r^  et  considerer 

X  comme  principale  pour  w,  et  y  comme  principale  pour  v^  et  qu'on 
pourrait  demontrer  la  convergence  des  developpements  calcules  pour 
a  et  t'  en  prenant,  arbitrairement,  les  valeurs  initiates  des  derivees 

(1)  ^ni8  ^JQ  Kowalewski  dit  :  «  So  bleibt,  allordings,  noch  zu  unlersuchen  ob  ein 
Gleichungssyslem,  von  nicht  normalor  form,  stels. . .  auf  ein  normales  zurUckgefuhrt 
werden  konne,  worauf  ich  hier  nicht  eingehen  kann  w . 
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parametriques.  On  aurait  alors  un  systeme  d'integrales  general  depen- 
dant de  deux  fonctions  arbitraires  d^une  variable.  II  n'en  est  rien, 
car  il  est  aise  de  se  rendre  compte  que  les  derivees  simplement  prin- 
cipales  ne  seraient  pas  bien  delerminees.  Si  Ton  cherche  a  calculer 

^ — ^  et  T— r-'  on  constate  que  les  deux  equations  qui  les  fournissent 
ox  ov       ay  ox  ^  t  t 

a  -z — —  4-  b  - — r-  —  o, 
ox  ay  ox  oy 


dx  dy  dx  dy 

sont  identiques,  en  vertu  de  la  condition  ah'  —  ha  -^  o.  L'une  de  ces 
deux  derivees  secondes  serait  done  indelerminee,  Ceci  nous  montre, 
une  fois  de  plus,  Tinteret  qu'il  y  a  a  ne  considerer  que  des  systemes 
canoniques  pour  lesquels  ceci  est  impossible. 


TROISlfiME  PARTIE. 


18.  THifeORiiME  IX.  —  I! integration  d'un  systeme  quelconque  d* equa- 
tions aux  derivees  partielles  simultanees,  entre p  fonctions  r, ,  z.^,  ...»  5^ 
et  n  variables  independantes  x^^  x^^  ...»  ^„,  peut  Stre  ramenee  a  V inte- 
gration d'un  systime  lineaire  d' equations  aux  deri{^ees  partielles  simulta- 
nees  du  premier  ordre. 

Designons  respectivement  par  s^^  s.j,,  . . . ,  ^^  les  ordres  des  derivees 
de  Tordre  le  plus  eleve  des  fonctions  z^^  z^,  . . .,  Zp^  qui  figurent  dans 
les  equations  du  systeme  propose  (A).  Introduisons  comme  nouvelles 
fonctions  inconnues  toutes  les  derivees  des  fonctions  z^,  z^,  . . . ,  5^ jus- 
qu'a  I'ordre  5,  inclusivement,  pour  z^^s^  pours.,  . . . ,  ^^  pour  5^,  et 

remplagons,  dans  les  equations,  ^^a.^^a.. .  .^^o;  par  /?U «„•  Nous  au- 

rons  ainsi  des  relations 

?i  =  o,         9j  =  o,         ...,         (py=o 
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entre  les  quantites^  ei  p.  Ecrivons,  d'abord,  les  equations  suivantes 


(0  -^T"=^I,0 0,0.  •••»  :i^     =/^i.0 0,1  {i—ly1y...,p\ 


(2)  ^"""^2''  ^    -P'^i «*+» «-    (a,-+-a,...-f  a;t-i-...-ha„<5/;  i=:i,2,...,p), 

qui  expriment  que  les  quantites  p  sont  les  derivees  des  fonctions  z. 
Cela  etant,  derivons  chacune  des  relations  9^=0  par  rapport  a  or,, 
^2»  •••»  ^/ii  ^t  ecrivons  celles  de  ces  equations  qui  sont  algebrique- 
ment  dislinctes  entre  elles  et  distinctes  des  equations  (1)  et  (2).  Nous 
obtiendrons  ainsi  un  systeme 

(3)  J^i  =  o,         ^}^i,— o,         ...,         ^/=o 

d'equations  lineaires  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  entre 
les  fonctions  z  eip  et  les  variables  x,,.  Je  dis  que,  si  Ton  sait  integrer 
le  systeme  lineaire  du  premier  ordre  (B),  forme  par  les  equations  (i), 
(2)et(3),  on  saura  integrer  le  systeme  propose  (A).  Soit,  en  effet, 
s,,  ^2,  ...,  r^  un  systeme  d'integrales  du  systeme  (A).  On  aura,  evi- 
demment,  un  systeme  d'integrales  du  systeme  (B)  [(i),  (2),  (3)],  en 
prenant 

^-7.        et         //  -    ^^'""'^••""'•Z, 


dJc'^'dx^K  .  ,dxl 


Reciproquement,  soit  Z/,  P^^gt^ ^^  un  systeme  d'integrales  du  sys- 
teme (B).  Puisque  ces  fonctions  verifient  les  equations  (i)  et  (2),  on 
aura 


(4)  P: 


«,.«„ 


dx\'  dy\^ . . .  dxji'^ 


Designons  par  O,,  Oj*  •  •  •»  ^^  les  fonctions  de  a:,,  a:^,  . . . ,  a?„  qu'on 
obtient  en  rempla^ant  dans  ^p,,  92*  •••»  ?v  les  fonctions  s,  et/?^,. a,  «. 
respectivement  par  Z,  et  Pa„a„....a„»  puisque  les  equations  (3)  sont  veri- 
fiees,  les  derivees  de  ces  q  fonctions  par  rapport  a  a:,,  ir^,  . . . ,  o?^  se- 
ront  nulles:  ces  fonctions  sont  done  constantes.  Si  done  on  choisit  les 
valeurs  initiales  des  integrates  du  systeme  (B)  de  fa?on  que,  pour  ces 
valeurs  initiales,  les  fonctions  9,,  ©2,  ...,  ^g  soient  nulles,  les  fonc- 
tions O,,  $2»  •••'  ^q  seront  identiquemenl  nulles  et  exprimeront,  par 
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suite,  a  cause  des  relations  (4),  que  Z, ,  Z^,  . . . ,  Z^  sont  des  integrales 
du  systeme  (A). 

On  en  conclut  qu'on  obtiendra  toutes  les  integrales  du  systeme  (A) 
en  determinant  toutes  les  integrales  du  systeme  (B),  dont  les  valeurs 
initiales  verifient  les  relations  0/==  o. 

Remarque  L  —  On  pent,  d'une  infinite  de  raanieres,  ramener  ainsi 
rintegration  d'un  systeme  (A)  a  celled'un  systeme  lineaire  du  premier 
ordre.  Car  on  pent  former  une  infinite  de  systemes  equivalents  au  sys- 
teme (A),  en  adjoignant  a  ce  systeme  un  certain  nombre  des  equations 
qu'on  pent  deduire  des  equations  de  ce  systeme  en  les  derivant  par 
rapport  \x^^  x.^,  . . .,  x,^,  Achacun  de  ces systemes  correspond  un  sys- 
teme lineaire  du  premier  ordre. 

Reniarque  IL  —  Le  systeme  lineaire  (B)  n'est  pas  equivalent  au 
systeme  (A);  il  est  plus  general  que  le  systeme  (A).  Dans  la  pratique, 
on  pourra  frequemment  trouver  un  systeme  lineaire  equivalent  au  sys- 
teme (A).  Ainsi,  par  exemple,considerons  Tequation  suivante  : 

Prenons  comme  nouvelle  fonction  inconnue  u,  -^9  et  nous  aurons  le 
systeme  canonique  suivant,  equivalent  a  Tequation  proposee 


dy- 

-11, 

du 

_  ^9 

~  da; 

19.  Considerons,  maintenant,  un  systeme  quelconque  (A)  d'equa- 
tions  aux  derivees  partielles  simultanees.  Si  Tintegrale  generale  de 
ce  systeme  depend  d'un  nombre  fini  de  constantes  arbitraircs  (ce  que 
nous  Savons  reconnaitre),  nous  serons  renseignes  par  les  conclusions 
de  la  premiere  Partie. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  ramenerons  Tintegration  de  ce  systeme 
a  celle  d'un  systeme  lineaire  du  premier  ordre.  Si  Tun  des  systemes 
lineaires  auxquels  on  ramene  Tintegration  du  systeme  (A)  est  comple- 
tement  integrable,  ou  pent  etre  rendu  completement  integrable  par  une 
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de  la  seconde  categoric,  dont  Ic  nombre  est  infini,  et  nous  prcndrons 
pour  les  valeurs  initialcs  des  derivees  parametriqucs,  appartcnant  a  la 
premiere  categoric,  les  valeurs  fournies  par  les  relations  (E).  Ai^ecces 
conditions,  les  valeurs  initialcs  des  derivees  principales  seront  bien 
detcrminecs  et  fournies  par  le  systeme  (S).  On  voit  alors,  comme  pre- 
cedemment,  que,  s'il  cxiste  un  systeme  dont  les  derivees  de  la  seconde 
categoric  ontdes  valeurs  initialcs  donnees,  il  en  cxiste  un  seul;  que,  si 
les  developpemcnts  calcules  pour  les  integrales  sont  convergents,  ils 
verifieront  les  equations  du  systeme  (S),  et  enfin  que  les  developpe- 
mcnts sont  convergents,  car  la  demonstration  de  la  convergence  (theo- 
reme  VII)  ne  s'appuic  que  sur  Ic  seul  fait  que  le  systeme  propose  est 
canonique. 

Nous  en  concluons  done  que,  dans  tons  les  cas,  les  developpemcnts 
calcules  pour  les  integrales  d'un  systeme  lineaire  canonique  du  premier 
ordre,  oil  Ton  prcnd  arbitrairement  les  valeurs  initialcs  des  derivees  dc 
la  seconde  categoric,  sont  convergents.  Par  consequent,  etant  donne 
un  systeme  quelconque  d'equations  aux  derivees  partielles  simultanees, 
les  developpements  calcules  pour  les  integrales  au  moyen  des  equations 
de  ce  systeme  sont  toujours,  en  choisissant  con\^enablement  ceUes  des 
derivees  dont  on  prend arbitrairement  les  valeurs  initiates,  convergents. 

21.  Considerons,  par  exemple,  Tequation 

Nous  avons  vu  qu'ellc  est  cquivalente  au  systeme 

do 


\  du do 

\  dy       dx^ 

qui  est  canonique  et  completement  integrable.  Ce  systeme  (B)  admet 
comme  systeme  d'integralcs  le  plus  general  un  systeme  d'integrales  9 
et  u  qui,  poury  =  jo»  se  reduisent  respectivement  a  deux  fonctions 
donnees  a  Tavance  de  la  variable  a?,  $(^),  U(a7). 

L'integralc  generale  de  Tequation  (A)  est  done  une  fonction  9  telle 
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que,  poury  =  Vo*  9  et  -^  se  reduisent  respectivement  a  deux  fonctions 

donnees  a  I'avance,  $(a?)  et  U(^).  II  ne  nous  est  pas  permis  d'affirmer 
autre  chose.  Ainsi,  nous  ne  savons  pas  s'il  existe,  par  exemple,  une 
int6grale  de  cette  equation  qui,  pour  x  —  o,  se  reduit  a  une  fonction 
donnee  a  I'avance  de  y.  W^  de  Kowalewski,  a  qui  nous  empruntons 
cet  exemple,  a  efFectivement  nionlre  que  I'equation  (A)  n'admet  pas 

d'integrale  qui,  pour  x  =  o,^q  reduise  a    _     ( ' ). 

II  pourrait  arriver  qu'a  un  meme  systeme  (A)  correspondent  plu- 
sieurs  systemes  lineaires  completement  integrables;  a  chacun  de  ces 
systemes  correspondra  une  forme  du  systeme  general  d'integrales, 
mais  toutes  les  formes  ne  seront  evidemment  pas  distincts. 

Ainsi  Tequation  (A)  est  aussi  equivalente  au  systeme  canonique 
completement  integrable  suivant 


(C) 


"oy- 

-  w. 

dv 

dy~ 

du 

du 

dy- 

^9 
Ox 

<^9 
dx 


auquel  correspond  la  forme  suivante  de  Tintegrale  generale  de  (A)  : 
rintegrale  9  est  telle  que,  pour  x  =  x\,  y  —y^^  9  prenne  une  valeur 

donnee^o  ^tf  poury  =  yo»  ^^et -—se  reduisent  respectivement  a  deux 

fonctions  donnees  a  I'avance  de  x,  V(x-)  et  U(j?).  Cette  forme  ne  doit 
evidemment  pas  fournir  d'autres  integrales  que  celles  qui  sont  fournies 
par  la  premiere. 

22.  Application  {^^y  —  Considerons  le  systeme  d'equationsaux  deri- 


(*)  Sophie  DE  Kowalewski  {loc,  cit.).  f'oir  aussi,  au  sujet  de  cet  exemple,  G.  Dabboux, 
Comptes  rendus  de  I'Academie  des  Sciences',  t.  CVI,  p.  65i. 

(*)  Voir  au  sujel  de  cette  application  :  P.  Appell,  Sur  les  series  hfpergeome'triques  de 
deux , variables  et  sur  des  6quatiotis  diJlferentielles  lindaires  aux  der'wecs  partielles 
{Comptes  rendus  de  V Academic  des  Sciences,  t.  XC,  p.  296). 
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vees  partielles  simultanees  suivant 


S.55 


(A) 


<?^a/  +  '^'5i  +  '''d>  +  "'"' 


d^z        .      d^z         .    dz        .    dz        , 
oy^  ax  dy  ox  dy 


eiitre  la  fonction  z  et  les  variables  x  et  j,  et  011  les  a  et  6  designent  des 
fonctions  des  seules  variables  x  et  j. 

Demons  €es  equations  par  rapport  a  x  et  v.  Nous  aurons 


(B) 


d'^z 

dx-  dy 

d'^z 


d'z 
'*  dx'  dy 
d'z 


*  dx  dy 
d'z 


b     ^'^     ^-( 


dj 
dh, 
dx 


(do 


dy 


d^z  .      d'z  (db,        .  .    .  \    <^*- 

1°  Si  (a,  6,  —  i)  est  different  de  o,  on  pourra  resoudre  les  quatre 
equations  (B)  par  rapport  a  ^,  ^^,  ^^,  ^^?,etrintegrale  gene- 
rale  du  systeme  (A)  dependra  d'un  nombrey?m  de  constantes  arbi- 
traires  dont  le  nombre  sera,  au  plus,  egal  a  4.  Car,  a  cause  des  equa- 
tions (A),  on  pourra,  au  plus,  prendre  arbitrairement  les  valeurs 

initiales  de  5,  ^^j  ^  et 


dx    dy        dx  dy 

2®  Si  a,i,  —  1  =  0  identiquement,  cette  resolution  ne  sera  plus 
possible;  on  pourra  eliminer  les  derivees  du  troisieme  ordre  entre  la 
seconde  et  la  troisieme  des  equations  (B),  et  Ton  obtiendra  Tequation 

a.  Si  le  coefficient  de  ^   ^    est  different  de  o,  on  pourra  resoudre 

d^z 
Tequation  (C)  par  rapport  a  ,   ^    et,  par  suite,  exprimer  toutes  les 

valeurs  des  derivees  secondes  en  fonction  de  z  et  des  derivees  pre- 
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mieres.  Le  systeme  admettra  alors,  comme  systeme  le  plus  general 
d'integrales,  un  systeme  dependant,  auplus,  de  trois  constantes  arbi- 
traires;  car  on  pourra  prendre  arbitrairemenl,  au  plus,  les  valeurs 

initiales  Aq  z,  ~  ei  ^' 
ax      ay 

b.   Si  le  coefficient  de  3—^-  est  identiquement  nul  dans  Tequa- 

tion  (C)  et  que  cette  equation  ne  soit  pas  verifiee  identiquement,  elle 

fournit  une  relation  lineaire  entre  5,  0  =  — ^  et  </  =  7^-  Si  les  coef- 

'^       dJT       ^       ay 

ficients  de/?  et  y  sont  aussi  nuls,  c'est  que  le  systeme  (A)  admet  la 

seule  integrale  evidente  5  =  0. 

Si  Tun  des  coefficients  dep  ou  de  q  est  different  de  o,  celui  de  q  par 

exemple,  on  pourra  tirer  de  (C)  la  valeur  de  q  en  fonction  dep  et  de  z, 

et  Ton  pourra  ecrire.  les  equations  (A)  sous  la  forme 

^P  dp  //ax 

^  —  a,  -^  -h  aj/?  4-  a^cf.p  -h  (a^p  -h  a^,)z, 

dz  dz  a 

Si  a  —  i,  est  different  de  o,  on  pourra  resoudre  les  equations  (A') 

par  rapport  a  ^'  — '  ^  et  -p?  et  Tintegrale  generale  dependra,  an 

plus,  de  deux  constantes  arbitraires. 

Si  a  —  i,  =  o,  sans  que  les  coefficients  de  z  ei  p  soient  identique- 
ment nuls  dans  la  seconde  equation  (A'),  le  systeme  admettra  soit  la 
seule  integrale  z  =  o,  soit  une  integrale  dependant  d'line  constante 
arbitraire. 

Enfin,  si  les  coefficients  de  ^^  peiz,  dans  la  seconde  equation  (A'), 


(A') 
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sont  identiquement  nuls,  le  systeme  (A')  se  reduira  au  systeme  com- 
pletement  integrable 

dz 

ct  le  systeme  (A)  aura  une  integrale  generale  dependant  d'une  con- 
stante  arbitraire  et  d'une  fonclion  arbitraire  de  j. 

3**  Supposons  que  les  coefficients  de  y-^-»  t->  y-  et^^dans  I'equa- 

tion  (C),  soient  identiquement  nuls.  On  aura  alors,  a  la  fois,  les  cinq 
conditions  suivantes  : 

J  aj  6,  —  I  =  o, 

da\  -  dbx       ,      ,       , 

(D)  ^— +«,6.  +  a.^+a.«.fe,+  a.^=o, 

da^  ,  dbi,  , 

Remarquons  immediatement  que  ces  conditions  ne  sont  pas  incom- 
patibles.  Eneffet,  si,  dans  les  quatre  dernieres  equations,  on  remplace 

i,  par— 1  on  obtient  quatre  equations  aux  derivees  partielles  du  pre- 
mier ordre,  resolubles  par  rapport  a -.-,  a^'^P.^  ~^'  qui,  en  vertu  du 

theoreme  de  M™*  de  Kowalewski,  ou  encore  en  vertu  de  ce  qui  pre- 
cede, admettrontun  systeme  d'integrales,  quels  que  soient  62*  ^8»  ^4* 
dependant  de  quatre  fonctions  arbitraires  de  j. 

Supposons  done  les  relations  (D)  verifiees;  prenons  comme  nou- 

velles  fonctions  inconnues  ^  =  />  et  j^  ==  y.  Le  systeme  (A)  sera  equi- 

y4nn.  de  V¥c,  Normalc,  3*  Seiie.  Tome  VUI.  S.8 
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valent  au  systeme  canoniquc  suivant 


dz                  dz 

dy  =  '^'         dx=P 

dp 
dy 

~  dx' 

dp            dq 

dq  , 

dy 

=  ^^|  -^btp  +  bjq- 

-\-a^q  -\-a^Zy 


b^z. 


qui,  a  cause  des  relations  (D),  est  completement  integrable.  L'inte- 
grale  generale  du  systeme  (A)  dependra  done,  dans  ce  cas,  de  deux 
constantes  arbitraireset  d'une  fonction  arbitraire  de  j.  D'une  maniere 
plus  precise ^  on  pourra  trouver  une  integrale  z  du  systeme  (A)  telle 

que,  pour  x  =  x^^^  y  =  y^,  5  et  -j^  se  reduisent  respectivement  a  deux 
constantes  donnees  z^  et  po  et  que,  pour  j  =yoy  ^  se  reduise  a  une 


fonction  arbitraire  donnee  de  x. 


dy 


H 
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NOTE. 


Dans  V Introduciion  de  ce  travail  j'ai  indique,  tres  sommairement, 
les  travaux  qui  ont  ete  faits  sur  I'existence  des  integrales  des  systeraes 
d'equations  aux  derivees  partielles.  Je  vais,  dans  cette  Note,  indiquer, 
a  grands  traits,  la  marche  suivie  par  les  auteurs  qui  m'ont  precede. 
Cauchy  est  le  premier  qui  s'occupa  de  I'existence  des  integrales  dans 
les  equations  differentielles  et  aux  derivees  partielles  ou  qui,  du 
moins,  donna  une  demonstration  rigoureuse  de  cette  existence  en  pre- 
cisant  ce  qu'il  fallait  entendre  par  integrate  generale. 

II  donna,  d'abord,  dans  ses  legons  a  TEcole  Polytechnique  et  dans 
un  Memoire  lithographic  de  1 835,  deux  demonstrations  pour  Texistence 
des  integrales  generales  dans  les  equations  differentielles. 

La  premifere  methode  de  demonstration  qu'il  emploie,  dite  des  qua- 
draturesy  est,  pour  ainsi  dire,  une  methode  d'approximations  succes- 
sives  et  repose  sur  le  principe  suivant :  soient 


une  equation  differentielle  ;  L  une  ligne  qui  joint,  dans  le  plan,  les 
points  iTo  et  X.  Marquons  sur  la  ligne  L  des  points  intermediaires  a?,, 
a?2,  . . . ,  a?«.  Pour  trouver  Tintegrale  qui,  pour  x  =  a?o,  se  reduit  aj^, 
determinons  une  suite  de  valeursy,,y2»  •  •  • » y'my  Y'  par  les  relations 


Y'  sera  une  valeur  approchee  de  la  valeur  de  Tintegrale  cherchee,  pour 
a?  =  X,  et  quand  on  augmente  indefiniment  le  moindre  des  points 
intermediaires,  de  fa^on  que  la  distance  de  deux  points  consecutifs 
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tende  vers  zero,  Y'  tend  vers  une  limite  Y  qui  est  I'integrale  de- 
mandee. 

Cette  methode  a  ete  reprise  et  exposee  didactiquemcnt,  en  iSSy, 
par  Coriolis  ('),  puis,  plus  tard,  par  M.  Lipscliitz,  en  1868  (^),  mais, 
jusqu'ici,  elle  n'avait  pas  paru  susceptible  d'une  generalisation  pour 
les  equations  aux  derivees  partielles. 

Tout  recemment,  M.  E.  Picard  ('),  dans  plusieurs  Memoires  remar- 
quables,  a  montre  qu'elle  pouvait  elre  d'une  application  tres  feconde 
aux  equations  aux  derivees  partielles  du  second  ordre  lineaires. 

La  seconde  methode  de  Cauchy  repose  essentiellemeut  sur  un  arti- 
fice imagine  par  Cauchy  lui-meme,  et  qu'il  a  nomme  Calcul  des 
limites  (*).  En  1842,  Cauchy  (^)  montra  comment  Tapplication  de 
cette  methode  aux  equations  aux  derivees  partielles  prouve  Texistence 
des  integrates  dans  ces  equations,  et,  depuis,  tous  les  auteurs  qui  se 
sont  occupes  de  cette  question  ont  suivi  cette  methode.  C'est  d'ailleurs 
aussi  celle  que  j'ai  suivie  dans  le  present  travail. 

Voici,  brievement,  une  analyse  des  beaux  Memoires,  malheureuse- 
ment  trop  peu  connus,  de  Cauchy  (•).  Soit/(j?,,  j?2»  •  •  •  •  ^n)  une  fonc- 
tion  holomorphe,  ainsi  que  ses  derivees  au  voisinage  du  point  a?*. 


(0  Coriolis,  Sur  le  degr6  d'approximadon  qu'on  obtient  pour  les  valeurs  nunitfriques 
fl'une  variable  qui  sotisfait  d  une  equation  diff^rentielle,  en  employ  ant  pour  calculerces 
valeurs  diverses  Equations  aux  dijfdrcnces  plus  ou  moins  approchdes  {Journal  de  Liou- 
vUle,  t.  n,  p.  23o;  1837). 

(*)  LiPSCiiiTZ,  Sur  la  possibilitt*  d'intdgrer  completement  un  systeme  donnc' d' equations 
dtff^rentiellcs  (Bulletin  des  Sciences  mathe'matiques  et  astronomiques,  t.  X,  p.  149;  1876, 
et  Annali  di  Matcmatica^  •2*  serie,  t.  II,  p.  228). 

(')  E.  Picard,  Comptcs  rendas  de  VAcademie  des  Sciences,  I.  CX,  p.  61;  Journal  de 
Mathimatiques  puref>  et  appliquees,  4"  s6rie,  I.  VI,  p.  i45;  1890;  Journal  de  l*Ecole  Po- 
Ij technique ^  Cahier  LX;  1890. 

(*)  yoir,  pour  Tapplicalion  de  cette  m6lhode  aux  6quations  diffirentielles  :  Wrier- 
STRASS,  Vebvr  die  Theorie  der  a/ialjtisc/ien  Facultiiten  {Journal  de  Crelle,  t.  41,  p.  43) ; 
Briot  et  BouQUKT,  Theorie  des  fonctions  doublement  p^riodiques,  p.  49- 

(*)  Cauchy,  Comptes  rcndus  de  VAcad^mie  des  Sciences y  t.  XIV,  p.  1020;  t.  XV,  p.  44? 
85  ot  i3i;  t.  XVI,  p.  572. 

(«)  Dans  cette  analyse,  pour  ne  pas  faliguer  le  lecteur,  je  n'ai  pas  conserve  les  nota- 
tions de  Cauchy,  et  j'ai  pris  celles  dont  je  me  suis  servi  dans  mon  travail.  Cauchy  d^si- 
gnait  les  variables  ind6pendaiites  par  .r,  j,  3, ...,  /,  les  fonctions  inconnues  par  cr,  ts^  ..., 
et  il  r^solvait  toujours  les  6quations  par  rapport  aux  d^riv^es,  par  rapport  k  la  variable  / 
qu11  appoluil  le  temps. 
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xl,  . ..,  xl  dans  des  domaines  de  rayons  p,,  pa,  ...,  p^;  on  a,  d'apres 
le  calcul  des  limites, 


oil  Ton  a  pose 

N  =  (a,!)(a,l)...(aJ), 

et  oil  M  designe  le  module  de  la  plus  grande  valeur  que  pent  acquerir 
/(a:,, . . . ,  x,t)  quand  les  variables  varient  dans  leurs  domaines  respec- 
tifs  de  regularite.  Cauchy  en  conclut  d'abord  que,  si  Ton  considere  la 
fonclion 


^\^^-  •  -^n 


on  aura 

et,  par  suite,  que,  si  dans  le  second  membre  de  la  formule  (C)  on 
remplace  wparM  et^r,,  a?^,  ...,  x^  respectivement  par  —  p,,  —  pg, ...» 
—  prt,  on  retrouve  la  limite  superieure  de 


[Ceci,  au  fond,  revienta  determiner  une  fonction  majorante  pour 
f{x^ ,  0^2, ... ,  Xn)  {voir  II*  Partie,  theoreme  VHI).] 

La  marche  generale  de  la  demonstration  est  alors  tracee  immediate- 
ment.  D'abord,  tout  systeme  d'equations  aux  derivees  partielles  pent, 
en  introduisant  de  nouvelles  fonctions,  sc  ramener  a  un  systeme  d'e- 
quations  lineaires  et  du  premier  ordre.  Cauchy  ne  considere  alors  que 
des  systemes  lineaires  oil  le  nombre  des  equations  est  Sgal  au  nombre 
des  fonctions  inconnues  et  qui  sont  resolus  par  rapport  aux  derivees  des 
fonctions  inconnues  par  rapport  a  une  mime  variable  a?,  (').  Pour 


( ' )  Dans  ses  M^moires,  Cauchy  ne  parait  pas  consid^rer  qu'il  y  ait  lieu  de  s'occuper 
d'autres  syst6raes  que  de  ceux-ci;  il  regarde  les  6quations  aux  d6riv6es  parlielles  comme 
provenant  de  la  Physique  math6malique,  et  alors  la  solution  doit  6tre  d6termin6e  si  Ton 
se  donne  les  conditions  initiales  a  Torigine  du  temps. 
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prouver  qu'il  existe  des  integrales  w,, ...,  i/,„  qui,  pour  x^  =  x%  se 
reduisentadesfonctions  donnees  cp,,  .  .y^f^deac^^  ••  ••^n*  ilremarque 
d'abord  qu'en  remplaQant  m,  , . . . ,  7i,„,  respectivement,  par  w,  4-  9, ,  . . . , 
Wi«-+-9/n»  tout  revient  a  montrer  qu'il  existe  des  integrales  qui  se  re- 
duisent  a  des  constantes  donnees  pour  a?,  =  ir". 

A  cet  effet,  il  montre  que  les  coefficients  des  developpements  des  in- 
tegrales sonl  fournies  par  les  equations  elles-memes,  jointes  aux  con- 
ditions initiales.  II  ne  reste  done  qu'a  montrer  la  convergence  des 
developpements  ainsi  calcules  qui,  alors,  verifieront  evidemment  les 
equations.  Cauchy  fait,  d'abord,  la  demonstration  pour  une  seule 
equation  lineaire  du  premier  ordre  :  il  remplace  les  coefficients  de 
cette  equation  par  des  fonctions  majorantes  et  obtient  une  nouvelle 
equation  auxiliaire  qui  admet  une  integrale  holomorphe  qu'il  calcule 
par  la  methode  des  caracteristiqucs  dont  il  est  Tauteur.  Cette  integrale 
ayant  des  coefficients  positifs  et  superieurs  aux  modules  des  coeffi- 
cients correspondants  des  developpements  precedents,  il  en  conclut 
que  les  developpements  sont  convergents. 

La  marche  est  ensuite  la  meme  pour  un  systeme  de  m  equations 
contenant  m  fonctions  inconnues.  II  forme  un  systeme  d'equations 
auxiliaires,  respectivement  majorantes  pour  les  equations  du  systeme 
propose,  et  ramene  la  recherche  des  integrales  de  ce  systeme  k  celle 
de  rintegrale  d*une  seule  equation,  analogue  a  I'equation  auxiliaire 
precedente. 

On  voit,  d'apres  cette  courte  analyse,  que  la  question  avail  ete  deja 
tres  avancee  par  Cauchy.  En  realite,  les  Memoires  de  M.  Darboux  et 
de  M™*  de  Kowalewski  n'ont  ajoute  que  pen  de  chose  aux  resultats 
de  Cauchy.  Ces  deux  geometres  ont  eu,  surtout,  le  grand  merite  de 
preciser  ces  resultats  et  de  simplifier  les  demonstrations. 

La  demonstration  qu'a  donnee  M.  Darboux,  sans  connaitre  celle  de 
Cauchy,  est  assez  voisine  de  cette  derniere,  quoiqu'elle  ne  necessite 
pas  le  passage  aux  equations  lineaires,  parce  que  M.  Darboux  a  em- 
ploye a  peu  pres  la  meme  fonction  majorante  que  Cauchy. 

M™*  de  Kowalewski  ramene,  de  meme  que  Tillustre  geometre.  Tin- 
tegration  d'un  systeme  quelconque  a  celle  d'un  systeme  lineaire,  mais 
elle  a  considerablement  simplifie  la  demonstration,  en  rempla(;ant  la 
fonction  majorante  de  Cauchy  par  une  fonction  plus  simple,  indiquee 


SUR    LES    EQUATIONS   AUX   DERIVEES    PARTIELLES   SIMULTANEES.  S.  63 

par  M.  Weierstrass(').  La  fonction 

M 


i37^  ~T~   ou^  ~t~    •    •    •    ~T—  X  f^  '~~  ut,  I   "~~~  t-C  a  1 


-^r, 


est,  en  effet,  majorante  pour/(ir,,  x^. ..  .,^rt)  aa points?", a?^,  . .. ,  a?^, 
p  designant  la  plus  petite  des  quantites  p^ ,  p^,  . . . ,  p^,. 

Je  ne  parlerai  plus  du  Memoire  recent  de  MM.  Meray  et  Riquier, 
car  j'ai  eu  maintes  fois  Toccasion  de  le  citer  dans  le  cours  de  ce 
travail. 


(1)  yoir,  au  siijct  de  ces  fonclions  majorantes,  le  d^but  du  beau  M6moire  de  M.  H.  Poin- 
car6  Sur  le  probleme  dcs  trois  corps,  publi6  dans  les  Acta  mathcmaiica,  t.  XIII. 
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